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A 

#m  vant-propos 


Quel  est  l’objet  de  cet  ouvrage? 

Nous  avons  elabore  cet  ouvrage  d’exercices  de  premiere  annee  de  classes  preparatories  aux 
grandes  ecoles  avec  deux  objectifs  principaux,  l’assimilation  du  cours  par  la  mise  en  pratique, 
et  la  preparation  aux  interrogations  ecrites  et  orales,  pendant  P annee  et  aux  concours  : 

- Les  rappels  de  cours  complets  permettent  de  voir  rapidement  les  resultats  importants  a connai- 
tre  pour  toute  preparation  d’epreuves  oralse  ou  ecrites,  que  ce  soit  une  colle,  ou  un  concours  de 
premiere  ou  deuxieme  Annee. 

- Les  exercices,  choisis  pour  leur  contenu,  preparent  a toutes  ces  epreuves. 

Comment  travailler  de  maniere  optimale  avec  cet  ouvrage  ? 

A la  suite  de  l’enonce,  il  existe  une  partie  « conseils  »;  les  solutions  sont  presentees  apres  l’en- 
semble  des  enonces.  Comment  utiliser  de  maniere  optimale  cette  disposition  ? 

- Comme  pour  une  epreuve  d’ecrit,  il  faut  commencer  par  lire  entierement  un  enonce  : pour 
resoudre  une  question  donnee  certaines  informations  peuvent  etre  presentes  dans  les  questions 
suivantes. 

- Apres  une  periode  de  reflexion  « correcte  »,  fructueuse  ou  non,  il  est  possible  de  lire  la  partie 
« conseils  » : cette  partie  peut  se  presenter  ainsi  : 

- soit  une  idee  de  resolution  est  proposee ; 

- soit  une  question  est  posee  pour  la  mise  en  evidence  d’un  phenomene; 

- soit  un  theoreme  est  enonce,.... 

- Si  l’aide  ne  permet  pas  de  resoudre  Pexercice,  il  faut  alors  s’aider  de  la  solution,  qu’il  ne  suf- 
fit  pas  de  lire  : apres  lecture  il  faut  essayer  de  refaire  l’ensemble  de  Pexercice  seul. 

Dans  un  souci  d’aide  maximale  a ces  preparations,  et  a cette  methode  de  travail  : 

- Les  exercices  choisis  sont  conformes  aux  nouveaux  programmes. 

- Nous  avons  choisi  des  exercices  « realistes  » : 

- ayant  une  application  en  physique,  soit  fondamentale,  soit  industrielle, 

- ou  etant  en  relation  avec  l’explication  d’un  phenomene  observable. 

- Lors  de  la  resolution  d’un  exercice,  nous  avons  privilegie  les  arguments  physiques,  les  sche- 
mas et  simulations  (en  faisant  appel  a la  memoire  visuelle),  aux  arguments  mathematiques ; mais 
lorsque  les  calculs  sont  necessaries,  Pensemble  des  etapes  intermediaires  est  presente. 

- Lorsqu’un  exercice  peut  etre  resolu  par  plusieurs  methodes  interessantes,  ces  methodes  sont 
presentees  et  developpees. 

- Pour  certains  exercices  nous  mettons  le  lecteur  en  garde  contre  certaines  erreurs  que  nous 
voyons  trop  souvent  lors  d’epreuves  ecrites  ou  orales  de  concours. 

Nous  souhaitons  que  cet  ouvrage  puisse  aider  de  maniere  efficace  une  majorite  d’etudiants 
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Cinematique 

Changement 

referentiel 


du 

de 


point 


WS3MM& 

• Preciser  les  caracteristiques  d’un  mouvement: 
vitesse,  acceleration,  trajectoire  dans  un  referentiel 
donne. 

• Apprendre  a choisir  le  bon  systeme  de  coordonnees 
en  fonction  du  probleme  etudie. 


Notions  sur  l’integration  des  vecteurs  vitesse  et  acce- 
leration en  tenant  compte  de  conditions  initiales. 


LES  0UT1LS  MATHEMATIQUES 


Notions  sur  Pintegration  vues  en  mathematiques. 


ESSENTIEL 


< Systemes  usuels  de  coordonnees 


• Coordonnees  cartesiennes 

OM  = xex  + y ey  + ze: ; base  ( ex ,ey,ez)  (doc.  1). 


Doc.  1.  Coordonnees  cartesiennes  (x  , y , z) : 
OM  = xex  + yey  + iez . 


• Coordonnees  cylindriques 

OM  = re,.  + zez;  base  (er , eg,  ez)  (doc.  2). 


Doc.  2.  Coordonnees  cylindriques  (r  , 9 , z): 
OH  = rer;  OM  = rer  + zet . 
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Cinematique  du  point  - Changement  de  referentiel 


• Coordonnees  spheriques:  OM  = re,.  ; base  (er,  eg  , e,p ) (doc.  3). 


Doc.  3. a.  Doc.  3.b.  Plans:  z = 0 et  <p=cte. 

i Representations  du  mouvement 

• La  trajectoire  est  constitute  de  1’ ensemble  des  positions  successives  OM  ( t ) = /r(r)  du  point  mobile  M 
etudie. 

• Dans  l’espace  des  vitesses,  Fensemble  des  positions  successives  ON  (t)  = v(t)  constitue  Fhodogra- 
phe  du  mouvement. 

• Dans  Fespace  des  phases,  le  point  P repere  par  OP  = (OM , ON)  decrit  la  trajectoire  de  phase  du 
mobile.  Pour  un  mouvement  a un  degre  de  liberte,  le  point  de  phase  P se  deplace  dans  le  plan  de  phase : 
OP  = (x(t),  v(t)). 


i Vitesse  d'un  point 

Soit  0 un  point  fixe  du  referentiel  2ft  . Le  vecteur  vitesse  de  M par  rapport  a ce  referentiel  est : 

-Vwx  _ [ d OM  \ 

z'fW/a  - y — J/sr 

• Expression  en  coordonnees  cartesiennes : v(M)/gl  = xex  +yey  +zez . 

• Expression  en  coordonnees  cylindriques  : v(M)/gl  = re,.  + r6eg  +iez . 


< Acceleration  drun  point 

Le  vecteur  acceleration  de  M par  rapport  a ce  referentiel  est : 


a(M)iqk : 


f dr  OM  A 

V dt2  jm 


( d v(M)  A 


dr 


Jm 


< Expression  en  coordonnees  cartesiennes  : a(M)/gi=  xex+y7v  + 'zez . 


i Expression  en  coordonnees  cylindriques  : a ( M )/a  = (r  - rO2)  er  + (rO  + 2 rO)eg  + ze, ; 


ou  encore  : a (M)/a  = (r-  rO2)  e,.  + — —(r28)ee+  'zez . 

r dr 


i Mouvement  circulate 

Le  point  M se  deplace  sur  un  cercle  de  centre  0 , de  rayon  R , d’axe  (Oz) . II  est  repere  par  ses  coor- 
donnees polaires  sur  le  cercle  (r  = R , 6) . 

OM  =Rer\ 
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Cinematique  du  point  - Changement  de  referentiel 

v(M)m  = R6eg=  co a OM  , ou  co=  coez ; 
a(M)/st-  -R92e,.  + R0eg  (doc.  4). 

Si  le  mouvement  est  circulaire  uniforme,  v = R0  est  constante,  done  a (M)/3!  est  dirigee  suivant  -er; 
elle  est  centripete  (doc.  5). 


Doc.  4.  Mouvement  circulaire  d’  un  point  M clans 
un  cercle  de  rayon  a : 

v =R9e‘e  et  a - - R92Tr+  R6e"e. 


Doc.  5 . Si  /if I = cte  , 1’ acceleration  du  point  M est 
dirigee  suivant  - OM : a = - — e’r  . 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• La  vitesse  (ou  F acceleration)  d'un  point  M dans  un  referentiel  R donne  peut  s’exprimer  sur  dif- 
ferents  vecteurs  de  projections,  mais  e’est  toujours  la  meme  vitesse  (ou  la  meme  acceleration)  ! 

• Lors  d’une  trajectoire  courbe,  il  existe  toujours  une  composante  de  Facceleration  dirigee  vers 
Finterieur  de  la  concavite  de  la  trajectoire. 
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Exercices 


0 Une  course  automobile 

Deux  pilotes  amateurs  prennent  le  depart  d’une  course 
automobile  sur  un  circuit  presentant  une  longue  ligne  droi- 
te  au  depart.  Ils  s’elancent  de  la  meme  ligne.  Le  premier,  A, 
demarre  avec  une  acceleration  constante  de  4 m.s-2,  le 
deuxieme,  B,  a une  voiture  legerement  plus  puissante  et 
demarre  avec  une  acceleration  constante  de  5 m.s-2.  A a 
cependant  plus  de  reflexes  que  B et  demarre  une  seconde 
avant. 

1 • Quelle  duree  faudra-t-il  a B pour  rattraper  A ? 

2 • Quelle  distance  auront-ils  parcourue  quand  B dou- 
blera  A? 

3 • Quelle  seront  les  vitesses  a cet  instant-la  ? 

4 • Representer  x(Q  et  v(t)  et  la  trajectoire  de  phase  de  A 
et  B,  en  precisant  la  position  de  Fevenement  « B depasse 
A » sur  ces  representations  des  mouvements. 

horaire  du  mouvement  de 


3 Determiner  l’e 


p chaque  voiture. 


O Mouvement  d'un  point  materiel 
sur  une  parabole 

Un  point  materiel  M decrit  la  courbe  d’ equation  polaire 
= a ou  a est  une  constante  positive,  6 
de  - n a + 7t . 


r cos~ 


r6 ^ 
v2y 


1 • Montrer  que  la  trajectoire  de  M est  une  parabole.  La 
construire. 


2 • On  suppose  de  plus  que  le  module  du  vecteur  vitesse 
est  toujours  proportionnel  a r : v = kr  , ou  k est  une  cons- 
tante positive. 

a.  Calculer,  en  fonction  de  0 , les  composantes  radiale  et 
orthoradiale  du  vecteur  vitesse  de  M . 


b.  Determiner  la  loi  du  mouvement  8(f)  en  supposant 
que  8 est  nul  a Linstant  t = 0 et  que  8 croit. 


On  donne 


r d 8 . 

f 6 

=ln 

tan 

Jo  COS# 

U 4 J 

8 


1)  Penser  a remplacer  cos2  — par  — (1  + cost?)  et 


\_ 

2 1 2 

a utiliser  les  relations  entre  (x  , y)  et  (r  , 8)  pour  don- 
ner  F equation  de  la  trajectoire  en  coordonnees  carte- 
siennes. 

2)  La  condition  v = kr  permet  d’exprimer  8 en 
fonction  de  8 , done  de  ne  plus  faire  apparaitre  expli- 
citement  le  temps  dans  les  equations,  mais  settle- 
ment 8 . 


0 Ascension  <Tun  ballon  sonde 

Un  ballon  sonde  a une  vitesse  d’ascension  verticale  v0  inde- 
pendante  de  son  altitude.  Le  vent  lui  communique  une  vitesse 

z 

horizontale  vx=  — proportionnelle  a P altitude  z atteinte. 

K 

1 • Determiner  les  lois  du  mouvement  x(t)  et  z(f ) ainsi  que 
l’equation  de  la  trajectoire  x(z). 

2 • Calculer  le  vecteur  acceleration  du  ballon. 


C)  Trajectoire  et  hodographe 
d'un  mouvement  plan 

Un  point  M se  deplace  dans  le  plan  (xOy)  a la  vitesse : 
v = vQ(ex  + eg),  ou  eg  est  le  vecteur  orthoradial  de  la  base 
locale  des  coordonnees  polaires  (r,8). 

1 • Etablir  les  equations  polaire  et  cartesienne  de  la  trajec- 
toire a caracteriser. 


2 • Faire  de  meme  pour  Fhodographe. 

3 • Faire  le  lien  entre  l'angle  8 = (ex,  7)  et  l’angle 
<P=(ex,  v). 


'3  II  suffit  de  passer  du  systeme  de  coordonnees  carte- 
o siennes  (x,  y)  au  systeme  de  coordonnees  polaires 
( r,8 ),  et  inversement,  pour  obtenir  l’une  ou  Fautre  des 
equations  recherchees. 


o Aller  et  retour  sur  un  fleuve 

Un  rameur  s’entrame  sur  un  fleuve  en  effectuant  le  parcours 
aller  et  retour  entre  deux  points  A et  B , distants  de  f.  II 
rame  a vitesse  constante  v par  rapport  au  courant.  Le  fleuve 
coule  de  A vers  B a la  vitesse  u . Son  entraineur  l’ac- 
compagne  a pied  le  long  de  la  rive  en  marchant  a la  vitesse 
v sur  le  sol,  il  fait  lui  aussi  F aller  et  retour  entre  A et  B . 
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EXERCICES 


Cinematique  du  point  - Changement  de  referentiel 


Seront-ils  de  retour  en  meme  temps  au  point  de  depart  ? Si 
non,  lequel  des  deux  (rameur  ou  entraineur)  arrivera  le  pre- 
mier en  A ? Commenter. 

la  composition  des  vitesses  en  faisant  atten- 
sens  des  vecteurs  vitesse. 


© Chasseur  et  oiseau 

Un  oiseau  se  trouve  sur  une  branche  d’arbre,  a une  hauteur 
H au  dessus  du  niveau  du  sol.  Un  chasseur  se  trouve  sur  le 
sol  a la  distance  D du  pied  de  I'arbre.  II  vise  l’oiseau  et 
tire.  Au  moment  du  coup  de  feu,  l’oiseau,  voyant  la  balle 
sortir  du  canon,  prend  peur  et  se  laisse  tomber  instantane- 
ment  en  chute  libre.  A chaque  instant,  F acceleration  de  la 
balle  et  de  F oiseau  dans  un  referentiel  fixe  est  -gez  (l’axe 
( 0: ) est  la  verticale  ascendante).  L’oiseau  est-il  touche? 
L’ etude  sera  faite : 
a.  dans  le  referentiel  fixe ; 
b dans  le  referentiel  lie  a F oiseau. 


a,  Determiner  les  trajectoires  de  Foiseau  et  de  la  balle 
dans  le  referentiel  choisi  et  determiner  leur  intersec- 
tion. 


Quand  il  faut  aller  vite 

Pour  aller  au  secours  d’un  nageur  en  detresse,  un  maitre- 
nageur  part  du  poste  de  secours  situe  au  point  A pour  aller 
jusqu’au  nageur  situe  en  B.  Sachant  que  le  sauveteur  court 
a v\  = 2 m.s^1  sur  la  plage  et  nage  a v2  - 1 m.s-1  dans 


l’eau,  en  quel  point  M doit-il  entrer  dans  l’eau  pour  attein- 
dre  au  plus  vite  le  nageur?  On  situera  ce  point  a l’aide 
d’une  relation  entre  vh  v2,  i\  et  i2  indiques  sur  le  schema. 


(j)  Mouvement  calcule  a partir  de 
la  trajectoire  et  de  I'hodographe 

(D’apres  ENAC  02) 

Dans  le  plan  (xOy)  du  referentiel  2/1(0,  ej*,  ej*,  eT)  un  mobi- 
le ponctuel  P decrit  la  parabole  d’equation  cartesienne: 
y 2 = 2 px  avec  p constante  positive. 

Sa  vitesse  v(P/R),  de  composantes  X,  Y est  telle  que  l’en- 
semble  des  points  N{X,  F)>  hodographe  du  mouvement  de 
pole  O,  a pour  equation  cartesienne : X 2 = 2 qY  avec  q cons- 
tante positive. 

1 • Exprimer  X et  Y en  fonction  de  y. 

2 • Exprimer  Facceleration  a ( PIR ) du  point  P en  fonction 
du  vecteur  position  OP.  Preciser  la  nature  du  mouvement 
de  P. 

3 • Etablir  les  expressions  de  x et  y en  fonction  du  temps 
t , sachant  que  le  mobile  passe  en  O a Finstant  initial  t = 0. 
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Corriges 


ft  Une  course  automobile 

1 • Nous  avons : 

xA(t)  = j aAt2  et  xB(t)  = j aB(t-t0)2, 

cette  deuxieme  expression  etant  applicable  a t 2*  f0  = 1 s. 
Les  deux  voitures  sont  au  meme  niveau  a l’instant  fh  soit : 
aAt\  = aB{h  - t0)2 

ce  qui  donne : 


1 


2 • A 1’ instant  r, : 

d = xA(ti)  = xB(ti)  = j aAt2  = 1,8 . 102  m. 


Gl  Mouvement  d'un  point  materiel 
sur  une  parabole 

0 1 

1 • Sachant  que  cos2  — = — (1  + cos  6),  l’equation  polaire 

s’ecrit : r = 2a  - r cos  6 ; avec  x = r cos  6 et  y = r sin#,  et  en 
elevant  au  carre : r2  = x2  + y2  = (2 a - x)2,  ce  qui  donne : 
-y2  + 4a2 


4 a 

parabole  representee  ci-dessous. 


et  ve=rd  = 


II  reste  a eliminer  6 en  utilisant : 


COS 

2 

e. 


- = k r = Jf2+r2d2  = ■ 


ad 


cos~ 


Q 

6 g ]-  7t ; + 7t[ , cos  — 
these,  done : 

#=kcos^j  et  vr  = ka_ 


est  positif  et  6 est  positif  par  hypo- 


sin  I — 


a.  0 =kc 


K , dQ 

COS 

r»l 

« 2 In 


tan 


cos  | — 
kd? 


6 7t 
4 + 4 


; Vg- 


k a 


cos  I — 


kf+cte. 
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CORRIGES 


-i  , , 0 7t  n f.  K r 

# e]  7t;+  7T[  done  — +—  e 10;— [ 

4 4 2 

d’oti  sa  tangente  est  positive. 

Si  0=0  a t=  0,  la  constante  est  nulle. 

kt 


tan 

0 n 
1 

l 

14  4 )) 

0 Ascension  d'un  ballon  sonde 

1 • En  coordonnes  cartesiennes,  v = — + —U7_  avec 

di  d t 


dx  z . dz 

— = — et  — = v0. 

d t t d t 

c 

Soit  z = v0t  car  a t = 0,  z = 0 (le  ballon  decolle). 

dx  f , It2  , ,,  „ „ 

— = v0  — donne  x = v — en  supposant  qu  a t = 0,  x = 0. 

d t t 2 0 t 

c c 

En  eliminant  le  temps  t,  on  obtient : 

1 z2 


La  trajectoire  est  une  parabole. 

2 

Z . 


2 • 


a 


d2x . 


d2- 


dt 


ur+  u.. 

2 x Ai2  7 


dr 


Vn 


D’oii  ct  = —ux. 
t 


0 Trajectoire  et  hodographe 
d'un  mouvement  plan 

1 • v - va(ex  + ee)=  vq{co&9  er  + (1  - sin# ) eg). 

Le  deplacement  elementaire  dOM  = d (re,)  = d r.er  + rd0  ,eg 
du  point  M est  colineaire  au  vecteur  vitesse,  done  : 

dr  cos#  . dr  cos#  d#  , , / 1 - sin#n  \ 
rd#  1 - sin#  r 1 - sin#  \ 1-sin#  / 

ce  qui  donne  l’equation  en  coordonnees  polaires : 

1 - sin#0  _ p 

l — / o — 

1-sin#  1 - sin# 

ou  p est  un  parametre  (longueur)  caracteristique  de  la  trajec- 
toire. 

On  en  deduit : r = p + r sin  #,  soit,  avec  x = r cos  # et 
y = r sin#,  en  elevant  au  carre : r2  = x2  + y2  = (p  + y)2,  ce  qui 
donne  finalement : 

v _ x2  - p2 

y~  2 p 

qui  est  l’equation  d’une  parabole  d’axe  ( Oy ). 


2 • v = v0(ex  + eg)  = t/0((l  - sin#)^  + cos#  ey),  ce  qui 
donne  l’equation  cartesienne  de  Fhodographe : 

ivx  ~ vo)2  + v2=  v\ 

qui  permet  d’identifier  le  cercle  de  rayon  v0  et  de  centre  de 
coordonnees  (v0,  0). 


\Vy  if ‘P 



/ V \ 

( 9 \ 

O 

i vo  J Vx 

On  remplace  vx  - v coscp  et  vy  = v sin^o  dans  l’equation  car- 
tesienne de  l’hodographe,  il  vient: 
v = 2 v0  cos  (p 

qui  est  Fequation  polaire  de  Fhodographe. 


3 • On  evite  des  calculs  trigonometriques  en  faisant  un  sche- 
ma: 


Le  vecteur  — = ex  + eg  est  dirige  selon  la  bissectrice  des 
Vo 

axes  (O,  ?x)  et  (O,  eg),  done : 2cp  = ~ + #,  soit : cp  = . 


o Aller  et  retour  sur  un  fleuve 

Le  rameur  effectue  F aller  a la  vitesse  v + u et  le  retour  a la 
vitesse  v-u  par  rapport  au  sol. 

v doit  done  etre  evidemment  superieur  a u pour  que  le  rameur 
puisse  remonter  le  courant  et  ainsi  revenir  a son  point  de  depart. 
La  duree  de  son  trajet  aller  et  retour  est : 

i , € 2 iv 

Ty  ~ 1 — . 

v + u v-u  v2  - u2 
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Son  entraineur  effectue  l’aller  et  retour  a la  vitesse  v par  rap- 

2 t 

port  au  sol  done  la  duree  de  son  trajet  est  Te  = . Done : 

v 

Tr  = Te > T. . 

* _j£ 

v 2 

L’ entrameur  est  arrive  avant  le  rameur. 

Le  rameur  perd  plus  de  temps  au  retour  qu’il  n’en  gagne  a 
Taller.  Dans  le  cas  extreme  ou  la  vitesse  v est  a peine  supe- 
rieure  a u , le  trajet  du  retour  pour  le  rameur  sera  tres  long. 


nulle  done  une  trajectoire  rectiligne  uniforme  a la  vitesse  v0, 
toujours  dirigee  vers  Toiseau  qui  est  done  touche. 

Conclusion : il  faut  dire  aux  oiseaux  de  toujours  se  percher  sur 
des  branches  basses. 


O Quand  il  faut  aller  vite 

Le  maitre-nageur  parcourt  AM  en  tx  = et 

v\ 

MB  1 

MB  en  t2  = . 


Chasseur  et  oiseau 

a.  On  determine  les  trajectoires  de  Toiseau  et  de  la  balle  dans 
le  referentiel  lie  au  sol. 

1 2 

• Oiseau:  z0=-g,d’ou  za  = - — gt  +H 

(la  vitesse  initiale  de  Toiseau  est  nulle) ; 
x0=  0 , d’oii  x„  = D . 


1 , 

• Balle : zb  =-g  , d'ou  zb  = gt  + v0  sinew; 

xb  = 0 , d’ott  xb  = v0  cosat , 

ou  v0  est  la  vitesse  initiale  de  la  balle  et  a Tangle  de  tir:  le 

chasseur  visant  Toiseau,  tan  a = —. 

D 

Les  deux  trajectoires  se  rencontrent-elles  ? Si  oui,  au  point  de 
rencontre  xb  = D , done  la  rencontre  a lieu  a l’instant: 

D 

t = . 

1 v0  cos  a 

A cet  instant,  zb-  z0  = D tan  a —H  = 0 : Toiseau  est  touche  ! 
Attention : pour  que  Toiseau  soit  effectivement  touche,  il  faut 
que  la  portee  de  la  balle  soit  superieure  a D (sinon  les  deux 
trajectoires  ne  se  coupent  pas).  Pour  cela,  il  faut  une  vitesse  v0 
suffisante. 

Plus  precisement,  la  balle  touche  le  sol  a T instant  t = — 

g 

done  en  x = vo  s^n(^a)  faut  qUe  d done  que : 

1 g 


v0- 


gD 


I sin  (2a) 

Cette  condition  correspond  a z(tf)  0 . 
b Dans  le  referentiel  lie  a Toiseau,  la  balle  a une  acceleration 


AM=l(x-xA)2  + ylY12 
BM=[(x-xB)2  + y2B]m 
La  duree  totale  du  trajet  est : 

T=ti  + t2. 

T=  - [(pc- xA)2  + y2A]112  + - [(X - XB)2  + y 2By/2. 

vx  V2 

On  cherche  x tel  que  T soit  minimale, 
d T 


x-xA 


ck  v\(x-x)+yA\ 
x-x 


- + - 


vMx-xf+yW 


Soit  ^4.  + L_2L  = 0 © 
VjAM  v2BM 

Si  on  introduit  q et  t2,  il  vient : 

x.—x  . x—x„ 

sin/,  = — et  sin/,  = - 

1 AM  2 


BM 


srs  ,,  , sin;  sinz 

(1)  s eent  alors  L = 1 


Remarque : la  valeur  de  x trouvee  correspond  bien  a un  minimum 
pour  T.  La  derniere  relation  ecrite  est  analogue  a la  loi  de 
Descartes  pour  la  refraction  en  optique : /?,  sin  zj  = n2  sin  i2. 

Q Mouvement  calcule  a partir  de 
la  trajectoire  et  de  Thodographe 

(d’apres  ENAC  02) 


dx 


1 • v (P/91,)  = Xex  + Yey  avec  X = — et  Y=  — 


dp 


d t 


d t 


y2  = 2 px. 

On  peut  deriver  par  rapport  au  temps  l’equation  de  la  trajec- 
toire. 

Il  vient : 2 v — = 2 p—  soit  yY  -pX  © 
df  d t 


D’ autre  part:  X2=2 qY = 


\P  J 
2 


Si  Y * 0,  on  obtient  2 q=^-rY,  soit  Y et 

p y y 

avec  y ^ 0. 

Si  Y = 0,  © =>  A = 0. 

Si  y = 0,  © =>  X = 0 et  puisque  X2  = 2 qY  7 = 0. 
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CORRIGES 


_ dX  _ _ 

2 • a (PI  2ft)  = — ex  + — er  On  se  place  en  dehors  du 
dt  d t 

point  0. 

Wp 
y 4 

-*££ y 

/ ^ 


X-- 

M-  et 

dX 

2 qp  dy 

2®V 

y 

dt 

y1 

dt 

y2 

Y= 

= 2W2  et 

d7 

4 qp 

2 

Y~ 

oo 

K> 

1 ^ 

/ 

/ 

Or 

done 

dX  _ 

8 q2p4 

X. 

2p 

dt 

/ 

On 

peut  alors  ecrire : a (PI?Ji)  = - 

VO 

' 

OO 

OP. 


y 


Le  mouvement  du  point  P est  a acceleration  centrale  par  rap- 
port a O. 


3 • Y=  — = done  y2dy  = 2qp2dt  (2). 
dt  y 

On  integre  @ en  tenant  compte  des  conditions  initiales  t = 0 
y = x = 0. 

' y = (6  qp2t)m 


II  vient  — y’  = 2 qp2t  d’ou 


2 1 

y ^ t£L  2,  \2/3 

x=  — = —(oqp  t) 

Ip  2p 
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Dynamique  du  point 
materiel 


WS3MM& 

• Utiliser  les  lois  de  Newton  pour  : 

- determiner  les  caracteristiques  d’un  mouveinent ; 

- calculer  certaines  forces. 


LES  PREREOUIS 


• Expressions  des  vecteurs  vitesse  et  acceleration  dans 
divers  systemes  de  coordonnees. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Notions  sur  l’integration  vues  en  mathematiques. 


ESSENTIEL 


i Quantite  de  mouvement  (ou 


impulsion) 


La  quantite  de  mouvement  par  rapport  au  referentiel  R d’un  point  materiel  M,  de  masse  m,  est : 

p(M)/?jt  = m v(M )m. 


i Lois  de  Newton 

Les  trois  lois  de  Newton  sont  les  lois  fondamentales  de  la  mecanique  du  point  materiel. 


• Premiere  loi : principe  d'inertie 

II  existe  une  classe  de  referentiels,  appeles  referentiels  galileens  par  rapport  auxquels  un  point 
materiel  isole  est  en  mouvement  rectiligne  uniforme. 


• Deuxieme  loi : relation  fondamentaie  de  la  dynamique 


Dans  un  referentiel  galileen,  la  somme  vectorielle  des  forces  appliquees  a un  point  M de  masse 
m et  son  acceleration  sont  liees  par  : 


d p(M) 
d t 


= ma(M). 


• Troisieme  loi : principe  des  actions  reciproques 

Les  forces  d'interaction  exercees  par  deux  points  materiels  M , et  M2  l’un  sur  l’autre  sont  oppo- 
sees  et  colineaires  a 1’axe 
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i Evolution  d'un  systeme  mecanique 

Les  systemes  mecaniques  ont  une  evolution  unique  pour  des  conditions  initiates  donnees  (deter- 
minisme  mecanique). 

Pour  un  systeme  autonome  (ou  libre),  deux  trajectoires  de  phase  ne  peuvent  se  couper. 

Conseils  et  pieges  a eviter 

• II  faut  toujours  bien  etudier  les  forces  qui  s’exercent  sur  un  systeme,  ici  un  point  materiel. 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


I 


Exercices 


(2)  Un  peintre  ingenieux 

Un  peintre  en  batiment  (de  masse  M = 90  kg)  est  assis  sur 
une  chaise  le  long  du  mur  qu’il  doit  peindre.  Sa  chaise  est 
suspendue  a une  corde  reliee  a une  poulie  parfaite.  Pour 
grimper,  le  peintre  tire  sur  F autre  extremite  de  la  corde 
avec  une  force  de  680  N.  La  masse  de  la  chaise  est 
m = 15  kg. 


1 • Determiner  Facceleration  du  peintre  et  de  la  chaise. 
Commenter  son  signe. 

2 • Quelle  force  le  peintre  exerce-t-il  sur  la  chaise  ? 

3 • Quelle  quantite  de  peinture  peut-il  hisser  avec  lui  ? 

bilan  des  forces  exterieures  pour  le  systeme 
+ chaise ) , puis  pour  le  systeme  { chaise  seule } . 

(Ql  Plan  incline  et  poulies 

Le  solide  Si,  de  masse  mu  glisse  sans  frottements  sur  le 
plan  incline.  Le  solide  S2 , de  masse  m2 , se  deplace  verti- 
calement.  Les  solides  en  translation  sont  consideres 
comme  des  points  materiels.  Les  poulies  sont  ideales,  les 
fils  sont  inextensibles  et  sans  masse. 

Donnees  : mx  = 400  g,  m2  = 200  g et  a - 30°. 

1 • On  considere  le  dispositif  ci-apres  en  haut : 
Determiner  Facceleration  du  solide  S2  et  la  tension  du  fil. 


o {peintre 


2 • On  rajoute  une  poulie. 

La  poulie  P2  est  fixe,  la  poulie  P\  se  deplace  parallelement 
au  plan  incline.  Le  fil  est  attache  en  A . 

Determiner  Facceleration  du  solide  Si  et  les  tensions  des 
fils. 


1)  Les  deux  solides  ont  la  meme  acceleration  (en 
norme). 

1)  et  2)  En  utilisant  le  caractere  parfait  des  poulies 
(sans  masse)  et  Finextensibilite  des  fils,  chercher  une 
relation  simple  entre  les  tensions  des  fils  aux  points 
d’attache  sur  chacun  des  deux  solides. 


e Etude  d'un  pendule  simple, 
reaction  au  point  d'attache 

Un  pendule  simple  (masse  m,  longueur  ()  est  lache  sans 

K 

vitesse  initiale  a partir  de  la  position  9 = — : point  materiel 

M(m)  et  point  de  suspension  sont  alors  dans  le  meme  plan 
horizontal.  ( OM  = £j  a t = 0).  On  demande  de  determiner 
les  reactions  Rx{6)  et  Ry{9)  en  O.  Le  fil  est  sans  masse  et 
inextensible. 

© Un  jeu  d'enfant 

Un  enfant  esquimau  joue  sur  le  toit  de  son  igloo.  L’ enfant 
se  laisse  glisser  sans  frottement  depuis  le  sommet  S de 
l'igloo,  qui  a la  forme  d’une  demi-sphere  de  rayon  a et  de 
centre  O.  La  position  de  Fenfant,  assimile  a un  point  mate- 
riel M,  de  masse  m,  est  reperee  par  l’angle  9=  (Oz,  OM), 
( O: ) etant  la  verticale  ascendante. 

1 • A partir  de  quelle  position  (reperee  par  F angle  90 ) 
Fenfant  perd-il  le  contact  avec  l’igloo  (on  neglige  bien  sur 
les  frottements). 
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2 • Quel  est  le  mouvement  ulterieur  de  l’enfant  ? Quelle 
est  sa  vitesse  quand  il  retombe  sur  le  sol  ? Effectuer 
F application  numerique  avec  m = 30  kg,  a = 2 m et 
g = 9, 8 m.  s-2.  Commented 


1)  L’enfant  perd  le  contact  avec  l’igloo  quand  la  reac- 
tion de  l’igloo  s’annule.  II  faut  done  exprimer  cette 
reaction  en  fonction  de  9 seulement.  Pour  cela,  on 
sera  amene  a multiplier  la  projection  de  la  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  sur  eg  par  9 pour  pou- 
voir  l’integrer. 

2)  Attention  aux  conditions  initiales  du  mouvement. 


o Equilibre  d'un  point 

Un  point  M de  masse  m est  lie  a un  cercle  fixe  dans  le  plan 
vertical,  de  centre  0 et  de  rayon  R . La  liaison  est  supposee 
sans  frottements.  Le  point  M est  attire  par  F extremite  A du 
diametre  horizontal  AB  par  une  force  toujours  dirigee  vers 
A et  dont  le  module  est  proportionnel  a la  distance  AM.  La 
position  du  point  M est  reperee  par  Tangle  9 = (AB,  OM) . 

t • Determiner  les  positions  9=  9t  d’  equilibre  du  point  M 
sur  le  cercle. 


2 • Quand  le  point  n’est  pas  en  equilibre,  determiner 
F equation  differentielle  verifiee  par  9 en  utilisant  la  rela- 
tion fondamentale  de  la  dynamique,  puis  le  theoreme  du 
moment  cinetique  en  0 . 

3 • On  suppose  que  9 reste  proche  de  9e  et  on  pose 
9 = 9e  + u avec  u « 9e.  Determiner  alors  F equation  dif- 
ferentielle verifiee  par  u.  Les  conditions  initiales  sont 
u = u0  et  u = 0.  Determiner  entierement  u(t) . Que  peut-on 
dire  quant  a la  stabilite  de  la  (des)  position(s)  d’equilibre 
determinee(s)  au  1)  ? Une  position  d’equilibre  est  stable  si, 
quand  on  ecarte  legerement  le  point  de  cette  position,  il 
tend  a y revenir,  elle  est  instable  dans  le  cas  contraire. 


-S  1)  Exprimer  toutes  les  forces  qui  s’exercent  sur  le 
o point  M dans  la  base  des  coordonnees  polaires 
(er,  eg),  sans  oublier  de  determiner  la  distance  AM 
en  fonction  de  R et  de  9. 


Dynamique  du  point  materiel 


2)  Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
sur  la  direction  qui  elimine  la  force  inconnue  (e’est- 
a-dire  la  reaction  du  support). 

3)  Effectuer  un  developpement  limite  au  premier 
ordre  en  u.  Mettre  en  evidence  la  difference  de  com- 
portement  du  mouvement  du  point  autour  de  chacune 
des  deux  positions  d’equilibre  determinees  plus  haut. 


^ Mouvement  d'une  masse 

accrochee  a un  ressort,  impact 
au  point  cTattache  (oraiTPE) 

Un  objet  ponctuel  de  masse  m,  fixe  a un  ressort  de  cons- 
tante  de  raideur  k et  longueur  a vide  L0,  attache  en  0,  se 
deplace  le  long  d’un  plan  incline  d’ angle  a.  On  suppose  la 
masse  du  ressort  nulle,  ainsi  que  sa  longueur  quand  il  est 
comprime.  La  position  de  la  masse  estxe  a F equilibre.  On 
neglige  les  frottements. 


y 


A F instant  initial,  on  lance  la  masse,  situee  en  xe,  avec  une 
vitesse  v0  vers  0.  Determiner  le  mouvement  x(t).  A quel- 
le condition  sur  v0  la  masse  frappe-t-elle  le  point  01  A 
quel  instant  le  choc  a-t-il  lieu  et  quelle  est  alors  la  vitesse 
de  la  masse  ? 


'3  Commencer  par  trouver  l’expression  de  xe. 
p Determiner  x(t)  en  utilisant  les  conditions  initiales 


et  en  introduisant  co„  = , — ■ 


O Enroulement  d'un  fil 
sur  un  cylindre 

D’apres  Mines  de  Douai. 

Un  cylindre  de  revolution,  d’axe  vertical,  de  rayon  R, 
repose  sur  un  plan  horizontal  et  fixe  par  rapport  a un  refe- 
rentiel  (Ox,  Oy,  Oz) . 

On  attache  une  extremite  d’un  fil  parfaitement  souple, 
infiniment  mince  et  de  masse  negligeable  a la  base  du 
cylindre,  et  on  l’enroule  plusieurs  fois  dans  le  sens  trigo- 
nometrique  autour  de  cette  base.  L’ autre  extremite  du  fil 
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est  fixee  a une  particule  M de  masse  m , astreinte  a glisser 
sans  frottement  sur  le  plan  horizontal  ( Oxy ) . La  partie 
IgM  non  enroulee  du  fil  est  tendue. 

Donnees  : R = 0,2  m ; m = 0,04  kg  ; €0  = I0M  = 0,5  m ; 
v0  = 0,1  m.s-1. 

1  • A Linstant  t = 0 , on  communique  a la  particule  M une 
vitesse  v0  horizontale  perpendiculaire  a I0M  et  orientee 
comme  Findiquent  les  deu x figures  ci-dessous  : 


yt 

M (?)  v° 

>M(t  = 0) 

* — trace 

Ury\ 

/\e  \ 

du  fil  a t = 0 

\ 

5 R ) 

/„  V 

Vue  de  dessus  a 1’ instant  t 


On  admet  que  le  fil  reste  tendu  au  cours  du  mouvement.  A 
l’instant  t,  on  appelle  9 Tangle  dont  s’est  enroule  le  fil  et 
L la  longueur  IM  du  fil  non  encore  enroule. 


Le  fil  etant  inextensible,  donner  la  relation  entre  i , L0 , R 
et  9. 

2 • Exprimer  les  composantes  de  OM  suivant  les  vecteurs 
unitaires  ur  et  ug  (cf  figure),  en  fonction  de  €0,  R et  9 . 

3 • En  deduire  les  composantes  de  la  vitesse  v de  la  parti- 
cule M suivant  les  vecteurs  ur  et  ue  . 

4 • Montrer  que  la  norme  v de  la  vitesse  reste  constante  au 
cours  du  mouvement. 

5 • Deduire  des  questions  3)  et  4)  la  relation  entre  9,  9, 

et  vQ. 

6 • Exprimer  9 en  fonction  de  t,  L0,  R et  v0. 

7 • Determiner  T instant  final  tf  pour  lequel  le  fil  est  entie- 
rement  enroule  autour  du  cylindre.  Effectuer  T application 
numerique. 

8 • a)  Determiner  la  tension  T du  fil  en  fonction  de  t,  m, 

t0,R  et  Vq. 

b)  En  realite,  il  y a rupture  du  fil  des  que  sa  tension  depas- 
se  la  valeur  rmp  = 5 . 10-3  N . Determiner  Linstant  tm p et 
Tangle  0rup  lorsqu’intervient  la  rupture  du  fil.  Effectuer 
Tapplication  numerique. 


4)  Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
sur  ut  apres  avoir  soigneusement  inventorie  les  for- 
ces qui  agissent  sur  le  point  materiel  ainsi  que  leur 
direction. 

5)  Attention  au  signe  des  differentes  expressions. 

6)  En  integrant  la  relation  obtenue  a la  question  5), 
etablir  T equation  du  second  degre  verifiee  par  9. 

La  resoudre  en  remarquant  q if  une  seule  des  deux 
racines  de  cette  equation  correspond  a une  fonction 
9(t ) croissante. 

8)  Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 


22 


Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Corriges 


Q Un  peintre  ingenieux 

1  • Les  forces  appliquees  au  systeme  {chaise  + peintre)  sont 
le  poids  de  l’ensemble.  Faction  du  fil  sur  la  chaise  et  Faction 
du  fil  sur  le  peintre  ; ces  forces  sont  indiquees  en  bleu  sur  le 
schema  ci-dessous. 

Le  fil  etant  inextensible  et  la  poulie  sans  masse,  les  deux  for- 
ces T [ sont  egales  et  sont,  en  norme,  egales  a la  force  que  le 
peintre  exerce  sur  la  corde  (on  notera  T leur  norme). 

De  meme,  T = Fffl_chaise. 


La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  a ce  sys- 
teme s’ecrit,  en  projection  sur  la  verticale  ascendante  (Oz)  : 
(m  + M)a  = - (m  + M)g  + 2 T 
2 T 

<=>  a = -gH =3,15  m.s~2 . 

m+M 

Cette  acceleration  est  positive  : partant  du  niveau  du  sol,  le 
peintre  s’eleve. 

2 »Les  forces  appliquees  a la  chaise  seule  sont  son  poids, 
Faction  du  fil  et  Faction  du  peintre  (F  = Fe ,)  . La  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  a la  chaise  seule, 
projetee  sur  (Oz) , donne  : 

ma  = - mg  + F + T <=>  F = m(a  + g)-T  = — — — T=-  486  N. 

m + M 

F < 0 : cette  force  est  bien  dirigee  vers  le  bas,  le  peintre 
« appuie  » sur  la  chaise  (il  exerce  une  force  equivalente  au 
poids  d’une  masse  de  49,6  kg  environ). 

3 *Le  peintre  et  la  chaise  de  masse  m'  (peintures  comprises) 

2T 

montent  si  a > 0,  soit  m'  < M = 49  kg,  done  la  peinture 

g 

n’excede  pas  34  kg,  ce  qui  est  raisonnable. 

(D' autre  part,  il  faut  aussi  obtenir  F < 0,  sinon  le  peintre 
risque  de  monter  sans  la  chaise  et  la  peinture,  soit  m'  < M,  ce 
qui  est  une  condition  moins  contraignante  que  la  precedente). 


O Plan  incline  et  poulies 


En  utilisant  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique,  en  pro- 
jection sur  z,  ou  z2  pour  chaque  mobile,  il  vient  (en  notant  Tl 
et  T2  les  tensions  du  fil,  les  normes  de  Tx  et  T2)  : 
mxix  = - mxg  sina  + 7j 
m2i2  = m2g-T2. 

Le  fil  etant  inextensible,  on  a : zt  =z2. 

Le  fil  etant  de  masse  negligeable,  et  la  poulie  ideale  : T1  = T2. 
Finalement,  il  vient : 

m2  - m,  sina 

zi=z2  = ^ g 

m2  + »i] 

„ mxm2  ..  . , 

T2  = g (1  + sina). 

mx  + m2 

Avec  les  valeurs  numeriques  proposees  : zx  = z2  = 0 (il  y a 
done  equilibre  si  la  vitesse  initiale  est  nulle),  et  T2  = 1,96  N. 


En  reprenant  les  ecritures  precedentes,  on  a ici  encore  : 
mlz1  = - ml  g sina  + T, 
m2z2  = m2g  - T2 

Le  fil  2 est  inextensible,  done  z2  = z1(polllie  mobile)^  et  le  fil  1 
etant  inextensible,  il  vient  encore  z1(poulie  mobile)  = ^-. 


D’ autre  part,  negliger  les  inerties  des  fils  et  poulies  conduit  a 
ecrire  '-T2  = T'2  et  T'2  = T[  + Tl  et  = T[,  soit : T2  = 27). 

On  obtient  done  : 

2mlz2  = -mlg  s'ma+T1  et  m2z2  = m2g  - 2T1 . 


. m2-  2m,  sina 

Soit  encore  : z-,  = g 

m2  + Am{ 


T2  = Jfhm^{2  + sina)g 
m2  + 4 mx 

et  numeriquement  \ 'z2  = - 1,1  m.s-2  et  T2  = 2,2  N. 
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CORRIGES 


Dynamique  du  point  materiel 


Etude  d'un  pendule  simple, 
reaction  au  point  d'attache 


Au  point  0,  le  fil  etant  sans  masse,  on  a : 
R +(-?)  = 0. 


Pour  la  masse  m situee  au  point  M,  on  peut  apliquer  le  prin- 
cipe  fondamental  de  la  dynamique  dans  la  referentiel  galileen 
oil  se  fait  P experience. 


Soit : ma  (M)  = mg  +T  avec 
On  en  deduit 


a = - id2  ur+  id  ue 
T = - Tur. 

- mid2  = mg  cos  6 - T 
mffl  = - mg  sin  6 . © 

En  multipliant  P equation  © par  6 , il  vient : 
midd  = - mg  sin  66 


mi± 

dt 


-e1 

2 


: d(mgcosd)  ■ 


1 '9 

— mid  = mgcosd+K. 


■ TC 

Les  conditions  initiales  0 = 0 pour  6 = — permettent  d’obte- 

nir  K = 0.  2 

D’ou  R =T  = - 3 mg  cos  6 ur 

R^d)  = - 3 mg  cos2  6 

Ry(6)  = - 3 mg  sin  6 cos  6. 


0 Un  jeu  d'enfant 

1 »Les  forces  qui  s’exercent  sur  1’ enfant  sont  son  poids 
P = - mge7_  et  la  reaction  de  l’igloo  R = Rer  (en  l’absence 
de  frottements). 


La  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
ma  ( M ) = P + R projetee  sur  er  et  ee  donne  : 

- mad2  = R - mg  cost?  (1) 

. mad  = mg  sin# . (2) 

L’ enfant  esquimau  quittera  le  contact  avec  P igloo  quand  R 
sera  nul.  II  faut  done  exprimer  R en  fonction  de  6 et,  pour 
cela,  determiner  prealablement  la  relation  entre  62  et  6 : on 
multiplie  la  relation  (2)  par  6 : 


ma  66  = mg  6 sin  6 <=>  — 

dr 


v 


— mad 1 I = — (-mgeos#) 


1 -9 

<=>  —mad~  = 

2 


dr 


mgcosd+A, 


oil  A est  une  constante  determinee  par  les  conditions  initia- 
les 0(0)  = 0 et  0(0)  = 0 , done  A = mg  . 

La  relation  recherchee  est  mad2  = 2mg(l  - cos  0)  . On  la 
reporte  dans  1’ equation  (1)  : R = mg( 3 cos  0-  2) . 

R est  positif  tant  que  0 reste  inferieur  a : 


0„ 


3 1 = 48° 


2 • Quand l’enfant  a quitte  l’igloo,  il  n’est plus  soumis  qu’a  son 
poids.  On  choisit  cet  instant  comme  nouvelle  origine  des  temps. 
Les  conditions  initiales  de  ce  nouveau  mouvement  sont : 
x(0)  = a sin0o  = ,v0  , z(0)  = a cos0o  = z0  (point  M0) 
v(0)  = ad0e o = 000(008006^.  - sin0oe_7) 

= V (f  ^ ~ V 9 = v°x*x  + v°^z 

Le  mouvement  est  parabolique,  tangent  a l’igloo  au  point 
M0 . Les  lois  horaires  du  mouvement  sont : 

*(0  = V0xt  + X0 
gt 2 

z(.t)  = -—+vat  + z o- 

L’enfant  touche  le  sol  a 1’ instant  rf  tel  que  z(ff)  = 0 . On  obtient : 

tf  = — | v'0 _ + 3/ v2_ + 2 g:0  j (P  autre  racine  est  negative). 

& 

Sa  vitesse,  quand  il  arrive  sur  le  sol,  est  done  : 

Vf=  v0xex  + (voz-gtf)ez. 
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A.N.  : v0x  = 2,41  m.s  1 ; v0.  = - 2,69  m.s  1 ; 
z0  = 1,33  m ; t{=  0,315  s ; iy  = 2,41  ex- 5,78  ?z 


et  vf  = 6,26  m.s  1 = 22,5  km.h  1 . 


Cette  vitesse  a la  meme  norme 


[vf  = yj2ga  jque  celle  qu’au- 


rait  l’enfant  s’il  tombait  en  chute  libre  depuis  le  sommet  de 
P igloo  : le  theoreme  de  l’energie  cinetique  {cf.  chapitre  sui- 
vant)  donne  ce  resultat  immediatement. 


0 Equilibre  d'un  point 

1 • Les  forces  appliquees  au  point  M sont : 

• son  poids  P = mg  = - mg( sin$e,.+  cos 0ee)  ; 

• la  reaction  du  cercle  N = Ner  (pas  de  frottements) 

• la  force  de  rappel  F = kMA  : 


F =-k2Rcos 


f 

( 0 ) 

r#l  l 

cos 

— e -sin 

UJ 

V 

UJ  r 

{2)  9j 

Quand  le  point  M est  a l’equilibre,  P + N + F = 0 . 

La  force  N etant  inconnue,  on  projette  cette  equation  sur  7e  : 


-mg  cos  6 +2kRcos 


«tantf  = ^. 

kR 

II  y a done  deux  positions  d’equilibre  : 


6,  = arc  tan 


S'-* 


= Jt+ft 


2 »La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit  : 
ma  = P + N + F . Comme  a la  question  precedente,  on  la 
projette  sur  ee  pour  eliminer  N: 


mRd  = -mgcosd+2kRcos 
= -mgcosd+kRsmd. 


f 

• 

(e) 

,2j 

sin 

U J 

3 •6e=  6i  ou  ft  . 

0=  0t  + u avec  u « 0S , d’oii  : 

cos0=  cos0ecosu  - sin0esin»  = cosde  - ;/sin0e 
au  premier  ordre  en  u . 

De  meme  : 

sin0=  sin0ecos«  + cos 0t  sinw  = sin$e  + u cos 0e . 

L’ equation  du  mouvement  devient,  au  premier  ordre  en  u : 
mR  it  = - mgcos0e  + kR  sin  0e  + u(kR  cos  0e  + mgsmOe) . 
Le  terme  constant  est  nul  (definition  de  0e).  II  reste  : 

— cos#  + — sin#  |u  = 0. 
m e R 


k & 

(On  remarque  que  — et  i sont  homogenes  a des  pulsa- 
m R 

tions  au  carre.) 

La  nature  des  solutions  de  cette  equation  depend  du  signe  du 
terme  facteur  de  u . 

Pour  #e  = 0i  , cos et  sin 6^  sont  positifs.  On  pose  alors 
k g 

CO , = — cos#, +— sin#,. 


R 


Or,  sin#!  = tan  #j  cos#! 


( kR  ^ 


mg 


cosft  , d’ou  : 


c <r 


m cos#!  \ m 


*L±jL\2 


V,1  R 2 
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CORRIGES 


Dynamique  du  point  materiel 


La  solution  de  P equation  du  mouvement  est : 
u = Aea,  + Bc-°,‘. 

Compte  tenu  des  conditions  initiales, 

u{ 0)  = u0  = A + B et  ;/( 0)  = 0 = co(A  - B) , 
on  obtient  u(t)  = w0ch(ft)  t ) : si  on  ecarte  legerement  le  point 
de  sa  position  d’equilibre,  il  s’en  eloigne  encore  plus,  l’equi- 
libre  est  done  instable. 

Pour  ft  = ft  . cosft  et  sinft  sont  negatifs.  On  pose  alors  : 
k g 

-ft),  = — cosft  H — sinft.  Comme  pour  ft  , on  obtient : 
m R 


m cosft  \ nr2  R2 ) 

La  solution  de  l’equation  du  mouvement  est : 

« = Acosft)f  + 5sinft)f  avec  A = u0  et  5 = 0 
en  tenant  compte  des  conditions  initiales,  d’oit  u(t)  = u0 cosft)  t : 
si  on  ecarte  legerement  le  point  de  sa  position  d’equilibre,  il  y 
revient : l’equilibre  est  done  stable. 


Mouvement  d'une  masse 
accrochee  a un  ressort,  impact 
au  point  d'attache  (oraiTPE) 


A l’equilibre,  les  forces  qui  agissent  sur  m sont  Faction  du 
ressort,  le  poids  et  la  reation  du  support,  parallele  a Oy  en 
Pabsence  de  frottements. 

En  projection  sur  Ox  : 0 = - k(xe  - L0)  + mg  sin  a. 

Au  cours  du  mouvement : nix  = - k(x  - L0)  + mg  sin  a 
m 'x  = - k( x - xe). 


En  introduisant  co0 


on  obtient  : 


X + COqX  = C0qVc. 

d’ou  x(t)  = A cos  co0t  + 5 sin  co0t  + xe. 
A t = 0 jc(0)  = A + xe  = xe  A = 0 

i(0)  = B co0  = - v0  5 = — 5- 

®0 

V 

Done  x(t)  = — — sin  co0t  + xe. 


x(t)  peut  s’annuler  si  x — — < 0 
v0  > Jcfco0. 

T 2k 

On  a impact  en  0 a L avec  < -5-.  T = — 

4 ° ®o 

1 . . co„.x 

soit  = — Arc  sm  . 

-o  ®o  vo 

La  vitesse  au  moment  du  choc  verifie  : 
ifO)  = - v0  cos  tOoft 

1 

lx2\  2 


CO.JT 

suitor  = e 


x(ti)  = -v b 1 - 


mx, 

vo 


ffl  Enroulement  d'un  fil 
sur  un  cylindre 

1 »€  = €o-50  puisque  la  longueur  enroulee  vaut  R6. 

2 • OM  =01  +IM  = Ru,.+  (/„  - Rd)ue  . 

&u  ■ _ du. 

3 • — p-  = 0ue  et  — = - 0ur , d ou,  apres  simplification  : 
v =-9(t0-Re)ur. 


4 • Les  forces  qui  s’exercent  sur  le  point  M sont : 

• son  poids  P ; 

• la  reaction  du  plan  horizontal  R ; 

• la  tension  du  fil  T . 

Il  n’y  a pas  de  frottements. 

Les  deux  premieres  forces  sont  verticales,  la  demiere  est 
dirigee  par  ug , done  5 + R = 0 et  m = T = - Tug  est 

perpendiculaire  a v,  soit : v.  = 0,  ce  qui  assure  v=  cte  = v0. 
d t 

5 • 8 > 0 , (0  - Rd  > 0 , \a  norme  de  la  vitesse  est  done 
v=8((0-R8)  = v0. 


6 • L’equation  precedente  s’integre  en  £08 — = v0 1 

(compte  tenu  des  conditions  initiales). 

ft?)  est  done  la  solution  de  P equation  du  second  degre  : 

q2  _ 6 + 2y0r  _ q 

R R 


Done  : 


0(0  = 


Ip 

R 


2 vpt 

R 
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Dynamique  du  point  materiel 


S) 


CORRIGES 


6(t)  etant  croissant,  on  ne  conserve  que  la  solution  avec  le 
signe  - : 

7 • Le  fil  est  entierement  enroule  quand  : 

€ €2 
K(t)  = — = 143°,  done  :t,  = — — = 6,25  s 
R f 2Rv0 

8 • a.  Pour  determiner  la  tension  du  fil,  on  projette  la  rela- 
tion fondamentale  de  la  dynamique  sur  ue  , en  utilisant 
le  fait  que  v = - v0ur  , done  que  a = -dv0ug  . II  vient 


T = mv0d  ( T est  le  module  de  la  tension  T).  En  utilisant 
P expression  de  6{t)  determinee  plus  haut,  on  obtient  : 


T = 


2 

mv  o 

TT 


i - 


2 Rv0t 


2 Rv0 


/ 

/ 2 \ 

f mv0 

{ up  J 

-t" 


Tmp 


= 6,09  s ; 


2,1  rad  = 120°  < 143° 
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Puissance  et  energie 
en  referentiel  alileen 


Introduire  la  notion  d’energie. 

• Utiliser  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  pour 
resoudre  les  problemes  a un  degre  de  liberte. 


LES  PREREQUIS 


Lois  de  Newton. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Integration  en  mathematiques. 

Lecture  de  courbes,  interpretation  graphique  de 
solutions. 


ESSENTIEL 


i Puissance,  travail  d'une  force  dans  un  referentiel 


• La  puissance  2P  d’une  force  F est  egale  au  produit  scalaire  de  cette  force  par  la  vitesse  de  depla- 
cement de  son  point  d’ application  : 

2 P=F.v. 


• Le  travail  2T  d’une  force  entre  les  instants  f,  et  t2  est  egal  a J 2?  d t.  Pour  un  point  materiel,  ce 
travail  2 T est  egal  a la  circulation  de  F : T‘ 

2T  = [ 2F.dr . 


i Theoremes  de  la  puissance  et  de  I'energie  cinetique 


• La  puissance  cinetique 


df 


(derivee  de  I’energie  cinetique  par  rapport  au  temps)  est  egale  a 


la  puissance  de  toutes  les  forces  s’exer5ant  sur  le  point  materiel. 


• La  variation  d’energie  cinetique  A?'K  = ?■  K(f2)  - (L)  est  egale  au  travail  2T  de  toutes  les 

forces  pendant  l’intervalle  de  temps  [fb  f2]- 


< Champ  de  forces  conservatif 

Un  champ  de  forces  est  conservatif  s’il  derive  d’une  energie  potentielle  (r),  telle  que  le  tra- 
vail elementaire  de  la  force  verifie  : 

82T  = F .dr  = - d^P. 
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Puissance  et  energie  en  referentiel  galileen 


Quelques  exemples  d’ energies  potentielles 


interaction 

force 

schema 

energie  potentielle 

pesanteur 

F =mg=-mgez 

Z 

0 

F = - mgez 

= mg:  + cte 

X 

interaction 

newtonienne 

ii 

i 

'Ll!*: 

y> 

OM  = rer 
/ M 

%P=-  — + cte 
r 

0 

/ 

X 

y> 

F = -k((-€0fex 

ressort  lineaire 

0 

1 

1 

II 

0 

‘Ep  = ^ k{l  - € 0)2  + cte 

€0  \ x 

< Energie  mecanique 

L’ energie  mecanique  d’un  point  materiel  est  = %v  + E>K. 

La  variation  de  io  M est  egale  au  travail  des  forces  qui  ne  derivent  pas  de  1’ energie  potentielle, 
done  au  travail  des  forces  non  conservatives. 

i Mouvement  conservatif  a un  degre  de  liberte 

L’ equation  du  mouvement  peut  se  deduire  de  %M  = cte  : 

• revolution  du  point  materiel  est  limitee  aux  zones  ou  l’energie  potentielle  reste  inferieure  a 
1’ energie  mecanique  : % P(x)  s;  ?!  M ; 

• les  trajectoires  de  phase  d’un  systeme  conservatif  sont  des  courbes  a energie  mecanique  cons- 
tante  ; 

• les  minima  de  %v  correspondent  aux  positions  d’equilibre  stables  et  les  maxima  aux  positions 
d’equilibre  instables.  La  technique  de  linearisation,  lorsqu’elle  est  justifiee,  permet  de  preciser  la 
nature  du  mouvement  au  voisinage  de  l’equilibre. 

Conseils  et  pieges  a eviter 

• Le  travail  d’une  force  F s’obtient  ainsi : 

2 T = | 2 F.  dr 

qui  pour  un  point  materiel  se  deduit  de  la  formule  generale  toujours  utilisable  : 

2T=  f29P(0  dr 

Jh 

avec  2 P(t)=F.v(t) 

avec  v(t)  la  vitesse  du  point  d’application  de  la  force,  ici  le  point  materiel. 

• Pour  un  systeme  conservatif,  penser  des  que  possible  a l’invariance  de  l’energie  mecanique  pour 
obtenir  l’equation  devolution  du  point  materiel. 
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Exercices 


f 


Q Distance  minimale  de  freinage 


Une  voiture  roulant  a 50  km . h_1  s’immobilise  sur  une  route 
rectiligne  et  horizontale  au  bout  d’une  distance  de  40  m.  En 
supposant  que  la  force  de  frottement  entre  le  sol  et  la  voi- 
ture est  constante,  determiner  la  distance  de  freinage  si  le 
vehicule  roule  a 80  km . h_1.  On  negligera  la  resistance  de 
fair. 


'3  Appliquer  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  entre  le 
0 debut  du  freinage  et  1’ arret  total. 


0 Carabine-jouet  a ressort 

Une  carabine-jouet  a ressort  est  modelisee  de  la  maniere 
suivante  : un  ressort  de  raideur  k est  place  dans  un  tube 
cylindrique  (en  plastique)  de  longueur  £0  egale  a la  lon- 
gueur a vide  du  ressort.  On  depose  au  bout  du  ressort  une 
balle  en  plastique  de  masse  m et  on  comprime  le  ressort 
d’une  longueur  A€  a l’interieurdu  tube.  Le  tube  etant  incline 
de  60°  par  rapport  a l’horizontale,  on  libere  le  ressort  qui 
propulse  instantanement  la  balle.  On  neglige  le  frottement 
de  la  balle  dans  le  tube  et  la  resistance  de  l’air. 

1 • A quelle  vitesse  v0  la  balle  sort-elle  du  canon  de  la 
carabine  ? 


2 • Quelle  hauteur  h (par  rapport  a la  sortie  de  la  carabi- 
ne) la  balle  atteint-elle  dans  ces  conditions  ? 

Avec  quelle  vitesse  horizontale  yH  ? 

A.N.  : Calculer  v0  , h et  % . 

Donnees  : m = 20  g , k = 400  N . nr1  et  A£  = 10  cm. 


1)  Utiliser  la  conservation  de  l’energie  de  la  balle 
apres  avoir  soigneusement  determine  son  energie 
potentielle  que  Ton  pourra,  par  exemple,  choisir  nulle 
a la  sortie  du  canon. 

2)  Que  peut-on  dire  de  la  composante  horizontale  de 
la  vitesse  de  la  balle  apres  la  sortie  du  canon  ? En 
deduire  le  module  de  la  vitesse  au  sommet  de  la  tra- 
jectoire,  puis,  en  appliquant  le  theoreme  de  l’energie 
cinetique  entre  la  sortie  du  canon  et  le  sommet,  la 
hauteur  du  tir. 


o Etude  de  la  chute  d'un  alpiniste 


Facteur  de  chute  :/= 


point 
d'attache 
de  la  corde  • 


4 m 


¥ 


4 m 


Facteur  de  chute  : f=  m = 
J 4 m 


10  m 
9 m 


= U 


Doc.  1 Doc.  2 Doc.  3 


Lors  d’une  escalade,  un  grimpeur  s’ assure  en  passant  sa 
corde  dans  des  anneaux  metalliques  fixes  au  rocher.  La 
corde  peut  coulisser  librement  dans  ces  anneaux.  Le  fac- 
teur de  chute  / est  defini  comme  le  rapport  de  la  hauteur 
de  chute  tant  que  la  corde  n’est  pas  tendue  sur  la  longueur 
L de  corde  utilisee.  Si  au  moment  de  la  chute,  la  corde  est 

2€ 

tendue,  ce  facteur  de  chute  vaut  } = (docs.  1 et  2)  ou 

£ est  la  distance  du  grimpeur  au  dernier  anneau.  Dans  des 
conditions  normales  d’utilisation  / est  compris  entre  0 
et  2.  Pour  les  applications  numeriques,  le  poids  P du 
grimpeur  sera  pris  egal  a 800  N. 

Le  maillon  fragile  dans  la  chaine  d’ assurance  d’un  grim- 
peur n’est  pas  la  corde  (qui  peut  resister  a des  forces  de 
plus  de  18  kN),  ni  les  points  ou  la  corde  est  attachee  au 
rocher  (resistance  de  l’ordre  de  20  kN)  mais  le  grimpeur 
(une  force  de  12  kN  exercee  sur  le  bassin  provoque  sa  rup- 
ture) ! Les  cordes  utilisees  en  escalade  sont  elastiques  de 
fa§on  a diminuer  la  force  qui  s’exerce  sur  le  grimpeur  lors 
de  sa  chute.  On  assimilera  une  corde  de  montagne  dont  la 
longueur  utilisee  est  L a un  ressort  de  longueur  a 

vide  L et  de  raideur  k = — — . L’elasticite  a de  la  corde 
aL 

est  une  grandeur  caracteristique  du  materiau  la  constituant. 

1 • Soit  un  ressort  vertical  de  raideur  k et  de  longueur  a 
vide  L auquel  est  suspendue  une  masse  m , de  poids 
P = mg  (g  designant  le  module  du  champ  de  pesanteur).  A 
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EXERCICES 


Puissance  et  energie  en  referentiel  galileen 


l’instant  t = 0 , le  ressort  est  non  tendu  et  m a une  vites- 
se  verticale,  dirigee  vers  le  bas,  de  module  v0 . Determiner 
1’ elongation  maximale  du  ressort  xmax  (mesuree  a partir 
tie  la  longueur  a vide)  et  la  force  maximale  Fmax  qu’il 
exerce  sur  la  masse  m . 


2 • En  utilisant  le  resultat  de  la  question  1),  exprimer  la 
force  maximale  Fmax  exercee  par  la  corde  lors  d’une 
chute  de  facteur  / en  fonction  des  donnees  de  l’enonce. 
Que  remarquez-vous  ? 


3 • Le  corps  humain  peut  resister  a une  force  de  l’ordre  de 
12  kN  pendant  un  temps  bref. 

a)  Une  corde  d’escalade  est  prevue  pour  que  la  force 
maximale  exercee  sur  l’alpiniste  soit  de  9 kN  dans  les 
conditions  les  plus  defavorables  (/  = 2) . 

i)  Calculer  F elasticity  de  cette  corde  (preciser  les  unites 
de  a). 

ii)  Calculer  F elongation  maximale  de  cette  corde  et  la 
force  maximale  pour  L-  10  m et  /=  1 . 

iii)  Qu’en  est-il  pour  le  doc.  3 oil  la  hauteur  de  chute  est  de 
5 m et  la  longueur  de  la  longe  (corde  a laquelle  est  accro- 
che  le  grimpeur)  est  de  1 m . 

b)  L’ etude  precedente  ne  tient  pas  compte  des  phenomenes 
dissipatifs  se  produisant  dans  la  corde.  L’elongation  de  la 
corde  est  en  fait  inferieure  a celle  calculee  avec  le  modele 
choisi.  La  corde  ne  se  comporte  pas  comme  un  ressort. 
Supposons  que  pendant  toute  la  duree  du  freinage  par  la 
corde,  elle  s’ allonge  de  fa§on  a maintenir  a 9 kN  la  force 
qu’elle  exerce  sur  le  grimpeur.  Calculer  son  elongation 
maximale  pour  L = 10  m,  g - 1 puis  L = 1 m,  /=  5 . 


c)  Une  corde  utilisee  en  speleologie  est  dite  statique  car  son 
elasticity  est  faible  (environ  5 x 10-6  SI).  En  revenant  au 
modele  d’une  corde  parfaitement  elastique,  a partir  de  quel 
facteur  de  chute  y a-t-il  danger  de  mort  avec  une  telle  corde  ? 


Pour  determiner  l’elongation  extreme  de  la  corde,  qui 
est  le  but  des  questions  posees,  il  est  inutile  de  resou- 
dre  F equation  du  mouvement  pour  obtenir  la  loi 
devolution  de  la  longueur  de  la  corde  au  cours  du 
temps.  Utiliser  la  conservation  de  l’energie,  en  exa- 
minant soigneusement  les  conditions  initiales  pour 
calculer  la  constante  energie  mecanique,  est  bien  suf- 
fisant  et  nettement  plus  rapide. 


Cl  Anneau  en  mouvement 
sur  une  helice 

Les  equations  en  coordonnees  polaires  d’une  helice  rigide 
d’axe  vertical  Oz  sont  r = aeXz  = hO.  Un  petit  anneau  enfile 
sur  Fhelice  est  abandonne  sans  vitesse  initiale  au  point  d’al- 
titude  H = 2nh.  En  assimilant  l’anneau  a un  point  materiel 


mobile  sans  frottement,  calculer  le  temps  qu’il  met  pour 
atteindre  le  plan  horizontal  z = 0. 


o Mouvement  de  trois  electrons 


Trois  electrons  sont  retenus  aux  sommets  d’un  triangle  equi- 
lateral de  cote  a puis  sont  abandonnes  simultanement. 
Determiner  la  vitesse  limite  de  chacun.  Application  nume- 
rique  : m = 9. 10-31  kg,  e = 1,6. 10“ 19  C,  a = 2. 10“ 10  m, 
e0  = 1/36jt.  109. 


= Comment  evolue  la  figure  formee  par  les  trois 
c electrons  ? Utiliser  le  point  O,  centre  de  gravite  du 
triangle  initial  pour  reperer  la  position  d’un  electron. 


'Mouvement  d'un  point 
sur  un  cerde,  liaison  bilaterale, 
puis  unilateral 

On  considere  une  gouttiere  r circulate,  verticale,  de  centre 
O et  de  rayon  R . On  appelle  (Oy)  l’axe  vertical  ascen- 
dant. La  position  d'un  point  P sur  r est reperee  pari’ angle 
0 entre  OQ  et  OP  , ou  Q est  le  point  le  plus  bas  du  cercle. 


1 • Une  petite  perle  P de  masse  m est  enfilee  sur  la  gout- 
tiere (liaison  bilaterale)  qui  joue  done  le  role  de  glissiere. 
A l’instant  t = 0 , on  lance  P depuis  le  point  Q avec  une 
vitesse  v0  . La  perle  glisse  sans  frottements  le  long  de  C . 

a)  Exprimer  la  vitesse  de  P en  un  point  d’altitude  y en 
fonction  de  v0  , g ,R  et  y . 

b)  Etudier  alors  les  differents  mouvements  possibles  de  P 
suivant  les  valeurs  de  v0  . 

c)  Determiner  la  reaction  N de  la  gouttiere  sur  la  perle. 
Etudier  ses  variations  en  fonction  de  y . Commenter. 

d)  Onchoisitici  v0  = 2ygR  . Determiner  la  loi  horaire  B(t). 
Quelle  est  la  valeur  maximale  de  0 ? 


Pour  quelle  valeur  de  t est-elle  atteinte  ? 


Donnee  . 


fe  de 

In 

f e 

7T^ 

— = 

tan 

-+— 

J0  cos  6 

12 
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EXERCICES 


Puissance  et  energie  en  referentiel  galileen 


2 • La  gouttiere  T represente  maintenant  un  des  trous 
d’un  parcours  de  golf  miniature  : la  balle  doit  faire  un  loo- 
ping complet  a l’interieur  de  r avant  de  poursuivre  son 
chemin  (liaison  unilaterale).  La  gouttiere  est  evidemment 
ouverte  en  Q et  « decalee  » pour  que  la  balle  puisse  pour- 
suivre son  chemin.  La  balle  est  assimilee  a un  point  mate- 
riel P de  masse  m . Elle  arrive  au  point  Q.  avec  la 
vitesse  v0. 

a)  Etudier  les  differents  mouvements  possibles  de  P sui- 
vant  les  valeurs  de  v0 . 

Quelle  valeur  minimale  de  v0  faut-il  donner  a la  balle  pour 
qu’elle  effectue  le  tour  complet  ? 


b)  On  choisit  encore  v0  = 2\ JgR  . Pour  quelle  valeur  de  6 
la  balle  quitte-t-elle  le  contact  avec  la  gouttiere  ? A quel 
instant  cela  se  produit-il  ? 


1)  La  perle  effectue  un  tour  complet  si  sa  vitesse  ne 
s’annule  pas  au  cours  de  son  mouvement.  Le  signe  de 
la  reaction  de  la  gouttiere  (ou  de  la  glissiere,  dans 
cette  question)  n’a  aucune  importance  ici,  car  la  perle 
est  enfilee  sur  la  gouttiere,  done  le  contact  est  tou- 
jours  assure. 

Pour  determiner  Fequation  du  mouvement,  isoler 


— a partir  du  theoreme  de  F energie  cinetique  en 
d? 

faisant  tres  attention  aux  signes  (on  rappelle  que 
V*2  = |x|).  Mettre  ensuite  cette  equation  sous  la 
forme  dt=f(9)d0  avant  de  Fintegrer. 

2)  Dans  ce  cas,  quand  la  reaction  de  la  gouttiere  s’an- 
nule, la  balle  quitte  le  support : la  gouttiere  ne  joue  plus 
le  role  de  glissiere.  II  reste  a etudier,  suivant  les  valeurs 
de  v0 , si  la  reaction  s’annule  avant  la  vitesse  ou  non. 


Mouvement  d'une  particule 
chargee  sur  un  axe 

L’  axe  vertical  ( Oz ) est  materialise  par  un  fil  fin  sur  lequel 
peut  coulisser  sans  frottement  une  tres  petite  sphere,  de 
masse  m , portant  la  charge  electrique  q positive. 

Un  cerceau  de  rayon  R et  d’axe  (Oz) , portant  une  char- 
ge electrique  positive  repartie  uniformement  sur  sa  circon- 
ference,  cree  un  champ  electrique  dont  on  admettra  l’ex- 
pression  sur  l’axe  (Oz)  : 

E ^(z)  = <X j-  ez,  ou  a est  une  constante  positive. 

(. R 2 + z2)2 

1 • Force  subie 

a)  Exprimer  la  valeur  algebrique  F(z)  de  la  force  d’origi- 
ne  electrique  F (z)  - F(z)~ez  subie  par  la  petite  sphere. 
Tracer  Failure  des  variations  de  F(z). 

b)  Pour  quelles  valeurs  de  la  masse  m est-il  possible 
d’obtenir  des  positions  d’equilibre  pour  la  petite  sphere  ? 


On  se  placera  dans  ce  cas  par  la  suite. 

2 • Stability  tie  l’equilibre 

a)  Exprimer  F energie  potentielle  £p(z)  associee  a ce 
mouvement  (on  choisit  Ev(0)  = 0).  Tracer  Failure  des 
variations  de  £p(z) , et  discuter  la  stabilite  des  positions 
d’equilibre  obtenues. 

b)  Quelle  est  la  pulsation  a>0  des  petites  oscillations  de  la 
sphere  au  voisinage  de  l’equilibre  stable  ? (On  l’exprime- 
ra  en  notant  ze  la  position  d’equilibre  stable.) 

3 • On  a trace  ci-dessous  quelques  trajectoires  de  phase 
dans  le  plan  z,  — — pour  diverses  conditions  initiales. 

\ <dqJ 

a)  Peut-on  preciser  le  type  de  conditions  initiales  qui  a ete 
choisi,  et  le  sens  d’ evolution  de  la  particule  sur  ces  trajec- 
toires ? 

b)  Proposer  quelques  commentaires  pour  les  evolutions 
observees. 


1)  A l’equilibre,  la  somme  des  forces  doit  s’annuler. 

2)  L’equilibre  stable  correspond  a un  minimum 
d’ energie  potentielle.  Pour  de  petits  mouvements,  on 
peut  essayer  de  lineariser  Fequation  du  mouvement 
au  voisinage  de  l’equilibre. 


O Navire  a moteur  (Banque  G2E08) 

Un  navire,  de  masse  m = 10  000  tonnes,  file  en  ligne  droi- 
te,  a la  vitesse  v0  = 15  noeuds. 

La  force  de  resistance  exercee  par  l’eau  sur  la  coque  du 
bateau  est  du  type  : F = kv2  ou  k est  une  constante  et  v la 
vitesse  du  bateau. 

Un  noeud  correspond  a 1 mille  nautique  par  heure  et  le 
nautique  est  egal  a 1 852  m. 

On  se  place  dans  un  referentiel  lie  au  port  qui  sera  suppo- 
se galileen. 
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Puissance  et  energie  en  referentiel  galileen 


EXERCICES 


1 • Calculer  la  constante  k sachant  que  le  moteur  fournit 
une  puissance  de  5 MW  a la  vitesse  v0. 

2 • Le  navire  stoppe  ses  machines  a la  distance  X au  large 
de  la  passe  d’entree  d’un  port. 

Determiner  l’expression  de  la  vitesse  du  navire  en  fonc- 
tion  du  temps  t.  On  posera  L = m Ik. 

3 • En  deduire  la  distance  X parcourue  par  le  navire  en 
fonction  de  L,  v0  et  vP,  la  vitesse  au  niveau  de  la  passe. 
Calculer  cette  distance  si  on  desire  atteindre  la  passe  a la 
vitesse  de  2 noeuds. 

4 • Determiner  le  temps  0 mis  pour  atteindre  la  passe. 

5 • Determiner  la  vitesse,  vQ,  a l’arrivee  du  quai,  un  demi- 
mille  au-dela  de  la  passe  d’entree.  On  la  calculera  en 
noeuds  puis  en  m/s. 

6 • Quelle  est  la  solution  d’urgence  pour  arreter  le  bateau  ? 

43  Etude  d'un  looping 
(d'apres  ICNA  06) 

Une  bille,  assimilee  a un  point  materiel  M de  masse  m,  est 
lachee  sans  vitesse  initiale  depuis  le  point  A d’une  gout- 
tiere situe  a une  hauteur  h du  point  le  plus  has  0 de  la 
gouttiere.  Cette  derniere  est  terminee  en  0 par  un  guide 
circulaire  de  rayon  a , dispose  verticalement.  La  bille,  dont 
on  suppose  que  le  mouvement  a lieu  sans  frottement,  peut 
eventuellement  quitter  la  gouttiere  vers  l’interieur  du  cer- 
cle.  On  designe  par  g = - gey  l’acceleration  de  la  pesan- 
teur  (c/.  figure  ci-dessous). 


1 • Calculer  la  norme  v0  de  la  vitesse  de  la  bille  en  0. 

2 • Exprimer  la  norme  % de  la  vitesse  de  la  bille  en  un 
point  M quelconque  du  cercle  repere  par  1’ angle  6. 

_ CM 

3 • On  designe  par  e.  = le  vecteur  unitaire  porte 

||  CM  || 

par  le  vecteur  position  CM  du  point  M. 

Ecrire  l’expression  de  la  reaction  R - Rer  du  guide  circu- 
laire sur  la  bille. 

4 • Determiner  la  hauteur  minimale  /jmin  a partir  de  laquel- 
le  il  faut  lacher  la  bille  sans  vitesse  initiale  pour  qu’elle  ait 
un  mouvement  revolutif  dans  le  guide. 

5 • On  lache  la  bille  sans  vitesse  initiale  depuis  une  hau- 
teur h0  = 2a.  Calculer,  en  degres,  la  valeur  60  de  Tangle  0 
pour  laquelle  la  bille  quitte  le  guide. 

6 • Calculer  la  valeur  v0x  de  la  composante  suivant  l’axe 
Ox  de  la  vitesse  de  la  bille  au  moment  oil  elle  quitte  le 
guide. 

7 • Calculer  la  valeur  maximale  hM  de  la  hauteur  atteinte 
dans  ces  conditions  par  la  bille  apres  qu’elle  ait  quitte  le 
guide. 
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Corriges 


Q Distance  minimale  de  freinage 

Soit  F le  module  de  frottement  entre  la  voiture  et  le  sol.  Le 
theoreme  de  l’energie  cinetique  entre  le  debut  du  freinage  (la 
voiture  a la  vitesse  v ) et  1’ arret  s’ecrit : 
mvk  _ , 

• V cas  : 0 = -Fdl ; 

2 


mvk  _ , 

• 2e  cas  : 0 - — - = - Fd2. 
2 


. ci- 


On  en  deduit  — = ( — ) = 2,56, 
v\ 


& Etude  de  la  chute  d'un  alpiniste 

1  • Notant  x l’allongement  du  ressort,  l’equation  du  mouve- 
ment  est : 

mx  = - kx  + mg 

dont  l’integrale  premiere  est,  compte  tenu  des  conditions 
initiales  : 

1-2  , 1 , 2 1 2 
— mx  - max  + — kx  = — mvn. 

2  2 2 

L’  elongation  maximale  du  ressort  est  la  solution  superieure  a : 

fflg 

xeq  = — — de  r equation  du  second  degre  : 
k 

la2  - 2 mgx  - m v\  = 0. 


ce  qui  donne  d2  = 102,4  m,  soit  environ  100  m.  La  distance 
de  freinage  a done  augmente  de  60  m ! 


Soit  : 


G Carabine-jouet  a ressort 

1 • L’energie  mecanique  initiale  de  la  balle  est : 

— mg  sin  a si  on  choisit  l’origine  des  energies 

potentielles  a l’extremite  du  canon  de  la  carabine.  Quand  la 
balle  sort  du  canon,  son  energie  est  done  uniquement  sous 

forme  d energie  cinetique,  elle  vaut  La  conservation  de 

l’energie  mecanique  (on  neglige  tout  frottement)  donne  : 


v0  = 14,1  m.s  1 


2 - 2 g sin  aAH 
= 51  km.h-1. 


2 • Quand  la  balle  est  au  sommet  de  sa  trajectoire,  sa  vitesse 
est  horizontale.  La  seule  force  agissant  sur  la  balle  une  fois 
qu’elle  a ete  tiree  est  son  poids,  done  la  composante  horizon- 
tale  de  la  vitesse  se  conserve  : 

vH  = v0  cos a=  7,0  m.s-1  — 25  km.h-1 . 

Le  theoreme  de  l’energie  cinetique  entre  l’instant  ou  la  balle 
sort  du  canon  et  celui  ou  elle  passe  au  sommet  de  sa  trajectoire 
parabolique  s’ecrit : 

mvu  mvn  vk  sin2a 

~ — - - ——  = - mgh,  done  h = — = 7,6  m . 


La  force  maximale  vaut  alors  : 


^max  = mg 


2 • La  hauteur  de  chute  libre  h qui  donne  une  vitesse  v0  a la 

2 

V 

limite  de  tension  de  la  corde  est  li  = — a-. 

2 g 

2 

Le  facteur  de  chute  du  cas  etudie  est  done  f=  — ce  qui 

2 gL 

permet  d’ecrire  la  force  maximale  sous  la  forme  : 

F~-p{' 

Ce  resultat  ne  depend  que  du  facteur  de  chute,  pas  de  h : pour 
une  corde  deux  fois  plus  longue  et  une  hauteur  de  chute  deux 
fois  plus  grande,  la  force  maximale  est  inchangee  (le  contact 
avec  la  paroi  risque  tout  de  meme  d’etre  un  peu  plus  severe  !). 
Le  cas  le  plus  defavorable  correspond  a L minimum,  pour 
une  hauteur  de  chute  h donnee,  soit  / = 2,  cas  du  doc.  2 de 
Tenoned. 

3 • a)  i.  L’elasticite  de  la  corde  est : 

2 fp 

a = , mesuree  en  N- '. 

Pour  Fmax  = 9 kN,  P = 800  N,  /=  2 , il  faut  que  l’elasticite 
de  la  corde  soit  a = 4,8 . 10-5  N- *. 

ii.  Pour  L = 10  m et  /=  1 , 1’ elongation  maximale  est : 

*max  = aLp{\  + ^1  + = 3,2  m 

et  la  force  maximale  vaut  Fmax  = 6,6  kN. 

iii.  Ce  cas  apparait  catastrophique  : la  hauteur  de  chute  est 
importante  alors  que  la  partie  extensible  de  la  corde  est  tres 
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reduite.  C’est  pourtant  ce  qui  est  utilise  dans  le  cas  d’une 
excursion  en  via  f errata,  mais  le  dispositif  d’ assurance  utili- 
se est  alors  tout  particulierement  congu  pour  ce  genre  d’ex- 
pedition  : la  fixation  au  harnais  est  un  amortisseur. 

A.N.  : /=  5,  L = 1 m et  Fmax  = 13,7  kN. 
b)  Pour  ce  nouveau  modele,  1’ equation  du  mouvement  est : 
mx  = -F  + P 

oil  le  second  membre  est  constant,  soit : 

1 -2  . tr*  m 1 2 

— mx  + (r  - r) X = — mv0 . 


Puissance  et  energie  en  referentiel  galileen  ^ ^ j 

e Mouvement  de  trois  electrons 


CORRIGES 


II  vient  alors  : 


_ mv  Q 

-''-max 


2 

:L -L 


2 (F-P)  L _ j 

P 

A.N.  : L = 10  m et  /=  1 : xmax  = 1 m ; 

L = 1 m et/=5:  xmax  = 0,5  m . 
c)  Le  facteur  de  chute  est : 

«Fmax(^max  “ 2 P) 


/=- 


2 P 


Pour  F = 12  kN  et  a = 5 . 10-6  N_1,  on  a /max  = 0,39 . 


O Anneau  en  mouvement 
sur  une  helice 

Lors  du  mouvement  de  1’ anneau,  seul  son  poids  travaille. 

On  peut  appliquer  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  entre 
l’altitude  FI  et  l’altitude  z. 

|mu2  = mg (H  - z) 

Sur  P helice  OM  = a u,.  + z u. 

v = adue  + zuz  = adiig  + hOu, 
v2  = (a2  + h2)d2 

Soit  — m(a2  + h2)92  = mgh  (2n  - 6) 

d0 

L’  anneau  part  de  6=  2k  et  arrive  en  6=  0,  done  — <0. 

dt 


Sort  JOL 

dt  \a2+h2 


\l2n  - 0 


dd 


2 gh 


dt. 


a/2  k-6 

L’  anneau  atteint  le  sol  pour  t = T avec 


J 


de 

\I2k-6 

T =2 


2gh 
a2  + h 2 


T. 


n{a2  + h2) 


\ gh 


Au  cours  du  temps,  les  electrons  restent  positionnes  sur  un  tri- 
angle equilateral  dont  le  centre  de  gravite  O est  immobile. 


L’  electron  en  A est  soumis  a deux  forces  : F BA  de  la  part  de 
l’electron  en  B et FCA  de  la  part  de  l’electron  en  C de  meme 
norme. 


Fra  +Fr 


e2  K _ e2 


4^e0AS- 


cos  — ux 


6 4ne0x2\l3 

Cette  force  globale  derive  de  l’energie  potentielle  Ev(x ) avec : 

Ev(x)  = — j= . 

4ne0x\]3 

Au  cours  de  son  mouvement,  l’electron  a une  energie  meca- 
nique  constante. 


Em=  ^ mv2  + Ev(x ): 


e a 

1=  avec  xQ  = —r= . 

4k£0xq\I3  V 3 


1 e2 

Soit  — m v1  = -j=  . 

2 4 ne0a  47T£0W3 

La  vitesse  limite  atteinte  correspond  a A'  infini. 
e 

^lim  ‘ 


ma 


0 Mouvement  d'un  point 

sur  un  cercler  liaison  bilateraler 
puis  unilateral 

1 • a)  Le  theoreme  de  F energie  cinetique  applique  entre  le 
point  de  depart  (point  le  plus  bas  du  cercle)  et  un 

2 2 

point  quelconque  s’ecrit  m ~ - m y = - mg(y  + R ). 

b)  La  perle  fait  le  tour  complet  de  la  gouttiere  si  v2  > 0 pour 
tout  y £ [-  R ; R]  done  si  v0  > 2ygR. 

1 v2 

Dans  le  cas  contraire,  la  vitesse  s’annule  en  y0  = - R, 

2 2 

et  la  perle  oscille  entre  les  deux  points  symetriques  d’altitude  y0 . 

c)  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit  : 

ma  = P +N  avec  a =-  Rd2?r  + Rd?e, 
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Puissance  et  energie  en  referentiel  galileen 


les  forces  etant : 

P=mgcosO'er-mgsinO'ee  et  N =N'er 
(la  gouttiere  jouant  le  role  de  glissiere,  N est  de  signe 
quelconque).  En  projection  sur  ~er , en  utilisant  v = RO  et 
y = - RcosO , on  obtient : 

3,y  - 2)’n 

R 

Avec  la  convention  choisie  pour  N , il  est  negatif  au  debut 


N = - \mg  cos 6 + m— 
1 R 


- mg  1 


du  mouvement,  puis  change  de  signe  en  y = —y0,  et  reste 
2 

positif  tant  que  y > —y0,  ce  qui  n’a  pas  d’influence  ici  sur  le 

mouvement  de  la  perle  car  la  gouttiere  assure  toujours  la  liaison 
(liaison  bilaterale). 

d)  Avec  v0  = 2\jgR  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  devient 


v 2 = 2 g{R  - y) . En  fonction  de  6 , on  obtient : 
{R0)2  = 2gR(\  + cos  0)  = 4 gR  cos2 


soit : 

— = + 2 , 

- 

COS 

(0) 

dr 

v R 

UJ 

Quand  6 augmente  de  0 a 7t : 


2 i 2 2 

2 • a)  N s’annule  pour  Vi  = — yo  = — — R.  Ce  point 

3 ‘ 3 g 3 

appartient  a la  gouttiere  si,  et  seulement  si,  y1  £ [-/?;/?], 
soit  v20  5 gR  .Si  y0  < 0 , la  vitesse  s’annule  avant  la  reac- 
tion, si  > 0 , c’est  la  reaction  qui  s’annule  en  premier.  Pour 

que  la  balle  effectue  le  tour  complet,  il  faut  que  v\  > \5gR  . 

Conclusion 

• Si  v0  < yj2gR,  le  point  P monte  jusqu’en  y0  < 0 , redes- 
cend tout  en  restant  en  contact  avec  la  gouttiere  et  revient  vers 
son  point  de  depart. 

• Si  Y2gR  < vo  < V5 gR,  le  point  P quitte  le  contact  en  un 
point  d’ altitude  0 <y\  < R et  tombe. 

• Si  v0>  V5  gR,  le  point  P fait  le  tour  complet. 

2 

b)  N s’annule  en  yr  = — R.  En  reprenant  le  calcul  de  la  ques- 
tion 1)  d),  on  obtient  l’instant  tx  ou  cela  se  produit : 

a yi  2 

, ou  cos  0,  = - — = - — 


on  trouve  ti  = 1,54  — . 

\g 


UJ 

Is, 

f 0t  k) 

r j = — In 

tan 

V g 

[4  4 J 

( 6\  d 0 

cos  — > 0 et  — > 0 done,  dans  cette  phase  du  mou- 

\2 ) dr 

vement : 


1—  d 

'o' 

R 

UJ 

soit 


t-  r 

\g 


i d 


v2y 


COS 


v2y 


1 0} 

V 2y 


- . —In 


( 0 

\ 

n 

tan 

-+  — 

14 

Pour  avoir  6{t) , il  suffit  d’inverser  cette  expression  : 

( ( r~\\ 

— K.  La  valeur  maximale  de  0 est 


0 = 4 arctan 


exp 

V V 


—t 

R 


J) 


7t , le  temps  mis  pour  1’atteindre  est  infini. 


0 Mouvement  drune  particule 
chargee  sur  un  axe 

1 • Force  subie 

a)  Sachant  que  F(z)  = aqEi7ie{z)e ,,  on  a : 


F(z)  = aq — 3- 

(R2  + z2) 2 

dont  les  variations  sont  representees  ci-apres  {doc.  1). 


Doc.  1 
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b)  L’equilibre  peut  etre  realise  si  la  force  F(z)  peut  etre 
compensee  par  l’effet  du  poids.  On  voit  que  la  condition 

mg  = aq y peut  etre  realisee  pour  deux  positions 

(r2  + z2)2 

d’equilibre  Zi  et  z2,  a condition  que  la  masse  m soit  inferieure 


a m 


max 


i mi 

g 


La  valeur  maximale  de  F(z)  est  obtenue  pour  z = — =r . 

V 2 

La  condition  d’existence  des  deux  equilibres  est  done  : 


m < 


lag 

3*.* 


2 • Equilibre 

a)  L’ energie  potentielle  Ep&(z)  associee  aux  efforts  electro- 
statiques  est  donnee  par  : 


d E, 


p,el 


soit  : 


dz 

£p,el(z)  = + «<? 


F(z)  = -aq 


R2  + z2  2 


+ cte, 


R2  + z2  2 


en  prenant  la  constante  de  fa§on  a avoir  Ep(1(0)  = 0,  on 
obtient  les  variations  suivantes  (doc.  2),  oil  on  observe  natu- 
rellement  l’effet  repulsif  du  cerceau  sur  la  petite  sphere  (les 
deux  portent  des  charges  de  meme  signe)  : la  force  electrique 
est  orientee  dans  le  sens  decroissant  de  l’energie  potentielle, 
et  tend  a eloigner  la  sphere  du  point  0. 


En  ajoutant  l’energie  potentielle  de  pesanteur,  1’origine  de 
1’ energie  potentielle  etant  prise  en  z = 0,  il  vient : 


£p(z)  = aq  I 


1 


R2  + : 


.2  2 


aq 

I + mez -. 

R 


On  retrouve  les  positions  d’equilibre  Zj  et  z2  rendant  l’energie 
potentielle  stationnaire  : 

- en  zx  1’energie  potentielle  passe  par  un  maximum  (local)  : 
l’equilibre  est  instable, 

- en  z2  l’energie  potentielle  passe  par  un  minimum  (local)  : 
l’equilibre  est  stable. 

b)  Au  voisinage  de  ze  = z2 , notons  z = z2  + e et  tentons  une 
linearisation  de  l’equation  du  mouvement : 

m -—“T-  = + £)  - mg  = tF(Ze)  - mg\  + f + • " 


ou  le  terme  d’ordre  0 est  nul  par  definition  de  l’equilibre.  On 
obtient  une  equation  d’oscillateur  harmonique  : 


d2  £(t) 
df2 


2 

co  0e, 


ou  la  pulsation  est : 


co  0 = 


I aq(2z2  - R2) 
V mizl  + R1)2 


3 • a)  Pour  les  trajectoires  de  phases  fermees,  qui  correspon- 
dent a des  mouvements  periodiques,  les  conditions  initiales 
sont  sans  importance.  Pour  la  trajectoire  non  fermee,  qui  part 
sur  l’axe  ( Oz ) du  plan  de  phase,  la  petite  sphere  a ete  lachee 
sans  vitesse  initiale. 

Le  sens  devolution  s’obtient  sachant  que  z augmente  lorsque 
le  point  de  phase  est  au-dessous  de  (Oz)  car  la  vitesse  est 
negative,  et  que  z diminue  si  le  point  est  au-dessus  de  (Oz) 
(doc.  4). 
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b)  Les  trajectoires  fermees  correspondent  a des  oscillations 
autour  de  la  position  d’equilibre  stable  z = z2.  Notons  que  la 
plus  petite  trajectoire  correspond  pratiquement  a un  cercle  : 
1’ approximation  lineaire,  donnant  des  oscillations  harrno- 
niques,  est  ici  satisfaisante. 

Pour  la  trajectoire  non  bouclee,  P energie  mecanique  est  suf- 
fisante  pour  passer  la  bosse  d’ energie  potentielle  en  z = zx. 
Dans  un  premier  temps,  z variede  z(0)  a z2  ; 1’  energie  poten- 
tielle diminue  et  l’energie  cinetique  augmente  : la  trajectoire 
s’eloigne  de  ( Oz ).  Pour  z diminuant  de  z2  a z, , P energie 
potentielle  augmente,  P energie  cinetique  diminue  : la  trajec- 
toire revient  vers  l’axe  (Oz),  mais  ne  le  touche  pas  : la  petite 
sphere  n’atteint  pas  l’abscisse  z,  avec  une  vitesse  non  nulle. 
Au-dela,  elle  poursuit  sa  chute  en  accelerant. 


0 Navire  a moteur  (Banque  G2E08) 

1 • La  puissance  fournie  par  le  moteur  compense  exactement 
la  puissance  de  la  force  de  frottement  lorsque  le  bateau  avan- 
ce  a vitesse  constante. 

Pm~  kv30  = 0. 

Numeriquement : 

v0  = 15  noeuds  = 7,7  ms-1. 

k=  1,09  104  Nm“1 2  s2. 


2 • Quand  le  navire  stoppe  ses  machines,  il  continue  sa  route 
selon  la  direction  de  v0 . 

Soit  v0  = v^ex. 

En  projection  sur  ex , dans  le  referentiel  lie  au  port,  le  princi- 
pe  fondamental  de  la  dynamique  applique  au  bateau  s’ecrit : 
df  , 2 
d t 

m ....  dv  dt 

En  posant  L = — , il  vient  — = - 

k v~  L 

1 1 t 

et  — = — en  tenant  compte 

v v0  L 

des  conditions  initiales. 

vaL 

V = 

L + v0t 


d 

'l^ 

d 

' l 

d/ 

,v) 

~ d/ 

j 

3 • On  a done  : — 


dv : 


dt  L + v^t 

Soit  x = + L In  (L  + v0t)  + k. 

A t = 0,  x = — X donne  k = - L In  L - X. 


L + vGt 


dt. 


Done  x(t)  = L In 


\+vA' 

v LJ 


-X  = L In 


v{t) 


-X. 


On  atteint  la  passe  pour  x = 0 avec  vP  = v0  exp 


-X 

L 


Si  vP  = 2 noeuds  X = L In  — = 1 850  m = 1 mille  nautique. 


4 • 0 = L 


_l 1_ 

vt  v0 


■-  773  s. 


5 •jt0  = + 926m  = Lln-^--X. 
vq  = 0,73  noeud  = 0,37  ms-1. 

6 • Pour  arreter  le  bateau  en  urgence,  il  faut  remettre  les 
moteurs  en  rnarche  et  faire  machine  arriere. 


Etude  drun  looping 
(d'apres  ICNA06) 


1 • La  bille  est  en  mouvement  dans  un  referentiel  galileen. 
En  lui  appliquant  le  theoreme  de  P energie  cinetique  entre  les 
points  A et  O,  il  vient  : 

Ec(0)  - EC(A)  = VLpoids  + fLreaction- 

Puisqu’il  n’y  a pas  de  frottements,  le  travail  de  la  reaction, 
orthogonale  au  deplacement,  est  nul. 

Wfoiis  = mg(yA-y0)  = mgh. 


Done  m yjj  - y m v\  = mgh 


avec  vA  = 0. 


v0  = \/2  gh. 


2 • En  un  point  M tel  que  yM  = (2(1  - cos  0),  on  obtient : 
y m m = mg(yA  - yM)  = mg(-  a + h + a cos  0). 
vM  = Ylgifl  cos  0-  a + /?)] 1/2 


3 • Sur  le  guide  circulaire,  les  forces  appliquees  a m sont  le 
poids  et  la  reaction  R ej.. 
m a ( M)  = mg  + R?r 

Soit  m(-  ad2 7r  + a6'eg)  = mg  + R ~er . (T) 

En  projection  sur  Ee,  l’equation  0 donne  : 
mad=  - mg  sin  0. 

On  multiplie  par  0. 
add  = - g sin  00 


4~  (g  COS  0). 

dr 


38 
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Soit  — ad 2 = e cos  0 + k. 
2 

En  0 = 0,  v0  = ad  = \1gh. 


D’oii  — 


' 1 2 gh 

li  ° — 


= g + k.  k = g{—~  1 . 


/) 


ad1  = 2g  cos  0+2g(-~  l). 


En  projection  sur  ?r,  l’equation  (T)  donne  : 
R = - mad 2 - mg  cos  d. 


R = - 3 mg  cos  0 + 2 mg  ^ 1 j. 

b)  La  bille  peut  parcourir  le  guide  en  entier  si  R reste  negati- 
ve sur  tout  le  parcours. 

Soit  2 - — 3 cos  0. 

a 


En  0 = 7t,  on  obtient  2 


2 h 


= - 3 


^min  rj 


5 • Avec  h = h0  = 2a,  R s’annule  pour  : 
- 3 mg  cos  0O  + 2mg(l  - 2)  = 0 


cos  dr,  = . 


0n  = 131, 


6 • A ce  moment-la,  v = ad  ue 

• / 2q  2,2 

avec  0 = — cos  00  + — 

\ a a ) 

HIT- 

j2e\m  2 

Soit  v0x  = a j cos6»0  = -y 


2ga_ 

3 


7 • Le  mouvement  se  fait  alors  sous  1’ action  du  poids  seul, 
v0  reste  inchangee. 

/iM  est  atteint  lorsque  la  vitesse  verticale  vz  s’annule. 

m 4 - y m vei  = mg{hgo  - hM),  avec  vM  = v0x. 

vel  vo2 
Soit  hM  = ha  + 

s“  2g  2g 

hM  = a(l  - cos  d0)  + H-  - -A- a . 

, 50 

hM  = a. 

M 27 
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Oscillateurs 


WS3MM& 

• Connaitre  la  reponse  d’un  oscillateur  a differents 
types  d’excitation. 


• Lois  de  Newton. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Resolution  des  equations  differentielles  du  deuxieme 
ordre  a coefficients  constants. 

Notation  complexe. 

• Calculs  sur  les  nombres  complexes. 


ESSENTIEL 


< Oscillateur  harmonique 


Un  oscillateur  harmonique  est  un  systeme  a un  degre  de  liberte  dont  F equation  du  mouvement  est  de 

2 

la  forme  x + (OqX  = 0 , quelle  que  soit  la  nature  physique  de  la  variable  x . II  est  soumis  a une  force 

kx2 

de  rappel  f=-kx  qui  derive  de  Fenergie  potentielle  %v{x)  = — — . 11  effectue  des  oscillations  iso- 


chrones de  pulsation  a),,  = 
harmonique  se  conserve. 


et  de  periode 


L’energie  mecanique  de  F oscillateur 


4 Oscillateur  amorti  par  frottements  visqueux 

Sous  l’effet  d’une  force  de  frottement  fluide  / = - hv  = - hxex  , F equation  du  mouvement  de  F os- 
cillateur est  x + 2 ax  + cfyc  =0  avec  2 — Q est  \efacteur  de  qualite  de  l’  oscillateur. 


• Si  a > ft)0  ou  Q < 1/2  : le  mouvement  est  aperiodique. 

• Si  a=  CO0  ou  Q = l/2:  le  mouvement  est  critique. 

• Si  a<  a>0  ou  Q > 1/2  : le  mouvement  est  pseudo-periodique  (la  solution  est  le  produit  d’une  expo- 
nentielle  et  d’une  sinusoide)  de  pseudo-periode  : 


2k 


T = — avec  co  = Vffll  - a2  = co0 
(O 


1 


4Q2 


Pour  les  faibles  amortissements  (a  « co0  ou  Q » 1),  la  variation  relative  de  Fenergie  mecanique 


au  cours  d’une  pseudo-periode  est 


A'g 


M _ 


2 7t 

~Q 


ou  encore  Q = 2n 


(voir  exercice  2). 
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Oscillateurs 


< Oscillations  forcees 

L’oscillateur  precedent  est  soumis  a une  force  excitatrice  F A = FA(t)ex . L’equation  du  mouvement 

est  alors  : „ , , 

..  _ . 2 FA(t) 

x + lax  + a0x  = . 

m 

La  solution  de  cette  equation  est  de  la  forme  x(t)  = xQ(t)  + X\(t) , ou  x0(t)  est  la  solution  generate  de 
l’equation  homogene  associee  (regime  libre)  et  xx(f)  une  solution  particuliere  (regime  force). 
L’oscillateur  etant  amorti,  le  regime  libre  tend  vers  0 quand  t augmente.  Au  bout  d’un  certain  temps, 
seul  subsiste  le  regime  force.  On  appelle  regime  transitoire  le  regime  represente  par  x(t)  tant  que 
x0(t ) n’est  pas  negligeable  devant  x1(/‘)  . 

Quand  plusieurs  excitations  agissent  sur  un  oscillateur  lineaire,  la  reponse  de  celui-ci  est  la  somme 
de  ses  reponses  a chacune  des  excitations  prises  isolement. 


< Resonances 


L’oscillateur  est  soumis  a une  excitation  sinusoidale  de  pulsation  a : 

FA(t ) = mcol  xAm  cos  at. 


La  reponse  en  regime  force  (ou  regime  permanent)  est  de  la  forme  x(t)  = ,vmcos(©  t + <p) , ou  xm  et 
cp  dependent  de  a . 

On  utilise  alors  les  grandeurs  complexes  associees  aux  grandeurs  sinusoidales  : a la  grandeur 
u(t)  = Um cos  (at  + (p)  , on  associe  la  grandeur  complexe  u(t)  = f/mey(®'  + ^ = (/meJ®', 
ou  Um  = L/mey<p  est  l’amplitude  complexe  de  u(t).  On  obtient  u(t)  en  prenant  la  partie  reelle  de  u(t) 
et  L amplitude  reelle  Um  en  prenant  le  module  de  Um. 

L’amplitude  .vm(«)  passe  par  un  extremum  pour  a=  0 . II  y a resonance  d’elongation  (autre  extremum 


de  xm(a))  si  Q > — . Cette  resonance  a lieu  pour  ar  = aQ 
V2 


1 - — - . Si  1’ amorti ssement  est 

IQ 2 


faible,  at~  a0  et  l’amplitude  maximale  Xm  est  egale  a QxAm  . Le  systeme  effectue  un  filtrage  passe- 

bas  ou  passe-bande  pour  sa  reponse  en  elongation,  selon  que  Q < —L  ou  Q > — L . 

V 2 \J2 

II  y a resonance  de  vitesse  pour  a=  aQ  quelle  que  soit  la  valeur  du  facteur  de  qualite.  L’amplitude 
de  la  vitesse  a la  resonance  est  Vmax  = QWqXa  . Le  systeme  effectue  un  filtrage  passe-bande  pour  sa 
reponse  en  vitesse.  La  bande  passante  A a a 3 dB  est  la  bande  de  pulsation  a l’interieur  de  laquelle 

l’amplitude  de  la  vitesse  satisfait  a l’inegalite  Vm(a)  > 

La  bande  passante  (pour  la  vitesse)  et  le  facteur  de  qualite  sont  relies  par  l’equation  — = — . 

0O  Q 

Le  calcul  de  la  bande  passante  pour  l’elongation  (quand  il  y a resonance)  est  beaucoup  plus  lourd. 
Cependant,  dans  le  cas  d’un  amortissement  faible  ( Q » 1) , on  retrouve  la  meme  relation. 
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Oscillateurs 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Les  oscillations  harmoniques  (amorties  ou  non)  n’existent  pas  qu’en  mecanique;  il  faut  bien 
connaitre  les  proprietes  des  solutions. 

• Bien  connaitre  les  solutions  quelle  que  soit  l’ecriture  de  l’equation: 
x + 2ax  + mix  = 0 

X + ^ X + COqX  = 0 

avec  Q facteur  de  qualite  de  l’oscillateur. 

• Pour  les  oscillations  forcees,  elles  sont  ici  toujours  sinusoidales ; si  le  terme  force  n’est  pas  sinu- 
soidal, mais  periodique,  penser  a la  decomposition  de  1’ excitation  en  serie  de  Fourier  et  faire  la 
somme  des  solutions  car  1’equation  differentielle  est  lineaire. 
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Exercices 


Q Associations  de  ressorts 

Une  masse  m est  reliee  de  deux  fagons  differentes  a deux 
ressorts  de  raideur  iq  et  k2 , de  longueur  a vide  f01  et  €02 : 


L 

4 *2.  ^02  m 

— n 

Premier  cas 

L ki,*oi 

m ki’  ^02 

— n — I 

Second  cas 


Montrer  que  la  masse  decrit  un  mouvement  harmonique 


+ ^ dans  le  premier  cas,  et 

k2 

I yyi 

T -2k  dans  le  second  cas. 

V*I+*2 


de  periode  T -2k 


mfci 


En  deduire  la  raideur  du  ressort  equivalent  a l’ensemble 
dans  chacun  des  deux  cas.  Commenter. 


Dans  les  deux  cas,  appliquer  la  relation  fondamenta- 
le  de  la  dynamique,  projetee  sur  l’axe  (Ox),  a la 
masse  m,  et  la  mettre  sous  la  forme  mx  = - K(x  - €0). 
Faire  attention  au  signe  dans  l’expression  des  forces 
de  rappel  des  ressorts. 

Dans  le  premier  cas,  pour  exprimer  la  longueur  du 
deuxieme  ressort  en  fonction  de  x , appliquer  la  rela- 
tion fondamentale  de  la  dynamique  au  point  sans 
masse  A (point  d’ attache  des  ressorts). 


C)  Oscillateur  amorti  de  facteur 
de  qualite  eleve 

Un  oscillateur  harmonique  perd  5 % de  son  energie  meca- 
nique  par  pseudo-periode. 

1 • De  quel  pourcentage  sa  pseudo-frequence  differe- 
t-elle  de  sa  frequence  propre  f0  ? Estimer  le  facteur  de 
qualite  Q de  l’oscillateur. 

2 • Apres  combien  de  pseudo-periodes  son  amplitude 

1 

sera-t-elle  egale  a ~ de  sa  valeur  initiale  ? 

3 • Apres  Q pseudo-periodes,  quelle  est  1’ amplitude  d’os- 
cillation  ? 


Voir  1 ’Essentiel  sur  l’oscillateur  amorti. 


g Determiner  la  valeur  du  facteur  de  qualite. 

L’amortissement  pourra  etre  considere  comme  faible, 
ce  que  Ton  verifiera  avec  les  resultats  obtenus. 


o Oscillateur  harmonique  amorti 
par  frottement  solide 


v > > 

T M x 

On  considere  un  oscillateur  harmonique  constitue  par  un 
point  materiel  de  masse  m assujetti  a se  deplacer  en  glis- 
sant  sur  l’axe  (Ox),  rappele  vers  la  position  d’equilibre 
x = 0 par  un  ressort  de  raideur  k. 

Le  glissement  sur  la  tige  materialisant  l’axe  (Ox)  s’ac- 
compagne  d’un  frottement.  Ainsi,  la  reaction  R du  sup- 
port se  decompose  en  une  composante  normale  N (qui 
compense  ici  le  poids)  et  une  composante  tangentielle  T . 
On  supposera  ce  frottement  entre  solide  decrit  par  les  lois 
suivantes  : 

- le  point  M peut  etre  maintenu  en  place  par  1’ existence  de 
la  reaction  tangentielle  T , a condition  que  celle-ci  reste 
limitee  par  l’inegalite  : imi</||iV||; 

- si  cette  condition  n’est  pas  realisable,  alors  le  point  M 
glisse,  et  le  frottement  est  regi  par  la  loi  de  Coulomb  : T 
est  opposee  au  glissement,  et  ||T  ||  =f\\N  || . 

1 • Quelle  est  la  dimension  du  coefficient  de  frottement 
solide/? 

2 • Le  point  M etant  maintenu  immobile  a l’abscisse  x0 , a 
quelle  condition  peut-il  y rester  si  on  le  libere  ? 

3 • On  suppose  cette  condition  non  realisee,  le  point  M se 
mettant  a glisser  dans  le  sens  des  x decroissants.  Etudier  le 
mouvement  du  point  M jusqu’a  ce  qu’il  s’arrete  pour  la 
premiere  fois.  Preciser  l’abscisse  xq  correspondante. 

4 • Si  le  point  M ne  peut  se  maintenir  immobile  en  xx , 
que  se  passe-t-il  ensuite  ? 

5 • Generaliser  les  resultats  precedents  pour  decrire  com- 
pletement  le  mouvement  du  point  M.  Representer  son 
evolution  x =/(?)  au  cours  du  temps,  et  donner  failure  de 
sa  trajectoire  de  phase. 
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EXERCICES 


Oscillateurs 


Les  lois  du  frottement  solide  sont  non  lineaires.  On 
etudiera  alors  les  cas  suivants  : 
soit  la  vitesse  est  nulle  et  il  faut  verifier  si  le  mobi- 
le est  en  equlibre  ; 

- soit  la  vitesse  est  non  nulle,  le  signe  de  la  vitesse  per- 
met  alors  de  definir  completement  la  force  de  contact. 


C)  Pendule  simple  amorti 

D’apres  Mines  d’Albi,  Douai,  Nantes. 

On  considere  un  objet  M de  masse  m accroche  a 
un  point  fixe  0 par  F intermediate  d’un  fil  inextensible 
de  longueur  (,  et  de  masse  negligeable.  L’ ensemble  est 
situe  dans  le  champ  de  pesanteur  terrestre  g = gex  avec 
g = 9,81  m.s-2,  ex  etant  un  vecteur  unitaire  de  l’axe 
(Ox)  vertical  descendant.  On  note  9 1’ angle  oriente 
(Ox  , OM)  = (ex,  u)  ou  u est  le  vecteur  unitaire  coli- 
neaire  au  vecteur  OM  . 

Lorsqu’on  enregistre  experimentalement  9U) , on  constate 
que  F amplitude  de  9 diminue  lentement.  On  interprete  ce 
resultat  par  la  presence  de  frottements  que  Ton  modelise 
par  / = - av  , ou  v designe  la  vitesse  du  point  M et  a 
une  constante  positive. 

1 • Etablir  F equation  differentielle  du  second  ordre  veri- 
fiee  par  9 . En  se  limitant  aux  petits  angles,  ecrire  l’equa- 

. . , d20  2 d 9 n 

tion  sous  la  forme  + + (0k9  = 0. 

d t2  T dt 


Donner  Fexpression  de  r et  son  interpretation  physique. 

2 • A quelle  condition  obtient-on  un  regime  pseudo-perio- 
dique  ? Dans  le  cadre  d’un  regime  pseudo-periodique,  cal- 
culer  la  pseudo-pulsation  co  et  la  pseudo-periode  T . 

On  appelle  decrement  logarithmique  S la  quantite  : 

jur 

Exprimer  S en  fonction  de  T et  x . 


h 


ou  T est  la  pseudo-periode  et  t le  temps. 


3 • La.  figure  ci-apres  represente  les  variations  de  9 avec 
le  temps.  On  precise  les  coordonnees  de  quatre  points  par- 
ticuliers  : 


points 

A 

B 

C 

D 

t(s) 

0,248 

1,10 

2,20 

8,00 

9(°) 

0,00 

8,95 

8,02 

0,00 

La  masse  m est  egale  a 470  g.  Calculer  numeriquement,  a 
partir  de  ces  valeurs,  sans  oublier  les  unites  : 
a)  le  decrement  logarithmique  8 ; b)  la  pseudo-periode  T ; 
c)  le  temps  r;  d)  la  constante  a. 


0 ou 
ee  sur 


0 Modelisation  d'un  oscillateur 

D’apres  Mines  d’Albi,  Ales,  Douai,  Nantes,  2008. 

Soit  un  point  materiel  de  masse  m,  en  mouvement  dans  le 
champ  de  pesanteur  g uniforme. 

1 • Etude  energetique  d’un  oscillateur 

a)  Definir  Fenergie  potentielle  associee  a une  force/7.  Pour 
une  force  de  rappel  elastique  de  constante  k,  determiner 
Fexpression  de  Fenergie  potentielle  en  fonction  de  l’ecart 
x a la  position  d’equilibre,  a une  constante  additive  pres. 

b)  On  considere  un  mouvement  conservatif  de  m sur  l’axe 
horizontal  Oy.  autour  d’une  position  d’equilibre  Y0,  avec 
Fenergie  potentielle  EP(y)  = E0  + a . (y  - Y0)2,  ou  a est  une 
constante  positive.  Etablir  F equation  differentielle  du 
mouvement  et  en  deduire  qu’il  s’agit  d’ oscillations  har- 
moniques  dont  on  precisera  Fexpression  de  la  periode. 

c)  Application : considerons  le  dispositif  horizontal  de  la 
figure  suivante. 

RaAtW^tVVV 

Les  ressorts  sont  identiques,  de  raideur  k et  de  longueur  a 
vide  L0,  tandis  que  les  points  d’attache  sont  distants  de 
2L0. 

Exprimer  EP(y ) si  y designe  l’ecart  a la  position  d’equi- 
libre, et  calculer  la  periode  T0  des  oscillations  de  m si 
m = 200  g et  k = 40  N/m. 

d)  On  envisage  l’existence  d’un  frottement  fluide  d’intensi- 
te  proportionnelle  a la  vitesse  de  m par  rapport  a l’axe  du 
mouvement : F = - ji.m.v  ou  ft  est  une  constante  positive. 
Donner  la  dimension  ou  l’unite  SI  de  1 3 . 

e)  Etablir  F equation  differentielle  du  mouvement.  Quelle 
est  la  valeur  numerique  maximale  de  ji  permettant  les 
oscillations  de  m ? 


^ Appliquer  le  theoreme  du  moment  cinetique  e 
la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  proj 
la  tangente  au  mouvement  (pour  eliminer  T). 
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EXERCICES 


2 • Moderation  d’un  dispositif  experimental 

a)  On  dispose  d’un  banc  a coussin  d’air  rectiligne  (Ox), 
incline  par  une  cale  de  hauteur  h d’un  angle  a par  rapport 
a l’horizontale,  selon  la  figure  ci-dessous.  Sur  ce  banc,  un 
aimant  est  fixe  a l’origine  0,  et  un  autre  aimant,  de  masse 
m,  est  fixe  sur  un  palet  mobile  sans  frottement : 


x 


Les  aimants  sont  orientes  de  telle  sorte  qu’ils  se  repous- 
sent  mutuellement.  La  possibility  pour  m d'osciller  autour 
d’une  position  d’equilibre  resulte  de  la  competition  entre 
la  repulsion  electromagnetique,  reduite  a une  force  notee 
F,  preponderate  lorsque  les  aimants  sont  proches,  et  le 
poids,  qui  devient  preponderant  lorsque  la  distance  aug- 
mente. 

Faire  un  bilan  des  forces  a 1’equilibre  sur  un  schema. 

b)  Sans  connaissances  prealables  en  electromagnetisme, 
on  cherche  dans  la  suite  a verifier  si  la  force  electroma- 
gnetique agissant  dans  cette  experience  peut  etre  modeli- 
see  par  une  loi  de  la  forme:  F(x ) = k(x0/x)"7x,  avec 
k > 0 et  n entier  naturel.  Exprimer  dans  cette  hypothese  la 
position  d’equilibre  xe  en  fonction  de  x0,  k,  m,  g,  L,  h et  n 
dans  le  cas  des  petits  angles  ( h « L). 

NB : cette  approximation  sera  toujours  utilisee  dans  la  suite. 

c)  On  mesure  xe  pour  differentes  cales,  puis  on  represente 
In  ( h ) en  fonction  de  In  ( xe/x0 ).  En  prenantx0  = 1 m,  dedui- 
re  des  mesures  ainsi  representees  ci-dessous  les  valeurs  de 
n et  de  k. 

On  donne : L = 120  cm  ; m = 189  g ; g = 9,81  m.  s-2. 


In  (h)  en  fonction  de  In 


— 2t 

+ 

+ 

-2,5;; 

-3;; 

-3,5;; 

-4- 
- 4,5  ■ 

-5T 

-3  -2,8  -2,6  -2,4  -2,2  -2 


Oscillateurs 


Valeurs  correspondantes : 


-(f) 

In  (h) 

-2,19 

-4,61 

-2,39 

-3,91 

-2,56 

-3,22 

-2,63 

-2,81 

-2,73 

-2,53 

-2,76 

-2,30 

-2,81 

-2,12 

d)  Exprimer  litteralement  l’energie  potentielle  totale  EP(x)  de 
m,  a une  constante  additive  pres,  en  fonction  de  x,  x0,  k,  m,  h, 
g,  L et  n,  puis  en  fonction  de  x,  x0,  xe,  k et  n seulement. 

e)  Lorsqu’on  se  limite  a des  oscillations  de  faible  amplitu- 
de autour  de  la  position  d’equilibre,  on  rappelle  qu’on  peut 
utiliser  pour  l’energie  potentielle  un  developpement  de 
Taylor  d’ordre  2: 

em-e* 

En  deduire  une  expression  de  EP(x  ~ xe)  sous  la  forme: 


-K(x 

2 


xe)2  + cste\  le  detail  de  la  constante  additive 


n’est  pas  demande,  mais  on  exprimera  la  constante  K en  fonc- 
tion de  xe,  Xq,  k et  n. 

f ) Justifier  qu’au  voisinage  de  l’equilibre,  la  resultante  des 
forces  subies  par  m equivaut  a une  force  de  rappel  elastique 
dont  on  precisera  la  constante  de  raideur  equivalente. 

g)  Toutes  choses  egales  par  ailleurs,  montrer  que  la  periode  T 
des  petites  oscillations  autour  de  l’equilibre  est  proportion- 
nelle  a une  puissance  de  h que  Ton  determinera;  en  deduire 
une  methode  de  mesure  de  n que  1’on  decrira  succinctement. 


'Portrait  de  phase  d'un  oscillateur 
pas  toujours  harmonique 

Les  deux  ressorts  sont  identiques,  ils  possedent  une  raideur 
k et  une  longueur  a vide  f0  . Le  point  M , de  masse  m , est 
mobile  sans  frottements  sur  l’axe  horizontal  (Ox)  (doc.  1). 
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Oscillateurs 


1 • Montrer  que  l’energie  potentielle  du  point  est : 

%v  = kx2  - 2k£0  Va2  + x2  + 2k£a  a 
si  on  impose  ^P(0)  = 0 . 

Q?  / \ 

On  donne  (doc.  2)  la  courbe  representative  de  — !©— , ou  : 

ka 2 

x € 

u = — , pour  differentes  valeurs  de  a=  — : 

a a 

a=  0,  a=  — , a=  — , a=  1 et  a=  1,5. 

10  2 

Commented 


2k  2k 

2 « On  pose  Qq  = — et  T0  = — . En  prenant  comrr 

nouvelle  unite  de  temps  T0  , montrer  que  F equation  diffi 
rentielle  d’ evolution  de  u s’ecrit : 


d2  u 2 
— - + 4k  u 
d?2 


/ 


V 


a 


\ll  + u2 


= 0 


3 • On  propose  les  portraits  de  phase  dans  le  plan  ( u , —). 

2k 

£ 

correspondant  a differentes  valeurs  du  rapport  a = — . 

a 


a)  Etude  de  la  courbe  pour  a = 1,5 

Les  conditions  initiales  choisies  sont  u( 0)  = 0 et  u( 0)  ^ 0 . 
Commenter  les  mouvements  decrits  par  ces  trajectoires  dans 
le  plan  de  phase  (doc.  3)  (on  se  limitera  aux  courbes  (1), 
(2),  (3)  et  (4))  et  les  evolutions  de  u(t)  (doc.  4)  ; faire  le 
lien  avec  la  courbe  ^P(n) . 

Placer  les  positions  d’equilibre  sur  le  plan  de  phase.  Que 
peut-on  dire  du  point  (0,0)? 


Doc.  3 

Portrait  de  phase  de  1’  equation  differentielle  : 
a Q = 0. 


VT 


+ u- 


Diverses  solutions  de  F equation  differentielle  : 

^ 12  = - 4 7 z2u  (1  — a ) avec  a =1,5  pour  x = 0 
d t2  VI +«2 

etx( 0)  = 2 ; x(0)  = 1,4  ; x(0)  = e ; jc(0)  = - 1,2. 

© © (D  ® 


b)  Etude  de  la  courbe  pour  a=  1 


Solution  de  I' equation  differentielle  pour  a = 1. 
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EXERCICES 


Expliquer  pourquoi  le  document  5 prouve  que  les  oscilla- 
tions ne  sont  pas  harmoniques. 

On  donne  la  courbe  u(t)  (doc.  6)  pour  les  conditions  initiales 
u(0)  = 0,5  et  m(0)  = 0 . 

Placer  les  points  A-l,A2,A3  et  A4  sur  cette  derniere  figure. 

c)  Etude  de  la  courbe  pour  a =0,1 

Commenter  et  expliquer  le  caractere  harmonique  ou  non 
des  petits  mouvements  (les  courbes  tracees  sur  le  document 
7 correspondent  aux  conditions  initiales  u( 0)  = 0,05 , 0,1 
et  0,2  , la  vitesse  initiale  etant  toujours  nulle.  Existe-t-il  ici 
une  trajectoire  frontiere  comme  pour  la  courbe  correspon- 
dant  a a=  1,5  ? Pourquoi  ? 

Donnees  : On  rappelle  que  : 

(1  +x)1 2  = 1 + nx  + — — —x2 *,  pour.v  <<  1. 


Doc.  7 

Portrait  de  phase  de  1’ equation  differentielle  : 

^ +4tt2»(I  - a ) = 0 avec  a = 0, 1 • 
d t sll+tP 


1)  Utiliser  l’expression  de  l’energie  potentielle  elas- 
tique  d’un  ressort. 

2)  Les  trajectoires  de  phase  entourent-elles  une  ou 
plusieurs  positions  d’equilibre  ? Sont-elles  elliptiques 
(ou  circulaires  suivant  les  variables  choisies  en 

abscisses  et  en  ordonnees)  ? Une  trajectoire  de  phase 
peut-elle  former  un  8 ? 

Pour  un  systeme  conservatif,  les  trajectoires  de  phase 
sont  des  trajectoires  isoenergetiques,  ce  qui  permet  de 

faire  le  lien  avec  la  courbe  1P(x)  (on  rappelle  que 
%P(x)  =£  %u  , car  est  & 0). 


Oscillateurs 


Etude  de  la  suspension 
d'un  vehicule 


D’apres  Mines  d Ales,  Albi,  Douai,  Nantes,  2006. 

Le  vehicule  etudie  est  modelise  par  un  parallelepipede,  de 
centre  de  gravite  G et  de  masse  M,  reposant  sur  une  roue 
par  l’intermediaire  de  la  suspension  dont  l’axe  OG  reste  tou- 
jours vertical. 

L’ ensemble  est  anime  d’une  vitesse  horizontale  v = vux. 
La  suspension,  quant  a elle,  est  modelisee  par  un  ressort  de 
raideur  constante  k = 1,0. 105  N.m-1  (de  longueur  a vide 
l0)  et  un  amortisseur  fluide  de  constante  d’amortissement 
constante  A = 4,0. 103  U.S.I.  La  masse  de  l’ensemble  est 
M = 1 000  kg. 

La  position  verticale  du  vehicule  est  reperee  par  zG  dans  le 
referentiel  galileen  propose  ayant  son  origine  sur  la  ligne 
moyenne  des  deformations  du  sol.  On  note  z0  la  cote  du 
centre  de  la  roue  par  rapport  au  niveau  moyen  de  la  route. 


La  route  est  parfaitement  horizontale. 


L’amortissement  entre  M et  la  roue  introduit  une  force  de 
frottement  fluide,  exercee  par  l’amortisseur  surAf,  qui  s’e- 

Cnt : - „ /dZ  dZ  \ _ 


1 • La  route  est  parfaitement  horizontale  (fig.  1) 

1. 1.  La  route  ne  presente  aucune  ondulation  et  le  vehicule 
n’a  aucun  mouvement  vertical.  Determiner  la  position  zG 
de  G lorsque  le  vehicule  est  au  repos. 

1. 2.  Suite  a une  impulsion  soudaine,  le  vehicule  acquiert 
un  mouvement  d’oscillations  verticales.  On  cherche  dans 
cette  question  a etablir  Fequation  differentielle  caracteris- 
tique  du  mouvement  par  une  methode  energetique. 
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EXERCICES 


Oscillateurs 


On  etudie  le  mouvement  par  rapport  a la  position  d’equi- 
libre  etablie  precedemment.  On  posera  z = zG  - zG  . 

1.2.  a)  Etablir  l’expression  de  l’energie  potentielle  de 
pesanteur. 

1.2. b)  Etablir  l’expression  de  l’energie  potentielle  elas- 
tique. 

Les  energies  potentielles  seront  exprimees  en  fonction  de 
z et  a une  constante  additive  pres. 

1.2. c)  Appliquer  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  a la 
masse  et  en  deduire  F equation  differentielle  en  z caracte- 
ristique  du  mouvement. 

1.2. d)  Dessiner,  qualitativement,  les  allures  envisageables 
de  la  fonction  z(t).  (la  resolution  de  l’equation  differentiel- 
le n’est  pas  demandee). 


2 • La  route  est  ondulee  (fig . 2) 

Le  vehicule  se  deplace  a la  vitesse  horizontale  v sur  un  sol 
ondule.  L’ondulation  est  assimilee  a une  sinusoide  de 
periode  spatiale  L et  d’ amplitude  A.  z0  peut  alors  s’ecrire 
z0  = R + A cos  cot. 

On  etudie  maintenant  le  mouvement  par  rapport  a la  posi- 
tion d’equilibre  etablie  precedemment. 

On  posera  z = zG  - zG^. 

Pour  les  applications  numeriques  on  prendra  L = 1 m ; 
A = 10  cm. 

2. 1.  Quelle  est  F unite  de  X ? 

2. 2.  Exprimer  © en  fonction  de  v et  L.  Verifier  Fhomoge- 
neite  du  resultat. 

2.3.  En  appliquant  le  principe  fondamental  de  la  dyna- 
mique  a la  masse  M dans  le  referentiel  terrestre  suppose 
galileen,  etablir  l’equation  differentielle  en  z regissant  le 
mouvement. 

2.4.  Justifier  qualitativement  le  fait  que  l’on  recherche  la 
solution  z(f)  de  cette  equation  differentielle  sous  une 
forme  sinusoi'dale  z(t)  = zmax.cos  (cor  + (j)). 

2. 5.  Resolution  par  la  methode  des  complexes 

On  pose  z = Z.e1™,  reponse  complexe  du  vehicule  a l’ex- 
citation  sinusoi'dale  et  z0  - R = As- ><of. 


2. 5.  a)  Montrer  que 


z 

A 


M+/ 


©A 

M 


2 . k k 

- CO2  + ]©  — + — 
M M 


avec  j le 


complexe  tel  que  j2  = - 1 puis  que  Ton  peut  mettre  sous  la 
Z l+'~W~  H 

forme  — = . — ! = — ; Exprimer  alors  con, 

A , co1-  . co  H2  f 0 

_ 1 T-+  /— 

®0  G® 0 

CO\  et  Q en  fonction  de  k,  k et  M. 

2.5.b)  Calculer  numeriquement  <y0,  col  et  Q.  N’oubliez 
pas  les  unites. 


2. 5.  c)  Donner  l’expression  du  module 
(Oo,  col  et  Q. 


Z 

A 


en  fonction  de 


2. 6.  Etude  frequentielle 

On  souhaite  maintenant  etudier  F amplitude  des  oscilla- 
tions en  fonction  de  la  vitesse  de  la  voiture.  Pour  cela,  on 


etudie  done 


en  fonction  de  co. 


Z 

2. 6. a)  Tracer  Failure  du  diagramme  de  Bode  relatif  a 


2.6. b)  C0r,  valeur  de  ©pour  laquelle  l’amplitude  est  maxi- 
male, est  de  l’ordre  de  grandeur  de  ©0.  Quelle  est  la  valeur 
de  v correspondante  ? calculer  F amplitude  des  oscillations 
du  vehicule  pour  © = ©0. 

2. 7.  Application 

Dans  le  film  « Le  salaire  de  la  peur  »,  Yves  Montand 
conduit  un  camion  (ffl0  = 25  s_1)  charge  de  nitroglycerine. 
II  passe  sur  une  tole  ondulee  de  periode  spatiale  1 m et 
pour  laquelle  A = 10  cm.  Afin  d’eviter  l’explosion  du  char- 
gement  il  doit  traverser  la  tole  a une  vitesse  inferieure  a 
5 km/h  ou  superieure  a 50  km/h.  Justifier  qualitativement 
ceci  a l’aide  des  resultats  precedents. 


O "Reponse  harmonique  stabilisee 

Le  pendule  simple  de  masse  m represente  sur  la  figure 
(doc.  1)  est  lie  par  deux  ressorts  identiques  de  raideur  k et 
longueur  €0  a vide. 

Au  repos,  l’abscisse  x est  nulle  lorsque  y = 0. 

On  fera  F approximation  des  petits  angles  pour  etudier  le 
mouvement. 


1 • Quelle  est  la  pulsation  propre  ©0  du  systeme  ? 

2 • Le  point  A est  mobile,  anime  d’un  mouvement  sinu- 
soidal, se  depla5ant  de  y(t)  = Ym  cos  cot  par  rapport  a sa 

position  fixe  precedente.  On  note  (I2  = — . 

m 

En  supposant  qu’un  regime  permanent  est  etabli,  determi- 
ner F amplitude  Xm  du  mouvement  de  M , et  le  dephasa- 
ge  cp  de  son  deplacement  x(t ) par  rapport  au  deplacement 
y(t)  du  point  A.  Tracer  les  variations  de  Xm  et  cp  en  fonc- 
tion de  ©. 

3 • Discuter  la  modification  des  resultats  lorsqu’on  tient 
compte  d’un  amortissement  du  pendule,  couple  avec  une 
palette  plongeant  dans  un  liquide,  a l’origine  d’une  force 
de  frottement  F = - h x ex . 
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Oscillateurs 


EXERCICES 


4 • On  souhaite  que  le  deplacement  Xm  varie  (a  Ym 
donne)  au  plus  de  10  % sur  une  plage  de  frequence  aussi 
large  que  possible.  Quelle  valeur  faut-il  donner  au  facteur 
de  qualite  de  l’oscillateur  pour  realiser  cette  condition  ? 


1)  Ecrire  F equation  du  mouvement,  en  utilisant 
cos  9 — 1 et  sin  9 — 9 a l’ordre  d’ approximation 
lineaire. 

2)  et  3)  Le  regime  sinusoidal  force  est  etabli,  utiliser 
la  notation  complexe  accelere  la  recherche  de  la  solu- 
tion x(t)  correspondante. 

4)  Utiliser  Failure  des  courbes  de  reponse  Xm(a>) 
possibles  pour  choisir  le  bon  cas  de  figure  a utiliser. 


Oscillateur  parametrique 


Un  pendule  simple  (doc.  1)  constitue  d’un  fil  inextensible 
de  masse  negligeable  et  d’un  point  materiel  M de  masse 
m est  accroche  au  point  O',  mobile  le  long  de  l’axe  ver- 
tical (Ox). 


■y 


8 


x 

Doc.  1 


1 • Le  point  O'  est  immobile  : D(t)  = 0. 

Quelle  est  l’equation  du  mouvement  du  pendule  ? Quelle 
est  la  pulsation  propre  w0  des  petites  oscillations  ? 

2 • Le  point  O'  est  anime  d’un  mouvement  oscillant  : 
D(t)  = Dm  coscot. 

a)  Etablir  l’equation  du  mouvement : 

9 + ©o  (1  + h(t))  sin#  = 0 , 
en  precisant  l’expression  de  h(t) . 

b)  En  supposant  l’angle  9 petit,  et  l’excitation  tres  faible, 
montrer  que  l’oscillateur  harmonique  risque  d’entrer  en  reso- 
nance si  on  donne  a la  pulsation  co  une  valeur  particuliere. 

c)  La  resolution  numerique  de  F equation  donne,  pour 
(O  = 2 <y0,  le  resultat  ci-apres  (doc.  2). 


Commenter.  On  essaiera  en  particulier  d’interpreter  les  bat- 
tements  de  l’amplitude  d’oscillation  qui  sont  observes. 


1)  Projeter  convenablement  F equation  donnee  par  la 
relation  fondamentale  de  la  dynamique. 

2)  a)  Faire  de  meme  en  tenant  compte  du  mouvement 
de<7. 

b)  Mettre  l’equation  sous  la  forme  d’une  equation 
d’oscillateur  avec  second  membre  excitateur. 

c)  Les  oscillations  du  pendule  sont-elles  isochrones 
pour  toutes  les  valeurs  de  son  amplitude  d’oscillation  ? 


QD  ’Systeme  auto-excite  : 

oscillateur  de  Van  der  Pol 

1 • Preliminaire 

Soit  un  oscillateur  regi  par  Fequation  d’evolution  : 

(On  ■ 2 „ , . ... 

x + + ®o-v  = 0 en  regime  hbre. 

a)  Lorsque  Q > 0,  quel  comportement  limite  (t  °°)  peut- 
on  attendre  pour  Foscillateur  evoluant  a partir  de  condi- 
tions initiales  a priori  quelconques  ? 

b)  Qu’en  est-il  pour  Q < 0 ? 

c)  Quel  est  le  cas  limite  separant  ces  deux  comportements  ? 

2 • On  s’interesse  a Foscillateur  de  Van  der  Pol,  dont  Fe- 
quation differentielle  d’evolution  est : 

(Les  simulations  sont  donnees  pour.Y0  = 1 et  t»0  = 1 rad.s-1.) 
a)  Lache  sans  vitesse  initiale  pour  x(0)  = 0,1  ou  4,  pour 
Q = 5,  l’evolution  du  systeme  est  representee  sur  le  docu- 
ment 1. 

Commenter  qualitativement  ces  resultats. 
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Oscillateurs 


b)  Pour  Q - 10,  1 ou  1/3,  a partir  d’autres  conditions 
initiales,  on  a represente  les  trajectoires  de  phase  de 

l’oscillateur  (doc.  2)  dans  le  plan  ( — , — — ]. 

\ X0  COqXo  J 


Q=  10 


Doc.  2 


Que  peut-on  dire  du  comportement  asymptotique  du  sys- 
teme? 

Les  oscillations  peuvent-elles  etre  harmoniques  ? 

3 • On  se  place  desormais  dans  le  cas  ou  le  regime  limite 
est  pratiquement  sinusoidal  : 1/Q,  note  e,  sera  traite 
comme  un  infiniment  petit  d’ordre  1 dans  les  calculs  qui 
suivront,  et  on  cherche  une  solution  presque  sinusoidale 
de  la  forme  : 

x(t ) = x0  [ A cos (co0t)  + B(t)  ] . 

La  « correction  » B(t ) sera  traitee  comme  un  infiniment 
petit  d’ordre  1 en  e. 

a)  D’apres  les  simulations,  quelle  est  la  valeur  de  A ? 

b)  Deduire  de  1’ equation  du  mouvement,  developpee  a 
l’ordre  1 en  e,  l’equation  d’evolution  de  B(t). 


c)  La  solution  B(t)  etant  stable  au  vu  des  simulations, 
exprimer  la  solution  obtenue  en  regime  permanent  etabli, 
et  la  solution  complete  (mais  approchee)  x(f). 

Quels  sont  les  harmoniques  du  signal  mis  en  evidence 
dans  cette  etude  ? 


1)  Rechercher  les  racines  de  l’equation  caracteris- 
tique  et  en  deduire  la  convergence  ou  la  divergence 
des  evolutions  correspondantes  suivant  le  signe  de  Q. 

2)  On  remarquera  un  comportement  qui  semble 
periodique  au  bout  d’un  temps  « suffisamment  » 
long. 

3) a)  et  b)  Une  lecture  rapide  des  simulations  donne 
une  valeur  approchee  de  A ; cette  valeur  sera  confir- 
mee lors  de  la  recherche  de  l’equation  differentielle 
verifie  par  B(t)  : les  termes  d’ordre  0 doivent  dispa- 
raitre,  et  seuls  les  termes  d’ordre  1 en  e ou  B doivent 
rester. 

c)  La  solution  de  l’equation  differentielle  precedente 
en  B(t)  fait  apparaltre  deux  harmoniques  w0  et  3 CO0. 
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Q Associations  de  ressorts 

Premier  cas  : La  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
appliquee  a la  masse  m s’ecrit,  en  projection  sur  l’axe  : 

(Ox)  :mx  = - A2(€2  - ^02)  ■ 

II  reste  a exprimer  t2  en  fonction  de  la  position  x de  la 
masse  m (l’origine  de  l’axe  est  prise  en  0 , point  d’ attache 
du  premier  ressort).  Pour  cela,  on  applique  la  relation  fonda- 
mentale de  la  dynamique  au  point  materiel  sans  masse  A : 

0 = - k1(£l  - -C 10)  + k2(€2  - €20)  ■ 

Onendeduit  = €10  + ^(f2  - €20), 


d’oil  : 


soit : 


X=  f j + i2  : 


1 + flJfr 


Ad  £ ^20 


^2  “ ^20  : 


1 k | + k2 


\(x-L,X 


avec  L0  - + €02 . 

L’ equation  du  mouvement  est  done  : 

mx  = — (x  - L0) . 

*1  + *2 

La  masse  decrit  bien  un  mouvement  periodique  de  periode  : 


T = 2k 


m(k,  + k2) 
k\k2 

L’ association  des  deux  ressorts  en  serie  est  equivalente  a un 

k\k2 


ressort  unique  de  raideur  K - 


(et  de  longueur  a vide 


k\  + k2 

^01  + ^02)- 

Second  cas  : La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  appli- 
quee a la  masse  m s’ecrit,  en  projection  sur  l’axe  (Ox): 

mx=  - ki(€\  - €0i)  + k2(t2  - €02) 

= - k\(x  - €01)  + k2(L  - x - €02) , 

avec  L longueur  totale  du  systeme 

soit  :mx  = - (Ay  + k2)(x  - L0)  avec  L0  = ^1^01 — ^2^02  + . 

(h  + k2) 

La  masse  decrit  bien  un  mouvement  periodique  de  periode  : 
T=2k 


Ay  + ki 


L’ association  de  ces  deux  ressorts  en  parallele  est  equivalente 
a un  ressort  unique  de  raideur  K=kl  + k2. 

Les  ressorts  s’associent  en  serie  ou  en  parallele  comme  les 
conductances  ou  comme  les  capacites  (cf.  H-Prepa,  Tout  en 
un,  1K  annee). 


Remarque  : On  pent  aussi  associer  les  ressorts  en  parallele 
de  lafaqon  suivante  ; les  resultats  sont  equivalents  : 

Ay€0i  + k2t02 


K = kx  + k2  et  L0  - 


Ay  + k2 


C)  Oscillateur  amorti  de  facteur 
de  qualite  eleve 

1 • Pour  un  oscillateur  harmonique  dont  l'equation  d’evolu- 
tion  est  : 

2 Ik 

mx  + k x = 0 ou  x + co0x  = 0 avec  co0  = / — 

V m 

1 y 2 

l’energie  est : % = — kxm 2 = — mco~0xm2, 

ou  xm  est  1’ amplitude  d’oscillation. 

Pour  l’oscillateur  faiblement  amorti,  l’equation  du  mouve- 
ment est : 

x + — x+  co20  = 0 

Q 

dont  la  solution  est  de  la  forme  : 

O)0t 


x(t)  = x0  exp 


2 Q 


cos  (cot  + tp) 


avec  o = ft)0  , / 1 - 


1 


4 Q2 


L’energie  diminue  done,  sur  une  periode,  d’un  facteur  : 
COq 

Q 


expl  - -^2. . j qUi  yaut  ici  1-5  %.  On  a done  : 


co 


5 % — — = — car  co  — co0. 

Q co  Q 


Le  facteur  de  qualite,  eleve,  vaut  Q — 


2k 

5% 


= 126. 


Les  pseudo-frequence  et  frequence  propre  different  alors,  en 
valeur  relative,  de  : 


f-fo 

CO  - co0 

J 1 1 1 

to 

COQ 

A/  AQ2 

1 


8 Q2 


= 8.10-6. 


Cet  ecart  relatif  est  ici  negligeable. 
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CORRIGES 


Oscillateurs 


2 • L’ amplitude,  proportionnelle  a exp|-  est  divisee 

par  e au  bout  du  temps  X = -^=~,  soit  au  bout  de  n periodes. 

Ok 

x x 20 

n = — — — = — ^ = 40. 

T Tq  2k 

Cette  valeur  elevee  est  bien  la  marque  d’un  oscillateur  faible- 
ment  amorti. 

3 • Apres  Q oscillations,  1’ amplitude  est  egale  a : 

40  = „exp(-^,)=.,p«p 

Soit : x(t)  — x0  exp(-  7t)  — 0,043  x0 . 

Remarque  : Le  nombre  d’  oscillations  « accessibles  » ou  « visi- 
bles » donne,  avec  une  bonne  precision,  la  valeur  dufacteur  de 
qualite  d’un  oscillateur  amorti. 


Oscillateur  harmonique  amorti 
par  frottement  solide 

1 • Le  coefficient  de  frottement  / n’a  pas  de  dimension. 

2 • A l’abscisse  x0,  le  point  M est  soumis  : 

- a son  poids  et  a la  reaction  normale  du  support,  qui  se  com- 
pensent  : ||JV||  = /ng; 

- a la  reaction  tangentielle  T =Tex\ 

- a la  force  de  rappel  du  ressort  F = - k x0  ex . 

L’ acceleration  peut  etre  nulle  si  T = k xa.  Ceci  n’est  possible 

que  pour  |T|  <fmg,  done  pour  \x0\<^-^-  = a. 


3  • Le  rappel  du  ressort  l’emporte  initialement  sur  la  reaction 
tangentielle,  et  le  point  M glisse  dans  le  sens  des  x decrois- 
sants, done  T = +fmg,  et  l’equation  du  mouvement  est : 
m 'x  = - lot  +fmg. 

Le  point  M quitte  l’abscisse  x0>  a avec  une  vitesse  nulle, 
done  : 


x (t)  = (jr0  - a)  cos(o0  t)  + a , avec  a>0  = 


Le  point  M s’arrete  a nouveau  a t = — = , (une  demi- 

2 

periode),  a l’abscisse  X\  = - x0  + 2a . 

4  • L’equilibre  en  x\  est  impossible  si  x1  < - a,  soit  x0>  3a. 
Dans  ces  conditions,  le  rappel  du  ressort  l’emporte  sur  le  frot- 
tement et  le  point  M repart  dans  le  sens  des  x croissants,  avec 

T = -fmg,  soit:  ..  , 

mx  = - kx-j  mg 

T 

dont  la  solution  pour  < t < T0  est  : 


x(t)  = {xi  + a)  cos 


a = (x0-  3a)  cos(o0r)  -a. 


Cette  phase  se  prolonge  jusqu’a  t =T0,  a l’abscisse  : 
x2  = x0-  4 a . 


5  • Les  points  d’ arret  successifs  sont  donnes  par  : 
jc0,  Xi=-x0  + 2a,  x2  = Xq  - 4 a,  x2  = -x0  + 6a,  x^  = x0-  8 a,  etc . 
L’ arret  definitif  sera  obtenu  apres  n demi-oscillations,  lorsque 
|jrn|  < a est  verifie  pour  la  premiere  fois. 

L’ evolution  de  la  position  x(t)  est  constitute  d’un  ensemble 
de  demi-oscillations  harmoniques,  de  meme  « demi-perio- 
des  »,  centrees  en  x = -a  a la  descente,  en  x = + a a la  mon- 
tee.  L’ evolution  des  elongations  successives  est  en  progres- 
sion arithmetique  de  pas  egal  a 4 a . 

La  trajectoire  de  phase  est  constituee,  dans  le  plan  x,  — — ), 

\ ®o/ 

d'un  ensemble  de  demi-cercles  successivement  centres  en 
(-  a,  0)  et  en  (+  a,  0) . 


Doc.  1.  Evolution  x(t). 
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O Pendule  simple  amorti 


1 • Le  point  materiel  est  soumis  a : 

- son  poids  P = mg  = mg  (cos  0er  - sin  9~eg)  ; 

—¥ 

- la  traction  du  fil  T =Ter  (radiale  pour  un  fil  ideal) ; 

- la  force  du  frottement  / = - a v = - at  6ee. 

La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit : 

ma  = P +T  +/  , 

en  projection  sur  eg  on  obtient  mW=  - mg  sin0-  adt. 
Si  on  se  limite  aux  petits  angles,  cette  equation  devient : 
mid  + at6  + mgd=  0 . 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme  : 


d26  2 dd  2a  n , 2 a 

— P + + cold  = 0,  ou  - = 

dr  r dr  r m 


soit  : 


T = — — et  (0 o = J— . 
a 


X est  la  duree  caracteristique  de  l’amortissement. 


2 • On  obtient  un  regime  pseudo-periodique  si  le  discrimi- 
nant de  l’equation  caracteristique  est  negatif,  c’est-a-dire  si : 


1 


— -ft) o < 0,  done  si  O)0T>  1 . 
T2 


La  pseudo-pulsation  est : 

co 


\i  ®o  _ 2 - fflov  1 ry 

V r2  V (ft>0 1)2 


et  la  pseudo-periode  T = 


2k 


CO 


6(  t)  est  de  la  forme  : 


done  : 


9(t)  = exp(-  — (A  cos  (cot)  + B sin(ft>r)). 


0«  + n = exp|-^0«)  et  S- 


1 

r’ 


3 • a)  Pour  determiner  S , on  utilise  les  points  B et  C : 

0,11. 


<S=ln(^U(8^ 


\0CI  18,02/ 

b)  Entre  les  points  A et  D , on  compte  sept  pseudo-periodes, 
d’oit : T = — — — = 1,1  s. 


c)  T- 


= 10,1  s. 


2m 


d)  a=  ~ = 9,3. 10-2  N.m- *.s. 
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Oscillateurs 


(3 


CORRIGES 


0 Moderation  d'un  oscillateur 

1 • Etude  energetique  d’un  oscillateur  : 

a)  E = - gradEp. 

Si  F = - kxux  Ep  = — kx2,  a une  constante  additive  pres. 


b)  Ep(y)  = E0  + a(y  - Y0)2  donne  F = - 2a(y  - y0)  uy 
Le  principe  fondamental  de  la  dynamique  applique  a la  masse 
m dans  91  galileen  s’ecrit : 

d2y 


m -ry  uy  = - 2a(y  - y°)  uy. 


c ..  d2y  2a  2a 

Soit  — y-  + — y = — y0- 
d t~  m m 


On  obtient  l’equation  d’un  oscillateur  harmonique  de  periode 
m 
2a 


T=2nJ—. 


1 

h-i  ////// 

m 

/ 

o y 

0 1 

y 

-0 

La  force  totale  agissant  sur  m est : 

F = - Ary  My  - k(L0  -y- L0)(-  uy). 

F = - 2 ky  uy . 

EJy)  = ky2.  On  a alors  T0  = 2n,  — = 0,32  s. 


2k 


A)F=-fjmv.  /Jestens  '. 
e)  On  a alors  my  = - 2 ky  - /5my. 


n-  2k  A 

y +Py  + — y = o. 

m 


L’equation  caracteristique  associee  est : 
^2. 


r2  + fir + — = 0. 
m 


A = p2-  — 
m 

m pourra  osciller  si  A < 0,  soit  P < pmn  = \ — = 40  s '. 

V m 

2 • Modelisation  d’un  dispositif  experimental 


A l’equilibre  : 
mg  + F + R = 0. 


b)  En  projection  sur  l’axe  des  x,  on  a : - mg  sin  a + F = 0. 
On  se  place  dans  1’ approximation  des  petits  angles  : 


sin  a~  a~  — . 

L 


On  a alors  : k(— ) = mg 

\xe ) L 


CORRIGES 


E) 


Oscillateurs 


mg  \xe) 

In  h = In  l-^2-)  + n In 

\mg)  \XJ 

La  pente  de  la  droite  obtenue  en  tragant  In  (/?)  en  fonction  de 
In  est  - n. 

On  obtient : n = 4 In  (-^-)  = - 13,5  k = 2. 10-6  SI. 

\mg  / 

d)  A l’abscisse  x,  la  masse  m possede  une  energie  potentielle 
de  pesanteur  mg  x sin  a. 

De  plus,  la  force  F derive  d’une  energie  potentielle  Epp. 

F = - grad  Epp  soit  = - k[^~ j . 


EPp  = - kxn0 


1 -n 


a une  constante  additive  pres. 


Ep(x)=Epp  + mg^x  = k-^L-xl  n + mgxrx. 

On  peut  eliminer  h de  cette  expression  en  faisant  intervenir  xe. 


Jl 

L 


EJx)  = k 


v " 

*0  Vl-/I 

n 

dEn  . x 


n-  1 


+ k[^-\x. 


e)^=-^+H3- 


d 2E„ 


- = kn 


xfi 


D’oil  Ep( x = xe)  = Ep( x = xe)  + kn  — ^L-  j (x  - xe)2. 

Yn 

K = kn-^-r. 


f)  Au  voisinage  de  jc  = xe,  on  a done  une  force  de  rappel  qui 
s’ecrit  - K( x - xe),  correspondant  a une  constante  de  raideur 
equivalente  K. 

Vffl 


T=  2k 


knxa 


Or  = x0 


mgh\~~ 
kL 


Done  T est  proportionnelle  a h 2n  . 

Si  on  fait  la  mesure  de  T pour  differentes  valeurs  de  h,  on 
pourra  en  deduire  la  valeur  du  coefficient  n. 


Q Portrait  de  phase  drun  oscillateur 
pas  toujours  harmonique 

1 • Les  ressorts,  identiques,  ont  le  meme  allongement : 

A(  = \ja2  + x2  - (0. 


L’ energie  potentielle  emmagasinee  est  done  : 

%r  = 2 — k A€2  + K 
2 

= kx2  -2  k (0  \la2  + x2+  k (q  + ka 2 + K. 


L’  energie  potentielle  est  definie  a une  constante  pres,  et  le 
choix  ^p(O)  = 0 impose  K = 2 k L0  a - ka2. 

Soit  Up  = k x2  - 2k  i o \/<r/2  + x2  + 2k  (0  a. 

Sur  les  courbes  fournies  on  voit  que  : 

• si  a>  1 , il  y a deux  positions  d’equilibre  stables  symetriques 
par  rapport  a 0 et  une  position  d’equilibre  instable : le  point  0 \ 

• si  a < 1 , il  y a une  seule  position  d’equilibre  : le  point  0 ; 
elle  est  stable  ; 

• si  a=  1 , le  point  0 est  encore  la  seule  position  d’equilibre, 
elle  est  stable  mais  la  courbe  est  « plus  plate  » que  pour 
a < 1 (les  trois  positions  d’equilibre  que  1’on  obtient  pour 
a > 1 sont  confondues  : x = 0 est  racine  triple  de  la  derivee). 


2 • Le  theoreme  de  l’energie  cinetique  donne  : 

: cte, 


1 / dr  \2  ™ 

— m — + 


d? 


soit  encore  : 


1 


du 


— ma2(—j- 1 + %v(u)  = cte 


avec  : 


%v(u)  = ka2[u2  - 2ay  1 + u2  + 2a). 


En  derivant,  on  obtient  : 


ma 2 


d2u 
d t2 


— + 2 ka2  u—-  2 ka2  a “ — = 0, 

d t dt  y 1 + u2  dt 


ce  qui  donne  : 


d 2u  2k  2k  u 

= h + -«- . 

df-  m m y 1 + u2 

La  nouvelle  unite  de  temps  T0  impose  t = t'T0  , 


soit : 


done  : 


d2w 

1 d2« 

df2 

Tl  df'2’ 

d2u 

-2^„ft- 

df'2 

m \ 

a 


yjl  + ll1 


Sachant  que  i2l  = — et  T0  = — , cela  conduit  a : 
m k20 


d 2u 
At2 


■ 47t2i(  1 - 


a 


y 1 + u2l 

avec  la  nouvelle  unite  de  temps. 


3 • a)  Les  courbes  (1)  et  (2)  correspondent  a des  mouve- 
ments  oscillatoires  autour  d’une  des  deux  positions  d’equili- 
bre stable.  La  trajectoire  de  phase  representee  par  la  courbe 
(1)  est  elliptique  : les  petits  mouvements  du  point  sont  (qua- 
siment)  harmoniques,  la  courbe  (2)  n’est  pas  du  tout  ellip- 
tique (en  forme  d’oeuf) : les  mouvements  un  peu  plus  grands 
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sont  periodiques,  mais  non  harmoniques.  Ces  deux  courbes 
correspondent  a une  energie  totale  du  systeme  inferieure  a 0. 
La  courbe  (3)  est  en  fait  composee  de  deux  trajectoires  (deux 
separatrices),  elles  s’arretent  a la  position  d’equilibre  instable 
(0,0).  Elles  correspondent  a une  energie  totale  nulle. 

La  courbe  (4)  represente  un  mouvement  periodique  de  grande 
amplitude,  non  harmonique  ; elle  correspond  a une  energie 
totale  positive  et  entoure  les  trois  points  singuliers. 


b)  Les  trajectoires  de  phase  representees  ne  sont  manifeste- 
ment  pas  elliptiques  (elles  ont  une  forme  d’anneau  de  patinage 
de  vitesse  !) : les  petites  oscillations  ne  sont  pas  harmoniques. 
On  peut  verifier  que  le  developpement  de  L energie  potentielle 
au  voisinage  de  x = 0 , a Lordre  le  plus  bas  non  nul,  est : 

*P  00  = 1*4- 


Ce  n’est  pas  une  approximation  parabolique,  et  le  rappel  exer- 
ce  par  les  ressorts  vers  l’equilibre  x = 0 n’est  pas  lineaire.  Les 
points  A1  et  A2  sont  des  extremum  de  x , les  points  A3  et 
A4  sont  des  points  ou  x s’annule. 


d2u 

d/2 


= - 4n2u 


avec  a=  1. 


c)  La  courbe  correspondant  a x(0)  = 0,05  est  elliptique  (elle 
semble  circulaire)  : les  petites  oscillations  sont  harmoniques. 
En  effet,  quand  a est  different  de  1,  le  terme  preponderant 
dans  le  developpement  de  l’energie  potentielle  au  voisinage  de 
0 est  en  jc2  . II  n’existe  pas  ici  de  courbe  frontiere,  car  il  n’y  a 
pas  de  position  d’equilibre  instable. 


Etude  de  la  suspension 
d'un  vehicule 

D’apres  Mines  d’ Ales,  Albi,  Douai,  Nantes,  2006. 

1 • La  route  est  parfaitement  horizontale  : 

1.  Lorsque  le  vehicule  est  au  repos,  la  force  F est  nulle. 
zG  est  alors  donne  par  : Mg  - k(zG  - R - €0)  u,  = 0 

z =(0-^l  + R. 

G“>  o k 

2.  a)  P = - Mg  u , = - grad  Ep  Epi  = Mgz  en  prenant  l’ori- 
gine  de  l’energie  potentielle  en  zG^. 


Oscillateurs 


(3 


CORRIGES 


b) / = - k{za  -R -t0) u.  = - grad  Epi 
EP2  = ^-k(za-R-€o)2  + cte. 

z0  - R ~ to  = z + zGcq  - R - t0  = z - 


On  peut  garder  par  exemple  Epi  = k^z  - j . 


c) 


d^c  + d£pi 

d t 


df 


dE^ 
d t 


- = F.Vq  Vq=  vux+  zuz  . 


d (1 


1 


1 


dt  V2 


La  route  etant  horizontale,  z0  = 0. 
Apres  simplification  par  z,  on  obtient : 

Mz  + Mg  + k(z  - -pj  = - Ai. 

M'z  + Xz  + kz  = 0. 


Soit  dL  j _L  Mv2  + Mz 2 ) + — ( Mgz  + -k-  k[z  - 


k 

■-  A(z  - z0)z. 


2 • La  route  est  ondulee  : 

1.  X s’exprime  en  kg.s-1. 

2.  La  sinusoide  a une  periode  spatiale  L,  done  elle  s’exprime 

en  cos  27t  — . 

L 


Pour  le  vehicule,  on  a x ■ 

c-l 


vt  done  co 


2np  . 

■ — qut  est  bten  en 


3.  Mz  + Mg  + k(zG  - z0  - €0)  = - X(z  - z0) 


avec  zG  - z0  - €0  - z - z0 — . 

K 

4.  Le  regime  transitoire  tend  rapidement  vers  une  reponse 
nulle  du  systeme.  z(t)  ne  comportera  alors  qu’une  reponse  a 
1’excitation  forcee  de  pulsation  ffleontenue  dans  z0(7). 

5.  a)  En  utilisant  la  notation  complexe,  l’equation  differen- 
tielle  du  mouvement  donne  : 

(-  Mco2  + k + jXco)Z  = {k  + jXco)A. 
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CORRIGES 


Oscillateurs 


A,  AA 

M M I 


2 . A k 

- CO-  +JCO  —+  — 

M M 


1 


1 +j 


CO 

COi 


CO 2 . CO 

col  1 fifflo 


Vk  k 
M = T et  ^ = 

b)  COq  = 10  rads-1.  ©[  = 25  rads-1 


c) 


A 


y,  a>2  \2  ©2  \1/2 

A / + 22®§  / 


iMk 
A ’ 

e = 2,5. 


Alors  |Z|  = 27  cm. 

7.  Pour  ©q  = 25  s-1  v ~ 14,3  km/h  donne  l’amplitude  maxi- 
male des  oscillations.  Pour  eviter  d’ avoir  une  trop  grande 
amplitude  de  vibration,  il  faudra  done  choisir  une  vitesse  fai- 
ble  (<  5 km/h)  ou  une  vitesse  elevee  (>  50  km/h),  en  fait  en 


dehors  de  la  bosse  formee  par  log 


Z_ 

A 


0 Reponse  harmonique  stabilisee 

1 • Pour  de  petits  angles,  le  vecteur  ex  est  pratiquement 
confondu  avec  le  vecteur  ee , et  les  tensions  des  ressorts  don- 
nent  des  efforts  pratiquement  horizontaux.  En  projection  sur 
ee , l’equation  du  mouvement  nous  donne,  la  force  de  traction 
du  fil  etant  radiale  : 

ml  d = - mgd-  k(x  + € - £0)  + k(£  - x - (0) 
soit,  avec  x = (6  pour  de  petits  angles  : 

2 I s 2k 

x + COq  x = 0 avec  co0  = , / — + — . 

V L m 

2 • Dans  l’equation  du  mouvement,  le  terme  k(x  + € - €0) 
devient  ici  k(x  + (,  - y - €0),  done  : 

x + of0x  = fl2  y. 

On  en  deduit,  en  supposant  un  regime  permanent  sinusoidal 
de  pulsation  CO  etabli  (il  faudrait  done  en  toute  rigueur  un 
petit  peu  de  frottement)  : 


Or 

x(t)  = — Ym  cos  cot  = Xm  cos  (cot  + cp) 

co0-  co2 

avecX,,-— l'.e,j*’-0si0<Y<‘°« 
|©0-©2|  [cp  = -nsico>  co0 


3 • En  notant  — = , il  vient : 

m Q 


■ — 2-X  + COq  X = y . 

Q 


En  utilisant  la  notation  complexe,  on  obtient : 

n2 


x = XmeJV-- 


, . COCOn  2 — 

— CO-  + ] ~~  + COq 


et  done  en  notation  reelle  : 

x(t ) = Xm  cos(®i  + cp) 


On  obtient  alors  les  courbes  suivantes  (doc.  4 et  5)  : 


56 
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CORRIGES 


Lorsque  Q > -L , la  pulsation  de  resonance  : 

V2 

est  d’autant  plus  proche  de  la  pulsation  propre  co0  que  le  fac- 
teur  de  qualite  est  eleve. 

A la  resonance,  l’amplitude  reste  limitee  lorsqu’on  tient 
compte  du  frottement. 

4 • 


Pour  etendre  au  maximum  la  zone  dans  laquelle  Xm  ne 
varie  pas  trap,  il  faut  ajuster  l’amortissement  pour  obtenir  : 
Xm  max  = Xm  0(1  + 10%)=1,1  Xm  o-  la  bande  de  pulsation 
acceptee  allant  alors  de  0 a col . 


A la  resonance,  Xm<  max  = Xm_  0 


on  en  deduit 


que  le  facteur  de  qualite  doit  etre  ajuste  au  voisinage  de 

Q = 0,9  (Q  = 0,6  ne  convient  pas  car  Q > -1— ). 

v 2 


Oscillateurs 


Q Oscillateur  parametrique 

1 • L’ acceleration  du  point  M est : 
d2  OM 


a (M)  = 


dr2 


a(0-)  + €6  eg  - t02er,  avec  ici  a(0’)  = 0. 


La  tension  du  fil  est  radiale  (fil  ideal),  done  en  projetant 
1’equation  du  mouvement  sur  ee,  il  vient : 
mtd  = - mg  sinft 

Pour  les  petits  mouvements,  l’equation  linearisee  : 

6 + — 6=0 

l 

est  celle  d’un  oscillateur  harmonique  de  pulsation  propre  : 

T 


(O0- 


2 • a)  Il  faut  maintenant  prendre  en  compte  1’ acceleration  : 
a(0')=  - Dmar  cos  a>t  e x 

ce  qui  donne  la  nouvelle  equation  du  mouvement : 
m((6  + Dma>2  cos (Ot  sin#)  = - mg  sin 8. 

Celle-ci  est  bien  de  la  forme  demandee,  avec  : 

h(t)  = — — cos  cot. 

p 2 

t co  o 

b)  Pour  de  petits  angles,  l’equation  du  mouvement  peut  s’e- 
crire  : 

o + e = - — ^ cos  cot  e 

u D 2 

t CO  o 

qui  s’apparente  a une  equation  d’oscillateur  harmonique  excite. 
Le  terme  excitation  fait  cependant  intervenir  l’etat  de  V os- 
cillateur lui-meme. 

Pour  un  second  membre  tres  faible,  le  mouvement  doit  etre 
une  oscillation  de  pulsation  co0  que  vient  perturber  le  terme 
excitateur.  Si  on  pose  : 6{t)  = Acos(®0r  + cp),  on  voit  que  le 
terme  excitateur  se  comporte  comme  : 
cos  (or)  cos(o0r  + cp)  = 


2 


cos((o  - o0)r  - cp)  + 


J_ 

2 


cos((o  + o0)r  + cp) 


et  peut  mettre  l’oscillateur  en  resonance  s’il  contient  un  terme 
de  pulsation  o0,  ce  qui  correspond  au  cas  CO  = 2o0  (si 
CO  = 0,  on  est  ramene  a la  question  1),  il  n’y  a pas  d’excita- 
tion).  Ce  raisonnement  qualitatif  permet  de  prevoir  une  reso- 
nance parametrique  puis  une  excitation  de  pulsation  double 
de  la  pulsation  propre  de  l’oscillateur. 
c)  Au  debut,  1’oscillateur  est  excite  a la  resonance  parame- 
trique : son  amplitude  augmente  done... 

Lorsque  son  amplitude  augmente,  [’approximation  des  petits 
angles  cesse  d’etre  satisfaisante,  et  sa  periode  propre  aug- 
mente. Il  n’y  a alors  plus  de  resonance  parametrique  et  l’am- 
plitude  de  l’oscillateur  excite  est  moins  importante... 

Si  l’amplitude  d’oscillation  diminue,  la  pulsation  propre  aug- 
mente un  peu,  et  la  condition  de  resonance  se  retrouve  reali- 
see...  et  ainsi  de  suite. 
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CORRIGES 


Oscillateurs 


0 "Systeme  auto-excite  ; 

oscillateur  de  Van  der  Pol 

1 • Preliminaire 

a)  L’  equation  caracteristique  est : 

/•2  + -^-/-  + ®o=0  A = a>\  - 4). 

Lorsque  Q > 0,  on  peut  obtenir  : 

• deux  racines  reelles  et  negatives  pour  Q < y ; 

• une  racine  double  - ft)0,  negative,  pour  Q = — ; 

• deux  racines  complexes  conjuguees,  de  partie  reelle  : 

coQ  , . „ ^ l 

- negative,  pour  Q > — . 

Dans  tous  les  cas,  le  terme  en  x,  qui  correspond  a un  frotte- 
ment  (fluide),  conduit  a une  solution  qui  tend  vers  zero.  La 
nature  du  regime  transitoire  depend  de  Q,  mais  le  regime  final 
est  le  meme  pour  tous  les  Q positifs. 

b)  Pour  Q < 0,  on  obtient  maintenant : 

• deux  racines  reelles  positives  pour  Q > - — ; 

• une  racine  double  + CO0 , positive,  pour  Q = - — ; 

• deux  racines  complexes  conjuguees,  de  partie  reelle  : 

— positive,  pour  Q < - 

Cette  fois,  les  solutions  obtenues  sont  divergentes  : le  syste- 
me est  instable. 

c)  Le  cas  limite  separant  les  deux  comportements  correspond 
a l’inversion  de  signe  du  terme  en  i,  il  correspond  done  au  cas 

limite  = 0,  e’est-a-dire  a 1’ oscillateur  harmonique  : il  n’est 

pas  amorti,  son  facteur  de  qualite  est  infini. 

2 • a)  Lorsque  |jc|  est  inferieur  a x0 , le  terme  en  jc  est 
negatif,  et  on  peut  attendre  une  amplification  du  signal. 
Lorsque  |x|  est  superieur  a c’est  1’ inverse.  Ceci  permet, 
tres  qualitativement,  de  comprendre  que  P amplitude  d’os- 
cillation  arrive  a se  stabiliser  a une  valeur  qui  n’est  ni  nulle, 
ni  infinie,  comme  l’indique  la  simulation. 


b)  L’ existence  d’une  limite  devolution  est  confirmee  par  les 
trajectoires  de  phase  : dans  tous  les  cas,  le  systeme  tend  vers 
un  cycle  limite,  independamment  des  conditions  initiales. 

L’ equation  n’est  pas  lineaire,  et  les  oscillations  observees  ne 
sont  pas  harmoniques.  On  note  toutefois  que  pour  Q eleve,  le 
terme  en  i'  reste  assez  faible  : le  regime  limite  est  long  a 
atteindre,  mais  les  oscillations  obtenues  sont  alors  quasi-sinu- 
soi'dales. 

3  • a)  Sur  la  simulation  obtenue  pour  Q = 10,  il  apparait  un 
cycle  limite  presque  circulaire,  de  rayon  egal  a 2 : c’ est  la 
signature  d’un  mouvement  quasi  sinusoidal,  d’amplitude 
Xm~  2 jfo- 

b)  On  reprend  1’equation  du  mouvement  de  l’oscillateur  et  on 
introduit  la  solution  proposee  : 

Jt0[-  2ft>ocosft>0r  +S(0]  + £(Ooxo  [4cos2(®00  - 1 

+ 8 cos (a>0t)B(t)  + 62(t)][-  2sin©0?  +S(?)] 
+ co\ x0  [2cosffl0?  + S(?)]  = 0. 
Le  terme  d’ordre  0 en  £ se  simplifie  : cela  confirme  la  valeur 
choisie  pour  A : A = 2. 

A l’ordre  1 en  f (done  en  ne  gardant  que  e,  B(t)  et  ses 
derivees)  : 

B(t)  + a\B{t)  = + 2efflj)Sin(3fflor). 

c)  La  solution  B(t)  contient  done  : 

- un  terme  eventuel  de  pulsation  ©0  qui  s’ajoute  au  terme 
Ax0cos(©0f),  ce  qui  modifie  legerement  A,  par  une  correction 
d’ordre  1 ; ce  terme  depend  des  conditions  initiales  ; 

- en  regime,  etabli,  il  y a un  terme  de  pulsation  3©0  : 

+ 2 ea?0  £ 

B(t ) = ^-sinGOnf)  = sin  3 0)at. 

(-9+1 W0  4 

Le  terme  correctif  B(t)  fait  done  apparaitre  une  pulsation 
triple  de  la  pulsation  de  base  (en  plus  d’eventuels  nouveaux 
termes  de  pulsation  co0). 

Cet  oscillateur  non  harmonique  n’a  pas  une  evolution  pure- 
ment  sinusoidale,  ni  meme  periodique,  le  regime  transitoire 
durant  un  temps  infini.  Ce  qui  a ete  construit  n’est  qu’une 
approximation  mettant  en  evidence  l’existence  des  harmo- 
niques Q) o et  3ffl0  au  bout  d’un  temps  « suffisamment  » long. 
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Theoreme 
du  moment 


cinetique 


• Introduire  le  theoreme  du  moment  cinetique. 

* Etudier  les  mouvements  a force  centrale. 


■lilJ-.H-H.1IIL* 

• Utilisation  de  differents  systemes  de  coordonnees. 

• Lois  de  Newton. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Produit  vectoriel. 


ESSENTIEL 


Moment  d'une  force 


• Moment  en  un  point 

Le  moment  au  point  O de  la  force  F appliquee  en  M est : ./M.()  = OM  a F {doc.  1). 
Si  la  force  F « passe  par  le  point  O »,  son  moment  en  O est  nul. 


• Moment  par  rapport  a un  axe 

Le  produit  scalaire  J/tA  = M0 . e est  le  moment  de  la  force  F par  rapport  a l’axe  A qui  passe  par 
le  point  O,  et  qui  est  oriente  par  son  vecteur  unitaire  e. 

est  independant  du  choix  du  point  O sur  l’axe  A. 

Le  moment  par  rapport  a l’axe  A d’une  force  F « parallele  a » ou  « passant  par  » l’axe  A est 
nul  {doc.  2). 
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Theoreme  du  moment  cinetique 

i Moment  cinetique 

Le  moment  cinetique  au  point  O du  point  materiel  M dans  le  referentiel  9f  est : 

L0(M)i oft  = m OM  a v(M)m. 


4 Theoreme  du  moment  cinetique 

Dans  un  referentiel  galileen  9f.„ , le  theoreme  du  moment  cinetique  peut  etre  applique  : 

. „ d Lq  (M)  ~u 

• en  un  point  fixe  O : — = M.0  ; 

dr 

• en  projection  sur  un  axe  fixe  A : = j/t  A ; 

dr 

• le  theoreme  du  moment  cinetique  est  une  consequence  de  la  deuxieme  loi  de  Newton.  Dans  cer- 
tains cas,  il  donne  acces  rapidement  a 1’ equation  du  mouvement  (exemple  : rotation  autour  d’un 
axe  fixe). 


4 Mouvement  a force  centrale 


• Conservation  du  moment  cinetique  : pour  un  mouvement  a force  centrale  de  centre  O fixe,  le 
moment  cinetique  L0  est  une  constante  du  mouvement. 

• La  trajectoire  du  point  materiel  est  contenue  dans  le  plan  contenant  O et  perpendiculaire  a L0 
(si  le  moment  cinetique  est  nul,  la  trajectoire  est  sur  une  droite  passant  par  O ). 


■ La  loi  des  aires  est  assuree  : la  vitesse  areolaire 


d^  _ 1 
dr  2 


r20 


est  une  constante  du  mouvement : 


Et  C la  constante  des  aires. 


ds&  _ C 

dr  2 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Bien  connaitre  le  calcul  d’un  produit  vectoriel : 

"u 

normale  au  plan  defini  par  OM  et  F . 


Ji0  = OM  a F - OM  F sin  a u = OH  a F - OH  F u 

• Faire  une  analyse  precise  des  forces  qui  s’exercent  sur  un  point  materiel  avant  d’appliquer  le  theo- 
reme du  moment  cinetique. 

• Le  theoreme  du  moment  cinetique  est  souvent  interessant  pour  etudier  l’equation  devolution 
d’un  mouvement  meme  si  on  ne  connait  pas  certaines  forces  (par  exemple  la  tension  du  fil  dans  le 
cas  du  pendule  pesant). 
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Exercices 


Q Oscillateur  harmonique  spatial 


Un  point  materiel  de  masse  m est  soumis  a la  force 
F = - hr. 

1  • Montrer  qu’un  choix  approprie  d’axes  ( 0 , x,  y,  z)  et 
d’origine  des  temps  permet  de  decrire  le  mouvement  par  : 

Ix(t')  =x0  cos  cot 
y(t)=y o sin  at 

z(0  = 0 


2  • Quelle  est  la  constante  des  aires  associee  ace  mouve- 
ment ? Quelle  est  l’aire  balayee  par  le  rayon  OM  = 7 sur 
une  periode  ? 


‘3  L’ equation  du  mouvement  peut  etre  aisement  resolue. 
§ On  pourra  aussi  utiliser  la  conservation  associee  au 
caractere  central  de  la  force  subie. 


C)  "Mouvement  a force  centra  le 

On  observe  le  mouvement  d’une  particule  P soumise  a 
une  force  centrale  et  on  remarque  que  1’ angle  a entre  le 
rayon  vecteur  OP  et  le  vecteur  vitesse  v est  constant. 


1 • Montrer  que  la  force  est  donnee  par  : 
C \1 2 3  1 


/ = - m 


sin  a 


er. 


ou  C est  la  constante  des  aires  C 


2 • Trouver  une  integrate  premiere  du  mouvement  (sans 
utiliser  la  conservation  de  l’energie).  Determiner  l’equa- 
tion  polaire  de  la  trajectoire.  On  prendra  comme  condi- 
tions initiales  r = r0  , r = r0  et  6=  0,  90  ± 0 . 


3  • Determiner  Fenergie  de  la  particule.  Est-elle  conservee  ? 


1)  On  rappelle  que  1’ angle  a entre  deux  vecteurs  a 


b verifie  cosa  = 


a.b 


ou  stna  = 


' A ^|| 


a b ab 

Utiliser  l’hypothese  de  l’enonce  et  la  conservation  du 
moment  cinetique  en  0 pour  etablir  une  relation 
entre  r,  r et  les  constantes  du  mouvement.  En  dedui- 
re  la  loi  de  force  (grace  a la  relation  fondamentale  de 
la  dynamique). 

2)  Deduire  des  calculs  de  la  question  precedente  que 
rr  = cte  . En  deduire  r(t)  , puis  6{t)  et  eliminer  le 
temps  entre  ces  deux  expressions  pour  obtenir  r(6)  . 

3)  Utiliser  l’expression  de  sina  en  fonction  de  r et  v. 
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O Rappel  elastique 
le  long  d'un  cerde 

Une  masselotte,  assimilee  a un  point  materiel  M de  masse 
m,  est  assujettie  a glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  ver- 
tical de  centre  0 et  rayon  R. 

Elle  est  reliee  au  point  A par  un  ressort  de  constante  de  rai- 
deur  k et  de  longueur  au  repos  €0. 


A 


1 • Etablir  par  trois  methodes  differentes  F equation  du 
mouvement  du  point  M. 


2 • Discuter  les  equilibres,  leur  stabilite,  et  indiquer  even- 
tuellement  la  periode  des  petites  oscillations. 


1)  Une  seule  variable,  l’angle  9(f),  decrit  l’etat  du 
o systeme.  11  faut  done  trouver  une  equation  qui  ne  fait 
pas  apparaitre  la  reaction  du  cercle. 


C)  Deviation  (Tune  particule 
par  un  puits  de  potentiel 

Une  particule  de  charge  q > 0,  mobile  a la  vitesse  v0 
dans  une  region  de  l’espace  ou  le  potentiel  electrostatique 
est  nul  (par  convention),  penetre  a l’interieur  d’une  sphere 
de  rayon  R ou  le  potentiel  est  - V0 , acquerant  ainsi 
Fenergie  potentielle  %v  = - q V0.  (On  suppose  V0  > 0.) 


On  admettra  que  l’on  peut  parvenir  a ce  resultat  avec  deux 
grilles  spheriques  metalliques  concentriques  tres  proches 


EXERCICES 


Theoreme  du  moment  cinetique 


de  rayons  egaux  a R , la  grille  externe  etant  au  potentiel 
nul  et  la  grille  interne  etant  au  potentiel  - V0 . Le  champ 
electrostatique  entre  les  deux  grilles,  dans  une  pellicule 
d’epaisseur  tres  faible,  est  radial. 

On  supposera,  en  outre,  que  ces  grilles  sont  parfaitement 
permeables  a la  particule  et  on  negligera  les  effets  de  la 
pesanteur.  Le  referentiel  d’etude  est  galileen.  La  particule 
rencontre  la  premiere  grille  sous  Tangle  d’incidence  a. 


1  • Montrer  que  la  particule  penetre  alors  entre  les  deux 
grilles  ( r < R)  avec  un  angle  fi  par  rapport  a la  normale 
01  que  Ton  exprimera  en  fonction  de  a , qV0  et  ^Ko 
energie  cinetique  initiale. 

Verifier  que  la  refraction  constatee  obeit  a la  loi  de 
Descartes,  par  analogic  optique.  On  definira  un  indice  de 
refraction  equivalent. 


2  • Decrire  le  mouvement  ulterieur  de  la  particule  et  deter- 
miner Tangle  de  deviation  resultant  par  ce  puits  spherique. 
Le  systeme  propose  est-il  stigmatique  au  sens  de  T optique 
geometrique  ? 


1)  Identifier  les  grandeurs  conservees  pour  ce  mou- 
vement : deux  relations  obtenues  devraient  permettre 
de  determiner  la  norme  de  la  vitesse  et  sa  direction 
dans  le  plan  de  figure. . . 

2)  Tous  les  « rayons  » incidents  paralleles  a l’axe 
(Ox)  passent-ils  par  le  point  F'  apres  traversee  du 
systeme  ? 


On  observe  alors  Involution  suivante  (doc.  2 et  3),  repre- 
sentee pour  une  vue  oblique  et  pour  une  vue  de  dessus  de 
T evolution  du  point  M. 


Doc.  2.  Vue  oblique. 


Doc.  3.  Vue  de  dessus. 


o Particule  evoluant  dans  un  cone 

Un  point  materiel  M de  masse  m glisse  sans  frottement 
dans  un  cone  d’axe  (Oz)  vertical  et  de  demi-angle  au 
sommet  valant  a. 

A Tinstant  initial,  il  est  lance  a T altitude  z0  avec  une 
vitesse  horizontale  v0=  v0eg(t= 0). 


1 • Pourquoi  le  point  M contourne-t-il  Taxe  (Oz)  en 
tournant  toujours  dans  le  meme  sens,  et  sans  jamais  tom- 
ber  au  fond  du  cone  ? 


2 • En  exprimant  deux  constantes  du  mouvement,  justifier 
T evolution  du  point  entre  deux  altitudes  extremes. 


3  • La  trajectoire  pourrait-elle  etre  circulaire  ? 


Considerer  les  actions  subies  par  le  point,  leurs  direc- 
tions, ainsi  que  leur  puissance,  pour  proposer  les 
deux  constantes  associees  a ce  mouvement.  Discuter 
ensuite  les  zones  energetiquement  accessibles  au 
point  M. 


Q Pendule  a deux  longueurs 

D’ apres  Mines  de  Douai,  Ales,  etc.,  2005. 

On  considere  un  mobile  ponctuel  de  masse  constante  m 
soumis,  dans  un  referentiel  galileen,  a un  ensemble  de  for- 
ces de  resultante  / , partout  et  constamment  definie  dans 
l’espace  et  le  temps. 
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EXERCICES 


1  • En  utilisant  le  principe  fondamental  de  la  dynamique 
(ou  theoreme  du  centre  d’inertie),  montrer  que,  sous  cette 
hypothese,  la  norme  v du  vecteur  vitesse  du  mobile  est  une 
fonction  continue  du  temps. 


(f  = 0),  ho  = 0 


(f  = q),  Qx  = 0 (r  = r2),  P2=0 


le  phase  2e  phase 


Fig- 1 


On  etudie  un  pendule  simple  modifie,  presente  sur  \&  figu- 
re 1.  Un  mobile  ponctuel  M de  masse  m,  est  accroche  a 
l’extremite  d’un  fil  inextensible  de  longueur  L et  de  masse 
negligeable,  dont  l’autre  extremite  est  fixe  en  0.  On  negli- 
ge tout  frottement  et  on  repere  l’inclinaison  (9du  brin  de  fil 
soutenant  M par  rapport  a la  verticale.  Lorsque  9 > 0,  le 
systeme  se  comporte  comme  un  pendule  simple  de  centre 
0 et  de  longueur  de  fil  L.  A la  verticale  et  en  dessous  de 


0,  un  clou  est  plante  en  O'  avec  00'  = 


L 

3’ 


qui  bloquera  la 


partie  haute  du  fil  vers  la  gauche  : quand  9 < 0,  le  systeme 
se  comporte  done  comme  un  pendule  simple  de  centre  0 ' 

2 l - 

et  de  longueur  de  fil  — . A la  date  t = 0,  on  abandonne 

sans  vitesse  initiale  le  mobile  M en  donnant  au  fil  une 
inclinaison  initiale  9(0)  = 90>  0.  On  note  q la  date  de  la 


Theoreme  du  moment  cinetique 

premiere  rencontre  du  fil  avec  le  clou,  t2  la  date  de  pre- 
miere annulation  de  la  vitesse  du  mobile  pour  9 < 0. 
L’intervalle  de  dates  [0,  q [ est  nomme  premiere  phase  du 
mouvement,  Fintervalle  ]q,  t2]  est  nomme  deuxieme 
phase.  A la  date  t\  immediatement  inferieure  a q,  le  fil  n’a 
pas  encore  touche  le  clou  et  a la  date  t\  immediatement 
superieure,  le  fil  vient  de  toucher  le  clou. 

2 • Etablir  1’ equation  differentielle  verifiee  par  9 pour  la 
premiere  phase  du  mouvement. 

3 • Dans  l’hypothese  des  petites  oscillations,  on  suppose 
que  sin  9—9.  Reconnaitre  l’equation  differentielle  d’un 
certain  type  d’oscillateur  et  en  deduire,  sans  resoudre  l’e- 
quation,  la  duree  <5q  de  la  premiere  phase  du  mouvement. 

4 • En  utilisant  le  theoreme  de  Fenergie  mecanique,  deter- 
miner la  vitesse  v de  M a la  date  t j.  En  deduire  la  vitesse 

d0 

angulaire  co 7 = — - a cette  date. 
e dr 

5 • Le  blocage  de  la  partie  superieure  du  fil  par  le  clou  ne 
s’accompagne  d’aucun  transfert  energetique.  Determiner 
la  vitesse  v\  de  M a la  date  t\.  En  deduire  la  vitesse  angu- 

d Q 

laire  co t = — a cette  date. 

1 dr 

6 • En  utilisant  le  resultat  des  questions  2 et  3,  donner  sans 
calcul  la  duree  8tu  de  la  deuxieme  phase. 

7 • Determiner  Fexpression  de  l’angle  92  a la  date  r2. 

8 • Decrire  brievement  la  suite  du  mouvement  de  ce  sys- 
teme et  donner  Fexpression  de  sa  periode  T. 

9 • Dresser  Failure  du  portrait  de  phase,  dans  le  systeme 
d'axes(«^). 
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O Oscillateur  harmonique  spatial 


1 • La  force  etant  centrale,  on  sait  que  le  moment  cinetique 
Lq  = OM  a mv  est  une  constante  du  mouvement,  qui  a lieu 
dans  le  plan  contenant  0 et  perpendiculaire  a Lq  (si  Lq  est 
nul,  la  trajectoire  est  plus  simplement  rectiligne). 


Pour  le  rappel  elastique  propose,  on  a : 
m 7 = - kr  ou  7 + co27  = 0 avec 


de  sorte  que  la  solution  7 (t)  est  de  la  forme  : 

7n 

r = r0  cos  co(t  - 10)  + — sin©(f  - t0) 
co 

oil  70  et  v0  sont  les  position  et  vitesse  du  point  M a F instant 
to- 

La  trajectoire  est  done  plane,  et  dans  ce  cas  precis  elliptique, 
de  centre  0. 


En  choisissant,  dans  le  plan  de  la  trajectoire,  les  axes  x et  y 
suivant  les  axes  de  F ellipse,  on  obtient  les  equations  carte- 
siennes  parametriques  proposees. 

Notons  que  jc0  et  y0  sont  de  meme  signe  si  le  point  M 
contourne  l’axe  (Oz)  dans  le  sens  direct. 


done  : 


On  a done  : 


dd 


y0  co  dt 


cos 2d  x0  cos2  cot 


dS  = - r2(l  + tan2  dp1  ^ C0  dt  - - 


X0  COS"  cot 


= — X 0 .Vo  (0  dt 


et  on  retrouve  : 


dS  x0  y0  CO 


: cte 


dt  2 

conformement  a la  loi  des  aires  (en  utilisant  celle-ci,  on 

aurait  pu  aussi  calculer  directement  — a l’instant  t = 0,  ce 

dt 

qui  redonne  immediatement  le  meme  resultat). 


On  peut  alors  ecrire 


d S 


dt 


cte  = — . ce  qui  donne  l’aire 
T 


balayee  par  la  trajectoire  : 


*oVo  ® 


= K | x0  y0|,  qui  est  naturellement  l’aire 
d’une  ellipse  de  demi-grand  et  petit  axes  |jc0|  et  |y0|. 

€1  Mouvement  a force  centrale 

1 • Le  point  etant  soumis  a une  force  centrale,  son  mouve- 
ment est  plan.  On  repere  sa  position  dans  ce  plan  par  ses  coor- 
donnees  polaires  d’origine  0 , le  centre  de  la  force. 

On  a alors  OP  = re,,  et  v = re,.  + rdee  . La  conservation  du 
moment  cinetique  s’ecrit  L = mr28=  mC  . 

L’ angle  a entre  OP  et  v verifie  : 

OP-v  rr  r 


cos  a- 


OP  v /■'Jr2  + (rd)2 


2 • L’aire  elementaire  balayee  pendant  dt  est,  a l’ordre  1 en  dt : 
dS  = 


rr dd  1 2 dd  , 

- — r-  — dt 


2 2 dt 

avec  r2  = x2  + y2  = x\  cos2  cot  + y\  sin2  cot  {doc.  2). 


D’ autre  part : 


tan  d = — = — tan  cot, 

x x0 


En  elevant  cette  equation  au  carre,  on  obtient,  apres  calculs 
Fequation  (1) : 

C2 

(sin2  oi)r2  = cos2  a — — . On  derive  cette  expression  par  rapport 
r1 

au  temps,  apres  simplification  par  2 r , on  obtient  : 

r sivr a = - cos1  a^r-=f.  (1) 

r 

Or,  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee  sur  er 
(..  C 2 \ 

s’ecrit  m(r - rd2)  = m\r  - — rj  =/. 

En  utilisant  Fequation  (1),  on  a Fexpression  de  /: 

(avec  f=fer). 

\sin  a>  r 5 

Remarque  : On  peut  aussi  ecrire  L = mrv  sin  a, 
d’  ou  sin  a=  — , puis  r2(r 2 + sin2  a=  C2. 

Tous  calculs  faits,  on  retrouve  1’ equation  (1). 
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2 • L’ equation  (1)  s’ecrit  aussi  rr  = cte  = /'0/'o  , ou  encore 
— - — = 2 r0r . On  en  deduit  r 2 = 2 r0rQt  + r20 , 


d’ou  : r(t)  = y/2 r0r0t  + r\  . 


On  a de  plus  0 = — = 

r2  2 rnrnt+r] 


C 

, et  done  0O  = — 
>o 


d’ou  : 0(f)  = — In  / + lY 

2fV'o  ' ro  ' 

En  eliminant  le  temps  entre  r(f)  et  0(f) , on  obtient : 
r = r0  exp  dj. 

Si  /• o ^ 0 , la  trajectoire  est  une  spirale  (le  fait  que  1’ angle 
entre  le  rayon  et  la  tangente  a la  courbe  soit  constant  est  une 
propriety  caracteristique  des  spirales  logarithmiques). 

Si  f0  = 0 , r est  constant  : la  trajectoire  est  un  cercle. 


3 • L’energie  de  la  particule  est : 


1 


C 


% = — mv2  - ml — 7 + cte. 


1 


sin  a'  2 r2 


On  a montre  que  v 


C 


: l’energie  de  la  particule  est 


r sin  a 

constante,  ce  qui  est  naturel  puisque  la  force  que  Ton  a deter- 
minee  est  bien  conservative. 


0 Rappel  elastique 
le  long  d'un  cercle 

1 • 


La  reaction  du  support  N = Ner  etant  normale  au  cercle,  on 
peut  1’eliminer  : 

- en  utilisant  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique,  en 
projection  sur  eg ; 

- en  appliquant  le  theoreme  du  moment  cinetique  au  point 
fixe  0,  car  N « passe  par  0 » ; 

- en  utilisant  la  conservation  de  l’energie  mecanique,  le  poids 
et  la  traction  T de  l’elastique  derivant  d’une  energie  poten- 
tielle,  la  reaction  N ne  travaillant  pas  (normale  a tout  instant 
a la  vitesse  de  la  masselotte). 
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Methode  1 

Le  poids  est  mg  = mg( cos  d~er  - sin  Oe'g) . 

La  traction  du  ressort  est : 

0 0 

- cos — + sin  — el 

2 2 


T = k M 


avec  At  = 2 R cos €n  et  6 variant  entre  - n et  k. 

2 0 


La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  donne,  en  projec- 
tion sur  ee : 

mRd  = - mg  sin  6 + k 

Methode  2 

Le  moment  cinetique  en  0 est  Lq  = m R26  ~ez . 

Le  bras  de  levier  associe  a la  traction  de  l’elastique  est : 

Q 

d = R sin  — , son  moment  en  0 est  done  : 

2 


J/tflo  = kAtd'e,  = k\R2  sin0  — te  R sin 

Le  moment  du  poids  en  0 est : 

Mmgio  = - mg  R s'mde,. 

Le  theoreme  du  moment  cinetique,  applique  en  0,  donne 
done  : . 

m R26=-  mg  R sin 6 + k yf  sin 6 - (0  R siny 

ce  qui  est  conforme  au  resultat  precedent. 


Methode  3 


L’energie  cinetique  vaut : = y m R292. 

L’energie  potentielle  est,  a une  constante  pres  (en  notant  At 
l’allongement  du  ressort  par  rapport  a sa  position  d’equilibre) : 

= - mg  R cos 6 + y k At2 


= - mgR  cos 6 + y A'(2f?2|  1 + cos0J  - 4 t0  R cos-^  + t20). 

En  derivant  par  rapport  au  temps  l’equation  de  conservation 
de  l’energie  = cte,  on  retrouve  encore  l’equation  de- 

volution de  la  position  du  point  M . 


2 • L’equation  du  mouvement : 

g k\  . - kt0  . 0 

sm  9 + — - sm  — = 0 

R m ) mR  2 

nous  indique  les  positions  d’equilibre  (0=0)  pour: 


. 0 

sm  — 

2 


2P cos—  + 


0 . 


mR 


0. 


La  position  d’equilibre  0 = 0 apparait  ici,  ainsi  eventuelle- 
ment  que  les  solutions  ± 0O,  ou  1’  angle  0O , compris  entre  0 
et  Jt,  est  donne  par  : 


CORRIGES 
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Ces  deux  dernieres  positions  ont  un  sens  lorsque  1’ angle  0O 
est  defini  entre  - n et  n , done  si  kR  > mg , et  dans  ce  cas, 
pour  k€0  < 2 (kR  - mg) . 

On  peut  retrouver  ces  conclusions  sur  les  traces  des  variations 
de  (0)  - ^p(O)  dans  les  trois  cas  utiles,  pour  0 variant  de 
-nan  : 


- «p(0) 

\ 

0/n 

-'l  -0,5 

0,5  1 

Cas.  1.  mg  > kR. 

«p  m 

-*P(°) 

\ 

0/n 

-'l  -0,5 

0,5  i 

Cas.  2.  mg  < kR  et  k(0  > 2(kR  - mg). 


Au  voisinage  d’une  position  d’equilibre  on  note  : 0 = 06q  + e. 
L’  equation  du  mouvement  est  alors  : 


£ = I — - — ) sin(06q  + £)  - sin 
' R q mR 


6>eq  + £ 


= 0 


— --^-1  COS0A„ 


kip 
2 mR 


^eq 


Pour  0a„  = 0,  on  obtient,  a 1’ordre  lineaire  : 

c4 


£. 


Y k 

1 

o 

1 

A m 

r) 

2 mR  _ 

Cette  equation  est  de  la  forme  £ = - ffe  dans  les  cas  : 
[mg  > kR]  et  [mg  < kR  et  k(0  > 2(kR  - mg)] , pour  les- 
quels  cette  position  d’equilibre,  unique,  est  alors  stable.  On 

✓ . 2tc 

obtient  ainsi  de  petites  oscillations  de  periode  T = — au 


voisinage  de  06(,  = 0 . 


Pour  0iq  = ± 00, 1’equation  linearisee  est : 


€02-4(i? - — 


£. 


4 R R 


mg 


Elle  est  de  la  forme  e = - ffe,  la  position  ± 0O  etant  stable 
des  lors  qu’elle  existe. 


0 Deviation  drune  particule 
par  un  puits  de  potentiel 

1 • A la  traversee  du  dioptre  de  rayon  R , la  particule  char- 
gee subit  l’effet  d’une  force  radiale,  dirigee  vers  le  point  0 : 
sa  trajectoire  reste  dans  le  plan  de  figure,  le  moment  cinetique 
au  point  0 est  conserve. 

La  force  electrique  gE  est  associee  a l’energie  potentielle 
= q\.  L’energie  mecanique  mv2  + qV  est,  elle 

aussi,  conservee. 
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La  conservation  du  moment  cinetique  nous  donne  : 
(R  sin  a)  (mv0)  = (R  sin/J)  ( mv ) 
et  celle  de  l’energie  mecanique  : 

1 2 1 2 T7 

— mv0=  — mv1-qV0. 


On  en  deduit  la  relation  « de  Descartes  » : 

1 sina=  n sin  ft 

oit  1’ indice  n associe  a la  sphere  de  rayon  R vaut : 


n = 


qV o 

mV o 


qV o 

2«ko 


2 • A la  sortie  de  la  sphere,  on  retrouve  naturellement : 
a'  = a et  v'  = v. 

La  deviation  est  D = 2 (a-  j3) . 

On  peut  determiner  la  position  de  F' , car  : 

Xj  = Rcos(a-D)  et  yj  = R sin(a- D). 

Done  : OF'  = jcf-  = Xj  + — — — . 

tan  D 

II  est  clair  que  la  position  de  F'  depend  de  1’ angle  a,  et  le  sys- 
teme  n’est  done  pas  stigmatique  pour  un  faisceau  de  particu- 
les  homocinetique  dirige  parallelement  a 1’axe  (Ox). 

On  constate  que  dans  les  conditions  de  Gauss,  done  pour  a 
petit,  on  a stigmatisme  approche  car  (a  « 1)  : 

f}=  -■,D  = 2(a-P)  = 2a(l~-)  ; 
n \ n / 


a-D  — a 


; yj  ==  Ra\ 


1 

tan  D 


yj 

tan  D 


Xp  — R 


D 


Ra\  - 1 + — 


n1" 

-1  + A 


R_ 

2 


R 


1+1 


1-1 


2|  1-i 
n 


e Particule  evoluant  dans  un  cone 

1 • La  rotation  autour  de  l’axe  (Oz)  nous  fait  naturellement 
considerer  le  moment  cinetique  du  point  M par  rapport  a cet 
axe.  Celui-ci  vaut : 

Lz  = (mr  a v).e. 

= m[(rer  + zez)  a (re,.  + r0ee  + zez)\.ez  = mr26  . 

Les  actions  subies  par  le  point  M sont  son  poids,  qui  est  ver- 
tical, et  la  reaction  du  cone,  perpendiculaire  a la  surface  de 
celui-ci,  et  qui  passe  done  par  l’axe  (Oz)  : le  moment  des 
actions  subies  par  rapport  a l’axe  fixe  (Oz)  est  nul,  done 
L.  est  une  constante  du  mouvement. 

Cette  constante  est  indiquee  par  les  conditions  initiales  : 

L,  = mr0v0  = mz0( tan  a)v0. 
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On  voit  done  que  le  signe  de  6 ne  change  jamais  : le  point 
M contourne  toujours  l’axe  (Oz)  dans  le  meme  sens.  De  plus 
;•  ne  peut  pas  s’annuler  : le  point  M ne  tombe  pas  au  fond 
du  cone  (sauf  si  Lz  = 0 , soit  v0  = 0) . 


2 • Le  poids  travaille  et  derive  de  l’energie  potentielle 
%p  = mgz.  La  reaction  du  cone  ne  travaille  pas.  L’energie 
mecanique  : 

= ~ m(r2  + r262  + z2)  + mgz 


est  done  aussi  une  constante  du  mouvement. 

En  utilisant  l’equation  du  cone  : r = ztan  a et  l’expression 
de  L, , il  vient  alors  : 

1 i L2  1 

= — m(  1 + tan2  a)  z2  + =-r + mgz  = cte 

2 2m  tan2  a z2 

on  en  deduit  que  1’evolution  de  l’altitude  z est  soumise  a la 
contrainte  : 


^p,eff(z)  : 


1 


p'eff ' 7 2m  tan2  a z2 
de  sorte  que  z evolue  entre  zmin  et  z, 


+ mgz  -5 


, altitudes  extremes 


pour  lesquelles  l’inegalite  precedente  devient  une  egalite.  Ces 
valeurs  limites  se  devinent  aisement  sur  la  trajectoire.  Notons 
qu’avec  les  conditions  initiales  proposees,  z0  coincide  avec 
1’une  de  ces  valeurs  limites. 
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3 • La  trajectoire  est  circulaire  si  la  valeur  de  Tenergie  meca- 
nique  correspond  juste  au  minimum  de  Tenergie  potentielle 
effective,  ce  qui  impose  la  relation  : 

2 


z0 


8- 


0 Pendule  a deux  longueurs 

1 • Le  principe  fondamental  de  la  dynamique  applique  a la 
masse  m s’ecrit : 

dv  T 
m — = f . 

At 

En  multipliant  scalairement  par  v,  on  obtient : 


m — — v2]  =/.  v . 
dr  V 2 ) 

f etant  partout  definie,/.  v n’est  pas  infinie  et  v2  est  done  une 
fonction  continue  du  temps,  de  meme  que  v. 

2 • Lors  de  la  premiere  phase  du  mouvement,  le  theoreme  du 
moment  cinetique  applique  a m en  0 donne  : 

mL26  = - mgL  sin  6 

3 * Dans  l’hypothese  des  petites  oscillations,  sin  6-6. 

Soil  6 + ^-6=  0. 


C’est  l’equation  d’un  oscillateur  harmonique  de  periode 

r=2"Vf- 

Stl  correspond  au  quart  de  cette  periode,  soit : 

St=*S. 


2 V g 


4 • Em  = — mv 2 + mgL  (1  - cos  6). 

La  tension  du  fil  ne  travaille  pas  done  l’energie  mecanique  de 
m est  constante. 

A t = 0,  on  obtient  Eu  = mgL  (1  - cos  60). 

A t = t\,  Em  = y mv\2  = mgL  (1  - cos  60). 


vx  = \l2gL  (1  - cos  60)  et  (Ox  = (1  _ cos  ^o)- 


5 • Au  moment  du  blocage  par  le  clou,  il  n’y  a pas  de  trans- 
fert  d’energie,  done 

Eu  = -^>nvl2  = ^-mvt2  v\  = v\. 

2 L 

La  longueur  du  pendule  devient  — 

done  a>\  = = —,/—(  1 - cos  60). 

1 2L  2 V L 


6 • &n  = - 
2 


7 • Pendant  la  deuxieme  phase 

Em  = y m v2  + m8  ( 1 ~ cos  ^o)- 
A la  date  t2,  v = 0. 

mg  ^ (1  - cos  62)  = mgL  (1  - cos  60). 

1 3 

cos  ft  = + — cos  ft). 

2 2 


8 • Le  pendule  redescend  alors  jusqu’a  9-0  puis  remon- 
te avec  la  longueur  L jusqu’a  Tangle  60  et  ainsi  de  suite. 

T = 2(St,  + Stn). 


9 • 


Le  portrait  de  phase  comporte  deux  decrochements  qui 
correspondent  aux  variations  brusques  de  ^ . 
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Forces  centrales 
conservatives 
Interaction  newtonienne 


• Mettre  en  oeuvre  les  lois  de  conservation  pour 
etudier  le  mouvement  de  particules  dans  un  champ 
newtonien. 


Notions  d’energie,  de  moment  cinetique. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Coordonnees  polaires,  coniques. 


ESSENTIEL 


< Force  centrale  conservative 

Un  champ  de  force  centrale  conservative  de  centre  O est  de  la  forme  F = F(r)  er  avec  : 

F(r)  = - , %Jr)  designant  l’energie  potentielle  (definie  a une  constante  pres)  associee  a ce 

dr 

champ  de  force. 

Un  point  materiel  evoluant  dans  un  tel  champ  de  force  decrit  une  trajectoire  plane  (notons  N la 
normale  de  ce  plan),  voit  son  moment  cinetique  L0  = mCN  au  centre  du  champ  de  force  et  son 
energie  mecanique  % M = ?'  K + %v(r)  conservee  au  cours  du  mouvement.  Le  domaine  des  valeurs 
de  r accessible  a la  trajectoire  est  defini  par  ) :S:  %iA,  ou  la  fonction  energie  potentielle 

effective  est  definie  par  : 

^p,eff(r)  = ^ 2 + 

ou  C est  la  constante  des  aires  du  mouvement  plan. 


< Champ  newtonien 

• Champ  de  force 

— ► e . 

Le  champ  de  force  est  de  la  forme  F = - a — r~.  L’energie  potentielle,  prise  nulle  a l’infini,  est 

r 2 

cc 

alors  %v (r)  = . Le  champ  est  attractif  pour  a > 0,  repulsif  sinon.  La  force  de  gravitation 
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Forces  centrales  conservatives.  Interaction  newtonienne 


F = - G er  attirant  le  point  materiel  de  masse  m vers  un  astre  de  masse  M a symetrie  sphe- 

r2 

rique  en  est  un  exemple,  et  permet  de  comprendre  l’essentiel  de  la  mecanique  du  systeme  solaire, 
par  exemple. 


• Constantes  du  mouvement 

Soit  un  mouvement  de  point  materiel  dans  un  champ  newtonien  de  centre  O defini  par  un 

— ► £ . 

champ  de  force  de  la  forme  F = - a 

Pour  ce  mouvement  le  moment  cinetique  L0  et  l’energie  mecanique  % M se  conservent. 

-»  er 

Pour  un  champ  de  force  newtonien  de  la  forme  F = - a on  peut  definir  le  vecteur  de  Runge- 

Lenz  A = — A — Q - er . 
a 

Pour  ce  mouvement,  le  vecteur  de  Runge-Lenz  se  conserve : il  est  parallele  au  rayon  vecteur  T 
lorsque  la  distance  r au  centre  O de  la  force  passe  par  une  valeur  extremale,  et  de  norme  e, 
excentricite  de  la  conique,  trajectoire  du  point  materiel. 


• Trajectoires 

Les  equations  du  mouvement  peuvent  etre  resolues  exactement,  et  les  trajectoires  obtenues  sont 


des  coniques,  d’equation  polaire  r = 


- cas  repulsif : 

- cas  attractif : 


1 + e cos  0 

e > 1,  > 0 - branche  d’hyperbole  (etat  de  diffusion)  ; 

e < 1,  iojyi  < 0 - ellipse  (etat  lie) ; 

e = 1 , = 0 - parabole  ; 

e > 1,  > 0 - branche  d’hyperbole  (etat  de  diffusion). 

Pour  une  trajectoire  circulaire  de  rayon  a (plus  generalement,  pour  une  ellipse  de  demi-grand 

a 
2 a 


axe  a),  l’energie  vaut  ‘ 


• Lois  de  Kepler 

Pour  le  systeme  solaire,  ou  le  champ  de  gravitation  solaire  est  le  champ  newtonien  preponderant 
agissant  sur  les  planetes,  des  observations  astronomiques  ont  conduit  a l’enonce  des  trois  lois  de 
Kepler. 

Premiere  loi 

Chaque  planete  decrit  une  ellipse  dont  le  Soleil  est  un  foyer. 

Deuxieme  loi 

L’aire  balayee  par  le  rayon  Soleil-planete  est  proportionnelle  au  temps  mis  pour  la  decrire  (loi  des 
aires). 

Troisieme  loi 
T2 

Le  rapport  — est  une  constante  dans  le  systeme  solaire. 

a 3 
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Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


ESSENTIEL 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Pour  les  forces  centrales  conservatives  de  centre  0,  ne  pas  oublier  que: 

- le  moment  cinetique  se  conserve  L0  = mCN,  avec  C la  constante  des  aires,  et  N normale  au 
plan  de  la  trajectoire ; 

- l’energie  mecanique  se  conserve. 

• Le  vecteur  de  Runge-Lenz  ne  s’utilise  que  pour  une  interaction  newtonienne. 

• Les  lois  de  Kepler  ne  s’utilisent  que  pour  une  interaction  newtonienne. 
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Exercices 


Q Orbitogramme  de  la  Villette 

D’apres  Banque  Agro-Veto,  2007. 

A.  Etude  cinematique 

On  considere  un  referentiel  galileen  associe  au  repere 
orthonorme  ( 0 , 7X,  7y,7:),  l’axe  0:  est  vertical  ascendant. 
La  position  d’un  point  materiel  M sera  definie  par  ses 
coordonnees  cylindriques,  r (r  > 0),  9et  z. 

On  notera  respectivement  7 r et  7 e les  vecteurs  unitaires 
deduits  de  7X  et  7 y par  rotation  d’ angle  6 autourdeOz. 


1 • Exprimer  OM  dans  la  base  cylindrique. 

2 • En  deduire  la  vitesse  v{M)  dans  cette  meme  base. 


3  • Montrer  que  1’ acceleration  peut  se  mettre  sous  la 
forme  : 


, dr  A6  A29\-  d2z  - 

2—  — — + r— -=-  )ee+— -rez 
df  df  At2 ) At2 


4  • Montrer  que  a.ee  peut  s’ecrire  aussi  : 


Id 

a-ee  = 7 IT 


AO 

At 


B.  Etude  dynamique  et  energetique 

On  etudie  le  mouvement  d’une  bille  d’acier  M,  de  masse 
m assimilee  a un  point  materiel  sur  une  surface  de  revo- 
lution. La  surface  sur  laquelle  roule  la  bille  est  engendree 


par  la  revolution  d’une  portion  d’hyperbole,  z = — k > 0. 

r 

La  bille  se  comporte  sur  cette  surface  comme  un  corps 
celeste  soumis  a une  force  de  gravitation. 


1 • Rappeler  l’expression  de  la  force  de  gravitation 
exercee  par  un  point  Mx  de  masse  m,  sur  un  point  M2 
de  masse  m2.  On  notera  r = MXM2  la  distance  entre 

les  points  et  u = ^1^2  ]e  vecteur  unitaire  oriente  de  Mx 
r 

vers  M2. 

2 • Montrer  que  cette  force  derive  d’une  energie  poten- 
tielle  dont  on  etablira  l’expression.  On  choisira  Forigine 
de  l’energie  potentielle  lorsque  r tend  vers  l’infini. 

On  revient  a l’etude  de  la  bille. 

On  neglige  les  frottements.  La  reaction  normale  du  sup- 
port sera  notee  : 

Rn  = R,  er  + Reee  + R:  e. . 

3 • Justifier  sans  calcul  que  Re  = 0. 

4 • Faire  un  bilan  des  forces  s’exercant  sur  la  bille. 
Preciser  si  ces  forces  derivent  d’une  energie  potentielle. 
Dans  l’affirmative,  preciser  Fexpression  de  l’energie 
potentielle  associee  en  fonction  de  la  variable  r unique- 
ment.  On  choisira  Forigine  de  l’energie  potentielle  lorsque 
r tend  vers  Finfini. 

5 • Ecrire  le  principe  fondamental  de  la  dynamique  et 
faire  la  projection  dans  la  base  cylindrique. 

t d 0 

En  deduire  que  la  quantite  r 2— j-—  est  une  constante  notee 

6 • Exprimer  Fenergie  mecanique  sous  la  forme  : 

Em  = ■{  ma(r)  m - m ^ . Preciser  a(r ) en 

fonction  de  k et  r. 

Que  peut-on  dire  de  Fenergie  mecanique  ? 


7  • On  peut  done  definir  une  energie  potentielle  effective 

z?  / \ 1 C2  mgk 

^peffO)  _ r.  m 1 

F 2 r~  r 


Tracer  Failure  de  la  courbe  Epeff(r). 

En  fonction  de  la  valeur  de  Fenergie  mecanique  initiale  du 
systeme  E0,  discuter  le  caractere  lie  ou  libre  du  mouvement. 


8 • Pour  quelle  valeur  de  r a-t-on  un  mouvement  circu- 
laire  ? 

On  exprimera  le  rayon  du  mouvement  circulaire  rc  en 
fonction  de  C,  g et  k. 

9 • On  lance  la  bille  d’une  distance  r0  avec  une  vitesse  v0. 
Preciser  la  direction  et  le  module  de  v0  pour  avoir  un 
mouvement  circulaire. 


B.3.  S’il  n’y  a pas  de  frottements  R.v  - 0, 
done  R est  normal  a la  surface. 
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EXERCICES 


Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


€)  Stability  d'une  trajectoire 
circulate  dans  un  champ 

de  force  en  — 
rn 


Un  point  materiel  de  masse  m evolue  dans  le  champ  de 
force  centrale  F(r)  e de  centre  0 . 


1 • Quelle  relation  lie  le  rayon  r0  et  la  vitesse  v0  dans  le 
cas  d’une  trajectoire  circulaire  ? 

2 • L’objet  subit  une  perturbation  de  vitesse,  de  sorte 
qu’a  t = 0 : 

r(0)  = r0,  Vg(0)  = rd 0(0)  = v0  et  ^r(0)  = r(0)  = av0, 
avec  | a\  « 1 . 

Etudier  1’evolution du rayon  r(t)  au  voisinage de  r0,eteta- 
blir  un  critere  que  doit  verifier  le  champ  de  force  pour  que 
1’evolution  ulterieure  se  fasse  au  voisinage  du  cercle  initial. 


2 • Que  devient  cette  condition  pour  un  champ  de  force 
en  — ? Qu’en  est-il  pour  le  cas  newtonien  ? 

rn 


1)  Quelle  est  l’acceleration  pour  un  mouvement  cir- 
culaire ? Ce  mouvement  est-il  uniforme  ? 

2)  Ecrire  1’ equation  du  mouvement  radial  en  utilisant 
la  constante  des  aires. 

3)  A priori,  il  vaut  mieux  trouver  que  le  champ  new- 
tonien donne  une  solution  stable... 


o Chez  le  petit  prince 


Evaluer  le  rayon  d’une  planete  telle  qu’en  sautant  a pieds 
joints,  on  puisse  echapper  a la  pesanteur. 


Que  faut-il  faire  pour  realiser  un  etat  de  diffusion  ? 


Of  Lancement  d'un  satellite  GPS 

Le  lancer  d’un  satellite  depuis  une  navette  spatiale  s’effec- 
tue  en  trois  etapes  successives : la  navette  est  d’abord  mise 
sur  orbite  circulaire,  au  moyen  de  fusees  auxiliaires ; a par- 
tir  de  cette  orbite  circulaire,  la  navette  ejecte  le  satellite  qui 
gagne  progressivement  une  altitude  plus  elevee  ; enfin,  une 
fois  parvenu  a son  altitude  definitive,  le  satellite  s’y  stabi- 
lise au  moyen  d’un  dispositif  de  freinage.  Dans  la  premie- 
re phase,  la  navette  et  son  satellite  sont  solidaires.  Avec  l’e- 
quipage  et  la  charge  utile,  l’ensemble  est  assimile  a un 
point  materiel  unique  de  masse  M . Le  tout  est  en  orbite 
circulaire  d’ altitude  h et  de  rayon  r = R + h , oil  R est  le 
rayon  de  la  Terre.  On  appelle  g0  l’acceleration  de  la  pesan- 


teur au  niveau  du  sol.  On  prendra  g0  = 9,81  m.s  2 et 
R = 6 400  km  pour  les  applications  numeriques. 

1 • Determiner,  dans  le  referentiel  geocentrique  (A)  sup- 
pose galileen,  en  fonction  des  constantes  M , R et  g0  , la 
vitesse  v(r) , la  vitesse  angulaire  ffljj(r)  et  l’energie  meca- 
nique  %{r)  de  l’ensemble. 

2 • Avant  le  lancement,  la  fusee  etait  placee  sur  un  pas  de  tir 
situe  a la  latitude  A . Determiner  la  variation  d’energie  meca- 
nique  entre  le  lancement  (avant  la  mise  en  route  des  fusees)  et 
l’arrivee  sur  orbite  circulaire,  en  fonction  de  r,  R , M , g0  , A 
et  T , periode  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  l’axe  des  poles. 

3 • Commenter  le  choix  de  A permettant,  avec  des 
moteurs  donnes,  la  mise  en  orbite  la  plus  favorable. 

4 • A.N.  : L’ orbite  a atteindre  est  situee  a T altitude  de  300 
km.  Calculer  1’economie  d’energie  realisee  par  unite  de 
masse  du  systeme  lance,  lors  du  passage  du  pas  de  tir 
d’Edwards  (Californie,  At  = 34°50'N)  a celui  de  Cap 
Canaveral  (Floride,  An  = 28°30'N)  (a  titre  documentaire, 
un  gramme  d ’essence  fournit  typiquement  40  kJ  dans  un 
moteur  a explosion).  Commenter. 

5 • A.N.  : Determiner  T altitude  H qu’il  faut  atteindre 
pour  obtenir  la  periode  de  rotation  de  12  heures  qui  est 
celle  des  satellites  du  systeme  GPS. 

'3  1)  Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique, 

g appliquee  a l’ensemble  (navette  + satellite  + equipa- 
ge  + materiel } sur  son  orbite  circulaire,  sur  la  norma- 
le  au  mouvement. 

2)  Sur  le  pas  de  tir,  la  vitesse  de  la  fusee  est  egale  a la 
vitesse  de  rotation  de  la  Terre  sur  elle-meme  en  ce 
point. 

C)  Transfert  d'un  satellite 

( Concours  national  DEUG  2008) 

La  Terre  est  consideree  comme  un  astre  spherique  de  cen- 
tre O,  de  rayon  R et  de  masse  M.  Le  referentiel  geocen- 
trique est  suppose  galileen.  La  Terre  est  animee  par  rap- 
port a ce  referentiel  d’un  mouvement  de  rotation  uniforme 
de  periode  T j . 

On  designe  par  g0  Tintensite  du  champ  de  gravitation  ter- 
restre  a la  surface  de  la  Terre. 

On  place  un  satellite  (S)  de  masse  m sur  une  orbite  cir- 
culaire C0  situee  dans  le  plan  equatorial  et  d’ altitude  z 
faible  devant  R. 

On  considere  que  sur  l’orbite  C0  le  satellite  est  soumis  au 
champ  de  pesanteur  g0  identique  a celui  qui  regne  au 
niveau  du  sol. 

1 • Determiner  la  vitesse  v du  satellite  (S)  en  fonction  de 
go  et  R. 
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EXERCICES 


Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


2  • Exprimer  la  periode  T0  du  satellite  (S)  en  fraction  de  9»  Exprimer  Wx  le  travail  necessaire  a la  phase  1 en 
g0  et  R.  fonction  de  K0. 


3 • Determiner  la  vitesse  vE  d'un  point  de  l’equateur  ter- 
restre  en  fonction  de  R et  T { ainsi  que  le  rapport  ( 1 i 

4 • Application  numerique  : 

Calculer  le  rapport  ( ‘ - J pour  R-  6 400  km, 
go  = 9,81  m.s-2  et  Tx  = 24  h. 

Dans  la  suite  du  probleme,  on  negligera  vE  devant  v\  . 


On  place  maintenant  le  satellite  (S)  sur  une  nouvelle  orbi- 
te  C]  situee  dans  le  plan  equatorial.  On  desire  que  (S) 
soit  vu  immobile  de  tout  point  de  la  surface  terrestre. 

On  ne  considere  plus  que  z est  tres  petit  devant  R. 

5  • Exprimer  le  champ  de  pesanteur  g en  fonction  de  g0. 

6 • Determiner  le  rayon  Rx  de  cette  nouvelle  orbite  C,. 

En  deduire  le  rapport  x = —A 


7 • Determiner  la  vitesse  v1  du  satellite  (S)  sur  l’orbite 
C i en  fonction  de  x et  v0 . 


8 


• Exprimer  en  fonction  de  K0  = 


et  de  x,  le  travail 


W necessaire  pour  amener  le  satellite  (S)  surl’orbite  Cl 
depuis  la  surface  terrestre. 

La  mise  en  orbite  geostationnaire  du  satellite  (S)  est  reali- 
see  de  la  maniere  suivante  : 

- Phase  1 : On  lance  le  satellite  (S)  depuis  la  surface  ter- 
restre sur  l’orbite  C0.  On  designe  par  IV  le  travail  neces- 
saire a cette  operation. 

- Phase  2 : En  un  point  P de  C0,  on  communique  au 
satellite  ( S ) en  un  temps  tres  bref  une  nouvelle  vitesse  v'0 
de  maniere  a le  placer  sur  une  orbite  elliptique  tangente  a 
C,  au  point  A. 

On  designe  par  v[  la  vitesse  du  satellite  ( S ) a son  arri- 
vee  au  point  A. 

- Phase  3 : Au  point  A,  on  fait  passer  la  vitesse  du  satelli- 
te ( S ) de  v\  a v\. 


10  s Deduire  de  Penergie  sur  C0  et  sur  la  trajectoire  ellip- 
tique la  vitesse  v'0  en  fonction  de  v0  et  de  x. 

11  • Exprimer  le  travail  1V2  necessaire  a la  phase  2 en 
fonction  de  K0  et  de  x. 

12  * Determiner  la  vitesse  v\  en  fonction  de  v0  et  de  x. 

13  ® Exprimer  le  travail  IV:1  necessaire  a la  phase  3 en 
fonction  de  K0  et  de  x.  Comparer  le  travail  W calcule 
a la  question  8 et  la  somme  + W2  + W3. 

14°  Deduire  de  la  3e  loi  de  Kepler  la  duree  t du  transfert 
du  satellite  (.S’)  de  P orbite  C0  a P orbite  C en  fonction 
de  Tx  et  de  x. 


:!;Trajectoire  d'une  comete 

On  considere  que  la  Terre  decrit  autour  du  Soleil  une  tra- 
jectoire circulaire  de  rayon  RT  = 150. 109  m,  avec  la 
periode  T0  , a la  vitesse  vT . Une  comete  decrit  une  orbi- 
te dans  le  meme  plan  que  celle  de  la  Terre.  Elle  passe  le 
plus  pres  du  Soleil  a une  distance  kRT  , sa  vitesse  en  ce 
point  est  vx . 

1 • Determiner  la  vitesse  v de  la  comete  lorsqu’elle  coupe 
Porbite  terrestre  en  fonction  de  k , et  vx  . 

A.N.  : k = 0,42  , ^ = 30,00 . 103  m . s'1  et 
vx  = 65,08 . 103  m.s-1.  Calculer  v . 

2 • Montrer  que  la  comete  decrit  une  orbite  elliptique. 
Exprimer  son  demi-grand  axe  a sous  la  forme  a = ARj . 
Determiner  son  excentricite  e en  fonction  de  , vx  et  k . 
Donner  la  periode  de  revolution  T de  la  comete  sous  la 
forme  T=  nT0  . 

A.N.  : Calculer  A , e et  n. 


3  • Pendant  combien  de  temps  reste-t-elle  dans  Porbite 
terrestre,  e’est-a-dire  r = SC  =£  RT  ? Cette  duree  donne 
Pordre  de  grandeur  de  la  duree  de  visibilite  de  la  comete 
depuis  la  Terre,  elle  sera  mise  sous  la  forme  d’une  inte- 
grale,  puis,  comme  on  n’en  cherche  qu’un  ordre  de  gran- 
deur, on  prendra  e = 1 pour  effectuer  le  calcul,  et  on 

miliar  d9  -I  <4 

X (1  + cos  6)1  2 \ 


1)  Utiliser  la  conservation  de  Penergie  de  la  comete  en 
Pexprimant  au  point  de  sa  trajectoire  le  plus  proche  du 
Soleil  et  au  point  ou  elle  coupe  Porbite  terrestre. 

2)  Determiner  le  signe  de  Penergie  de  la  comete. 
Exprimer  a en  fonction  de  Penergie  de  la  comete 
pour  obtenir  la  relation  a = ARr . 
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Conseils 


EXERCICES 


Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


3)  A partir  de  Tequation  traduisant  la  conservation  du 
moment  cinetique,  isoler  9 et  le  mettre  sous  la  forme 

e=m . 

En  deduire  l’ordre  de  grandeur  de  la  duree  de  visibi- 
lite  de  la  comete  depuis  la  Terre  en  utilisant  les  hypo- 
theses simplificatrices  de  Tenonce. 

© Incident  sur  un  satellite 

Un  satellite  se  trouve  sur  une  orbite  circulaire,  de  rayon  r0 , 
autour  de  la  Terre  lorsqu'un  incident  se  produit  modifiant 
la  direction  de  la  vitesse  d’un  angle  a,  sans  changer  sa 
norme  v0.  $ 


1 • Montrer  que  la  nouvelle  trajectoire  du  satellite  est  une 
ellipse  de  demi-grand-axe  egal  a r0 . 

2 • Montrer,  en  utilisant  le  vecteur  Runge-Lenz  A (cf. 
YEssentiel)  que  Texcentricite  e de  Tellipse  est  e = sina. 

3 • Le  satellite  tournant  initialement  a 700  km  d’ altitude, 
pour  quelles  valeurs  de  a s’ecrasera-t-il  sur  la  Terre  ? 


1)  Quelle  est  Tenergie  % du  satellite  apres  T incident  ? 
En  deduire  la  valeur  du  demi-grand  axe  a de  Tellipse 
grace  a la  relation  entre  a et  %. 

2)  Rappelons  que  le  vecteur  Runge-Lenz  : 


A =■ 


v A Lr, 


■er  avec  F T er 


est  parallele  au  rayon  vecteur  r lorsque  la  distance 
r au  centre  de  la  force  passe  par  une  valeur  extrema- 
le  et  de  norme  e,  excentricite  de  la  trajectoire. 

3)  Le  satellite  s’ecrasera  sur  la  Terre  si  le  perigee  de 
la  trajectoire  passe  sous  la  surface  terrestre. 


© "Mouvement  hyperbolique 
repulsif.  Experience  de 
Rutherford 

Une  particule  a de  masse  m et  de  charge  q = 2e  , venant 
de  1 ’ inf  ini  avec  une  vitesse  v0  , s’approche  avec  un  para- 
metre  d’ impact  b = OH  d’un  noyau  cible  (noyau  d'or)  de 
masse  M » m et  de  charge  Ze  . 


1 • Montrer  que  : 

v~-Vq  = - 


mv0b 


Sa  ~ S c 


oil  k - 


Ze1 

4nen 


et  ou  Tindice  0 concerne  les  grandeurs  au  depart  et  l’indi- 
ce  °°  les  grandeurs  quand  la  particule  est  de  nouveau  infi- 
niment  eloignee  du  noyau. 


2 • En  deduire  la  deviation  D de  la  particule  en  fonction 
de  k , m , b et  v0  . 


3 • Determiner  la  distance  minimale  rmitl  de  plus  courte 
approche  du  noyau. 


'S  1)  Ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  et 
0 remarquer  que  er  s’exprime  simplement  en  fonction 
Aee 


At 

Integrer  alors  Tequation  obtenue  entre  le  depart  P0 
et  un  point  , ou  la  particule  est  de  nouveau  infini- 
ment  eloignee  du  noyau. 

Attention  a Torientation  des  vecteurs. 

2)  Que  peut-on  dire  du  module  du  vecteur  vitesse  aux 
points  P0  et  ? Projeter  alors  Tequation  obtenue 
a la  question  1). 

3)  On  peut  utiliser  la  conservation  de  Tenergie. 
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EXERCICES 


Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


0 Correction  relativiste. 

Avance  du  perihelia  de  Mercure 

1 • Preliminaire 

a)  Soit  un  champ  de  force  newtonien  de  la  forme 

F =- a ; en  utilisant  le  vecteur  de  Lenz  A = v _ g 
r 2 a 


retrouver  Fequation  polaire  r = * de  l’ellipse 

1 + e cos  9 

trajectoire  decrite  par  une  planete  autour  du  Soleil. 

Relier  en  particulier  le  parametre  p a m,  La=  Le.  et  a 
constante  d’interaction  a preciser. 

b)  Exprimer  p a l’aide  de  rA  et  rP,  distances  en  perigee 
et  a F apogee  de  la  trajectoire. 


2 • Avance  du  perihelie 

En  Relativite  Generate,  le  mouvement  d’une  planete  de 

masse  m autour  du  Soleil,  assimile  a une  sphere  homo- 

gene de  masse  M0  et  de  centre  S , doit  etre  decrit  comme 

si  au  potentiel  d’attraction  newtonienne  subi  par  la  masse 

T7  7 

(de  la  forme  V(r)  = - G — - — ) se  superposait  un  potentiel 


. u . w t \ GM0  L2  1 - £ . A,  ■ 

perturbateur  VP(r)  = — - = — -,ou  c destgne 

c2  m r 3r 

la  vitesse  de  la  lumiere  (c  = 3.108  m . s_1). 

On  prendra  M0  = 2 . 10 30  kg  (on  suppose  que  M0  » m de 
telle  sorte  que  Ton  peut  considerer  le  Soleil  comme  immo- 
bile). On  traitera  VP  comme  une  perturbation  par  rapport 
au  potentiel  newtonien  V . 

a)  Quelle  condition  doit  satisfaire  le  mouvement  de  la  pla- 
nete pour  qu’il  en  soit  ainsi  ? Verifier  rapidement  si  Ton  peut 
appliquer  cette  approximation  a la  Terre  et  a Mercure  (dont 
la  periode  de  revolution  autour  du  soleil  est  de  88  jours).  On 
rappelle  que  la  distance  Terre-Soleil  est  RT  = 1,5 .10"  m. 
On  admet  alors  qu’en  premiere  approximation  la  trajectoire 
de  la  planete  reste  sensiblement  elliptique.  On  appelle  (Ox) 
l’axe  focal  et  (Oy)  l’axe  perpendiculaire  a (Ox) . 

c\A  - 

b)  Exprimer  — ou  A est  le  vecteur  de  Runge-Lenz,  en 

d Q 

fonction  de  e , G , M0  , 9 et  — ainsi  que  de 


l’excentricite  e et  du  parametre  p = 


de  Fellipse. 


m2GM0 

Ce  vecteur  sera  exprime  dans  la  base  polaire  puis  dans  la  base 
cartesienne  (ex,  ey) . En  deduire  que  la  variation  AA  du  vec- 
teur A pendant  une  periode  de  revolution  de  la  planete  sur 

£ 


sa  trajectoire  elliptique  est  egale  a : A A = 2en  - 


Donnees  : 

r2n 


GM0p 


T- er 


rln  rln 

(1 +ccos0)2 * * *cos0  d0=2c7t  et  (1  +e  cos0)2sin0  d6  = 0. 


En  deduire  que  le  potentiel  perturbateur  VP  d’origine  rela- 
tiviste entraine  une  deformation  de  la  trajectoire  cor- 
respondant  a une  rotation  lente  du  grand  axe  de  Fellipse, 
dans  son  plan,  autour  du  Soleil. 

c)  Calculer  l’angle  A (/)  dont  tourne  la  trajectoire  de  la  pla- 
nete pendant  une  periode  de  revolution  en  fonction  de  G , 
M0  , c et  des  distances  maximale  et  minimale,  rA  et  rP , 
de  la  planete  au  Soleil. 

d)  En  deduire  « l’avance  seculaire  » SQ  pour  une  plane- 
te dont  la  periode  de  revolution,  exprimee  en  jours  side- 
raux,  est  T , c’est-a-dire  l’angle  dont  a tourne  le  grand  axe 
de  sa  trajectoire  au  bout  d’un  siecle  (on  rappelle  qu’un  an 
correspond  a T0  = 365,25  jours  sideraux). 

Calculer  8Q  en  secondes  d’arc  ( 1 seconde  d’arc  est  egale 

a ^ degre)  pour  Mercure,  dont  Faphelie  se  trouve  a 

7,0. 1010  m du  Soleil  et  le  perihelie  a 4,6.1010  m. 
Experimentalement,  on  trouve  §Q  = 42,6  ± 0,9  secondes 
d’arc.  La  theorie  relativiste  rend-elle  effectivement  comp- 
te  de  cette  valeur  ? 


1)  Cf.  VEssentiel. 

2)  a)  Pour  determiner  l’ordre  de  grandeur  de  la  vites- 
se de  la  Terre  et  de  Mercure  autour  du  Soleil.  assimi- 
ler  leurs  trajectoires  a des  cercles. 

b)  — est  la  somme  de  deux  termes  : Fun  du  a V’O'), 
df 

l’autre  a VP(r)  . En  deduire  que  dans  l’expression  de 


, seul  le  deuxieme  terme  donne  une  contribution 

d? 

non  nulle.  Exprimer  alors  L en  fonction  de  9 et  de 
sa  derivee  par  rapport  au  temps  (en  utilisant  l’equa- 
tion  polaire  de  la  trajectoire)  pour  obtenir  une  expres- 


dA  ■ -> 

sion  de  la  forme  — — =f(9)9eg.  II  faut  ensuite  expri- 


mer ce  vecteur  dans  la  base  cartesienne  avant  de  Fin- 
tegrer  sur  une  periode  de  revolution, 

c)  Quelle  est  la  relation  entre  le  module  de  A et  Fex- 
centricite  de  la  trajectoire  ? Exprimer  ensuite  p en 
fonction  de  rA  et  rP  . 
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Corriges 


Orbitogramme  de  la  Villette 

A.  Etude  cinematique 

1 • OM  = re \ + zez . 

2 * v = rer  + rdEe  + zez. 

3 • a = rer  + + f0?0  + r#?e  - rd 27r  + 'iez. 

dr_  d6>  d20\-,  . d2z 

df  df 

d20 


dV  /d6>\2 

df2  r 


\ df 

) rr+ 

dr 

de 

df 

"tF  + r 

d 

L.2  d^ 

d t2  )ee+  dr2  Cz 


df2 


dr  d6> 
d t df 


dr  V df, 

d’ou  le  resultat  demande. 

B.  Etude  dynamique  et  energetique 


d26> 

df2 


1 */ 


1/2  ' 


Gmim2  ■ 


- / 1/2  -j M 


d£p 

dr 


c, , s Gm1m2  . ,,  • • , ■ ■ 

Ep(r)  = 1 — - a 1 origine  choisie. 


3 • La  normale  a la  surface  consideree  n’a  pas  de  composante 
sur  ?0,  done  Re  = 0 en  l’absence  de  frottements. 

4 • Les  forces  qui  s’exercent  sur  la  bille  sont 

- le  poids  mg  qui  derive  de  l’energie  potentielle 

E = mgz  = - mg 


- la  reaction  R N qui  ne  travaille  pas. 

5 • ma  = En  + mg. 

En  projetant  sur  la  base  cylindrique,  on  obtient : 
d6L2' 


d2r 

| — r 

df2  l df 


1 dr  / 2 dd 

m rA 

r df 


df 


= Er 
= 0 


d2z 

m~d J = ~mS  + R’ 


, dd 


De  la  deuxieme  equation,  on  deduit  que  r2 — est  une 

df 

constante. 

2 d#  r 
rL — = C. 
df 


Si  E0  > 0,  l’etat  est  libre. 
Si  E0  < 0,  l’etat  est  lie. 


8 • Le  mouvement  est  circulaire  pour  - 


c v C2  gk  C2 

Solt  — = "V  rc  = —r- 
r3  r2  gk 


d E, 


peff 


dr 


= 0. 


9 • La  bille  doit  etre  lancee  selon  ?e.  v0  = v0  ?e. 
d 0 


C = r 


dt 


= >'o  v0. 


On  a aussi  r0  = rc  d’oit 


Vq  = 


_ gk 


r0  = 


>jvl 

gk  ' 


(01  Stability  d'une  trajectoire 
circulaire  dans  un  champ 

de  force  en  — 
rn 

1 • Pour  la  trajectoire  circulaire,  decrite  a vitesse  angulaire 
constante  (loi  des  aires),  on  a : 

2 

= -E(r0). 

'o 


6 • Em  = — m„2 


m v-  + mgz 


1 

- — m 
2 


+ 1- 


d e_ 

df 


+ mgz 


2 • L’ equation  du  mouvement,  en  projection  sur  le  vecteur 
radial,  donne  : 


F(r)  = m(r  - rd2)  = m 


rov\  j 
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CORRIGES 
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Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


Posons  r = r0(l  + £(/))>  et  linearisons  cette  equation  : 

M + £roM  + ...  = ,^i(1_3£+...) 

m m 

ou  le  terme  d’ordre  0 se  simplifie  (question  1)),  ce  qui  donne  : 


£ + 


!^_n^)e=0 

r o m 


ou  bien  encore  : e - — 
m 


1 ( 3F(rn) 


'o 


+ F’(r0)  £=0. 


On  obtient  une  evolution  au  voisinage  de  r0  si : 
+ F'(r0)  < 0. 


3 • Pour  F(r)  = — — , il  vient  k(n  - 3)  < 0. 
r" 

Pour  avoir  une  trajectoire  circulaire,  il  faut  deja  avoir  un 
champ  attractif,  soit  k > 0 , de  sorte  que  la  condition  de  sta- 
bility est  n < 3.  Dans  le  cas  de  la  gravitation,  n = 2,  et  ainsi 
la  trajectoire  circulaire  apparait  stable  : ouf  ! 


© Chez  le  petit  prince 

Sur  Terre,  un  saut  a pieds  joints  permet  facilement  d’elever 
son  centre  de  gravite  d’une  hauteur  h de  l’ordre  de  50  cen- 
timetres. L’impulsion  initiale  correspond  a une  energie  deve- 
loppee  de  l’ordre  de  mgh. 

Admettons  que  l’on  fera  de  meme  sur  la  planete  en  question, 
pour  laquelle  la  vitesse  de  liberation  est  donnee  par  : 

1 2 GmM  n 

— mv  o = 0 

2 R 

ou  G est  la  constante  de  gravitation,  M la  masse  de  la  pla- 
nete, R son  rayon. 

1 2 

L’ energie  cinetique  — mv0  que  Ton  peut  creer  etant  de 

l’ordre  de  mgh,  on  en  deduit  gh  = ou  le  champ  de 
pesanteur  g est  pratiquement  egal  au  champ  de  gravitation  a 


la  surface  terrestre  : g — 


Mr 


GMT 

Rj 

h 


Ri 


, et  on  obtient : 

_ M_ 

R ' 


En  supposant  que  la  densite  de  la  planete  soit  tres  voisine  de 

Ri 

celle  de  la  Terre,  on  aura  alors  M = MT , et  done  finale- 

R3T 

ment : R = \h  RT  = 1,8  km  (RT  = 6 400  km). 

La  planete  a la  taille  d’un  asteroide... 


C)  Lancement  d'un  satellite  GPS 

1 • La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee 
Mv 2 


sur  e,.  donne  - 


la  Terre.  Avec  g0  ■■ 


MMrr  , „ 

G — v-5-  , ou  MT  est  la  masse  de 


GMT  d So  n 

— — , on  obtient  v = R \ — . On  en 

R~  V r 


deduit  co0  = - = ^g0- T . 

L’ energie  potentielle  gravitationnelle  est : 

a?  _ ,,  GMr  _ R2 

(op  — — M — — g0M  — . 

r r 

L’ energie  mecanique  %(r)  du  systeme  est  done  : 

2 2 

%{r)  = i Mv\r ) - Mg0  — = -Mg,  . 
2 r 2 r 


2 • L’ energie  mecanique  de  la  fusee  sur  le  pas  de  tir  est  : 


271 


^o  = 2Myo  ~MgoR  avec  yo  = (^yTCOS/l- 

La  variation  d’energie  mecanique  entre  le  lancement  et  l’arri- 
vee  sur  l’orbite  circulaire  est  done  : 

R } 1 ,,f  2kRcosV 


-■%(r)-%0  = Mg0R\l-^\--M\ 


3 • represente  l’energie  a fournir  au  systeme  pour  le  met- 
tre  en  orbite.  Elle  diminue  quand  cos  X augmente,  done 
quand  X diminue  : les  meilleures  bases  de  lancement  sont  les 
plus  proches  de  l’equateur. 

4»  A(g(A1)-A‘g(A2)  = 2M^j  (cos2 A2 -cos2 Aj) . 

Par  unite  de  masse,  l’economie  d’energie  est  de  24  kj,  ce  qui 
semble  assez  faible,  si  on  la  compare  a AiE(A2)  ~ 32,8 . 103  kj 
pour  1 kg  de  charge. 

3 


5 • T0  = — = 2n 

®o 


soit : 


//  = 


( R + H )2 

RT0\jg0 

2k 


-R  = 20,3. 103  km. 


e Transfert  d'un  satellite 


1 • Sur  l’orbite  circulaire  de  rayon  R,  on  a : 
m ~d=  mgo  d’°u  v0  = \g0R. 

K 


r)‘jT 

2*v0  = Rco0  = R ^ 
1 o 
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Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


Tn  = 


27 iR 


o - - 


'Jg  oR 


= 2k  , / — . 


So 


3 • ve  = R — 
T\ 


VE  _ To 

vo  Tx 
vE\2  _ 4n2  R 
T\Yo 


Vo 


- - „ mM  - _ GM  t GM 

S»F  = -G  — rur=mg.  g = — etg0  = —v. 

i r-  R- 


R2  , 


Done  g = go  — 2 a distance  r = Rt. 
Ri 


6 • La  periode  du  satellite  sur  l’orbite  C,  doit  etre  T{. 

R.2 

mco2lR1=mg  = mg0—. 


r>3  _ T1 

Ri  - go — 2 ~ ^°7T  -^i- 

i of  4n2 


i?!  = 4,24. 107  m. 


x = dll  = 6,62. 
R 


7 • = 


v\  _ GmM 


GM 
Vl  Ri 


2.  GM 


De  meme  vk  = . 

0 R 


On  en  deduit : 


V* 


8 • Sur  l’orbite  Cu  l’energie  du  satellite  est : 
2 


„ 1 , GmM  1 , 

— — mv\ m"- 


Rx 


— mv). 
2 


c , T ^1  i GmM  1 2 

Sur  la  Terre  : t = — mvE "■ 


R 


— mv^-mvS  . 


Le  travail  W a fournir  pour  passer  a C\  est : 

W = Ex  - E = - y m vE  - y m v\  + m vl  ~ + y m v\  ( 2 - — 


W = Ko\2-  2-). 


1 


9 • Lorsque  le  satellite  est  sur  Terre,  son  energie  est : 
2 


„ 1 2 GmM 

t = — mvE 


R 


tj/  c zr  1 2 , GmM  i 2 

Wl=t0-t~ mv{ j + -1- 


1 


R 


■ + — mv  o . 
2 0 


IT,  = K0. 
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CORRIGES 


1 0 • Le  transfert  se  fait  sur  une  ellipse  de  demi-grand  axe 
R + R1 


2 

-'ellipse 


„ GmM  1 ,2  GmM 

iw  = - — — = — m vQ 


v’o2  = 2 GM 


R+Rt  2 R 

Ri  _ 2 GM  x 


1 2 2 
Vq  = Vo 


R{R  + R{) 

2x 


R 1 + x 


1 + JC 


(— ) = 3,45. 10“3. 

, 1 2x 

\v0) 

vo  v0  A . 

V 1 +x 

11  •W7=Ei 


ellipse  ^0 


GmM  GmM  „ .. 
W2=—  — — — + = GmM 


R,-R 


W2  = K0 


R + Rl 
x - 1 


2 R 


2 R(R  + R^ 


x + 1 

12  • Au  point  A,  on  a : 


GmM 


-'ellipse 


GmM  1 ,2 

+ — mv  i = . 

Ri  2 R+Ri 


Vi  = Vo 


x(l  + x) 

13  • W3  = Ex  - £eiiipse : 


GmM  GmM 
- + - 


2 R, 


R+R 


W3  = K0 


x-  1 


jc(1  + x) 

Wi  + W2  + W3  = K0(  1 + — - 

\ X + 1 


x-l 


x(\  +x) 


■K, 


2x2  + x - 1 


x(l  + x) 


:*o(2-A). 


Wi  + W2  + W3  = w. 

14  • La  troisieme  loi  de  Kepler  donne  : 
47I2  (R  + Ri  \3  rr2  47t2 


Tz 

1 ellipse 


GM 


GM 


T = T 

1 ellipse  1 1 


R+RA2'2 


2 Ri 


T T 

+ _ 1 ellipse  _ 1 1 
2 25/2 


1 +JC\3'2 


Trajectoire  d'une  comete 


1 • L’energie  de  la  comete  est  : 

• au  point  le  plus  proche  du  Soleil  : 


1 


-mv,  —m- 


GM « 


s . 


kRr 


(1) 


G 


CORRIGES 
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Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


au  point  ou  elle  coupe  l’orbite  terrestre  : 

GMo 


1 T KJLVlc 

i = —mv  —m -■ 


Rt 


(2) 


avec  pour  la  Terre  sur  son  orbite  circulaire  : 


V'y  — ' 


GM, 


R, 


(3) 


La  conservation  de  Tenergie  de  la  comete  permet  de  determi- 
ner v . Tous  calculs  faits,  on  obtient  : 


v = Jvf  +2vj\  1-  — ] = 41,8  km.s  T 


2 • L’energie  de  la  comete  est  egale  a : 

= - 25 . 106  m (en  joules) ; 


/ , 2 A 

v2  1 k , 


elle  est  negative,  done  la  trajectoire  de  la  comete  est  une  ellip- 
se. Elle  est  reliee  au  demi-grand  axe  a par  : 

GMs 

2 a 


rn  yjivi  C ViRy 

% = -m - = -/r-L- - 


2 a 


Des  relations  (1)  et  (3),  on  deduit  a = 


Rt 


2 


k V*y 


e’est  de  la  forme  a = ARr  , avec  A = 


k Vj 


Pour  determiner  Texcentricite  e de  la  trajectoire,  on  peut  uti- 
liser,  par  exemple,  la  distance  comete-Soleil  au  perihelie  : 
rP  = kRT  = a(l  - e) , d’ou  : 


e = 1-  — = t-4--l 


A 

(e  < 1 : la  trajectoire  est  bien  elliptique). 


T2  X? 


La  troisieme  loi  de  Kepler  donne  — = — , oil  T0  est  la 


a Rl 


periode  de  rotation  de  la  Terre  autour  du  Soleil. 

3 


On  en  deduit  T = A2  T0  = nT0 


A.N.  : A=  17,9  ; e = 0,977  ( e est  done  proche  de  1,  l’ellipse 
est  tres  excentree)  ; n = 75,7  : la  periode  de  la  comete  est 
d’environ  76  ans  (il  s’agit  sans  doute  de  la  comete  de  Halley). 


3 • La  loi  des  aires  donne  r2  0 = — = kRTv{  (au  perihelie,  la 

m 


vitesse  est  orthogonale  a SC).  L’equation  de  la  trajectoire  est : 

p , „ ( k 

--  — , avec  p = rP(l  + e)  =RT  — 

\ - 


l + ecos0 


1 


C 


On  en  deduit : 


d0  L(l  + ecos6>)~ 


df  m 


Vl  (1  + ccos  6)2 


Rj(kv{) 


(kvxy 


On  pose  T = Rr  — j- 

V'y 


. La  duree  recherchee  est : 


At 


r + 9 o r + Oo 

: d t=T  

Jff  = -0  n *'—0n  (1  + 


dd 


Lea  (1+CCOS0)2’ 


oil  ff0  est  Tangle  correspondant  au  point  d’ intersection  de  la 
trajectoire  de  la  comete  et  de  celle  de  la  Terre  (voir  le  schema 
precedent). 

Pour  determiner  l’ordre  de  grandeur  de  At , on  prend  e = 1 
(approximation  justifiee  par  Tapplication  numerique  ci-dessus). 


On  obtient  At  = 2r|  ::m^^j  + ^tan3|^ 


avec  Rt 


1 + ecosft 


d’ou  : 


o 


0O  = arccos 


2 

h_ 

2 

V^Y 


k2\- 1 


k%- 1 


VrY 


, soit  60  = 100°. 


A.N.  : At  = 1,76  T , soit  environ  77  jours. 


Incident  sur  un  satellite 


1 • L’energie  du  satellite  apres  l’incident  est  la  meme  qu’a- 
vant  puisque  la  vitesse  reste  la  meme  en  module  : elle  est 
done  negative,  egale  a : 


% = Ag^l 

2 Vr\ 


'0 


la  trajectoire  est  une  ellipse  de  demi-grand  axe  r0  (l’energie 
sur  une  trajectoire  elliptique  est  % - 


-G^I). 
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Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


CORRIGES 


2 • Calculons  le  vecteur  de  Runge-Lenz,  constant,  a l’instant 
initial  : 

A = — (v  a L0)  - er 
k 


= — |>0(cosae„o  - sinac,.o)  a m r0v0  cosaej  - er o 

Sachant  que  la  constante  d’interaction  est  k = GmMr,  et  que 
v\  GMt 

— = , on  en  deduit  : 

r0  2 

r o 

A = sina(-  sina  er  + cos aes  ) 
ro  Ho 

et,  par  consequent : 


ce  qui  assure  le  resultat. 

3 • L’ equation  polaire  de  la  trajectoire  est : 

r = P 

1  + e cos0 

avec  e = sina  et  p = a(  1 - e2)  = r0  cos 2a. 
Au  perihelie,  la  distance  minimale  est  : 

r0(l  - sin2 a) 


1 + sina 


= r0(l  - sin  a). 


Le  satellite  ne  s’ecrase  pas  si  rP  > RT,  ce  qui  donne  : 

RT 

sin  a < 1 . 

ro 

L’ecrasement  est  done  evite  pour  : 


. , , ft, 

a < arcstnl  1 

r0 


5,7°. 


2  • A l’infini  (des  deux  cotes),  l’energie  potentielle  d’inter- 
action entre  la  particule  a et  le  noyau  est  nulle,  l’energie  est 
uniquement  sous  forme  cinetique,  on  en  deduit  (grace  a la 
conservation  de  l’energie)  que  lly  Jl  = v0  . 

On  projette  alors  l’equation  precedente  sur  les  axes  (Ox)  ou 
(Oy)  en  remarquant  que  ee  = - ey  et  que  Tangle  entre  ( Oy ) 
et  est  egal  a D , on  obtient  : 
k 

v0cos D-vq  = sin/)  (sur  (Ox)) 

mv0b 

z/0sin D= (cosD  + 1)  (sur  (Oy)) . 

mv0b 

On  verifie  que  ces  deux  equations  sont  equivalentes. 

La  premiere  equation  (par  exemple)  devient : 

, . iD  k D D 

2vnsm  — = 2sm — cos — , 

2 mv0b  2 2 

,,  , D k 

d ou  : tan — = — =—  . 

2 mv^b 


3  • L’energie  de  la  particule,  constante,  est  : 


SM  = — mv\  = — m(r 2 + rty2)  + 


1 mb2v  o 

= — mr  + - 

2 2r2 


k 

r 


Lorsque  la  distance  est  minimale,  il  vient : 

mb2v\  + 2krmin  - mv\  /-2min  = 0 . 


Q Mouvement  hyperbolique 

repulsif.  Experience  de  Rutherford 

1 • La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  a 

, ■ , . dv  k -> 

la  particule  a s eent  m — = — er . 

_ -.1  deR  , . 

Ln  remarquant  que  er  = , on  peut  eenre  1 equation 

0 dt 

precedente  sous  la  forme  : 

dv  _ -k  deg 
df  mr2e  df  ' 

On  reconnait  au  denominates  le  moment  cinetique  de  la  par- 
ticule L = mr26=-mbv 0 (e’est  une  constante  du  mouve- 
ment, on  le  calcule  au  depart  en  faisant  tres  attention  a 
Torientation  des  vecteurs).  D’apres  le  schema  de  Tenonce, 
6 diminue  au  cours  du  mouvement,  il  est  done  normal  de 
trouver  L < 0. 

En  integrant  T equation  ci-dessus  entre  le  depart  et  un  point 
ou  la  particule  est  de  nouveau  tres  eloignee  du  noyau,  on 
obtient : 


La  racine  positive  de  cette  equation  de  degre  2 est  : 
k 


' min  2 

mv0 


mv] 


+ b 2 


que  1 on  peut  aussi  eenre  : 


O Correction  relativiste. 

Avance  du  perihelie  de  Mercure 


1 • Preliminaire 

a)  A est  un  vecteur  constant  dans  le  plan  de  la  trajectoire 
(dirige  de  S,  foyer  de  l’ellipse,  vers  P,  perigee  de  la  trajec- 
toire, que  Ton  peut  exprimer  : 


A = — (v  A L0)  - er  = — 1 - (r  er  + rdeg)  a Lez  - er. 

a GmM0 


En  notant  0 (A , r ),  on  a : 


i\A  = ||A|| r cos 6,  mais  aussi  r.A 


L 2 

Gm2M0 
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CORRIGES 


B 


Forces  centrales  conservatives  - Interaction  newtonienne 


En  notant  e = ||  A ||  et  p = 


Gm2M0 

P 


on  obtient  bien  la  conique  : 


1 + e cos  6 


b)  Au  perigee  : rP 
done  : e = ■ 

ce  qui  nous  donne  : p 


1 + e 
P~r p 


; a 1’ apogee  : rA  ■ 
rA~P 


l — e’ 


rP  rA 

2 rAr 


rA  + rP 

2 • Avance  du  perihelie 

a)  Le  terme  supplementaire  est  correctif  si  | 
GM0  L2  GmM0 


« 


soit : 


Comme  L est  de  l’ordre  de  mrv , on  en  deduit  — « 1.  La 

c 

planete  doit  avoir  une  vitesse  non  relativiste  pour  traiter  le 
terme  supplementaire  comme  une  petite  perturbation  a appor- 
ter  au  mouvement  newtonien  classique. 

2tc  Rt 

Pour  la  Terre  : vT  = — — — — 30  km/s. 


Pour  Mercure  : vM  = 


Tj 
2nRM 
Tm 


rj,2  rp2 

avec  — ^ (3e  loi  de 
Rt  Rm 

Kepler),  soit  vM  — 50  km/s. 

Dans  les  deux  cas,  1’ approximation  non  relativiste  est  bien 
satisfaisante. 


b)  Pour  ce  mouvement,  la  force  : 

est  centrale,  et  le  moment  cinetique  est  une  constante  du  mou- 
vement. On  a done  : 


e 

o _ p 

%-r  a r 

r 


dA 


1 


dr  GmM0  \m 


F T 

aL0 


dee 


1 


- — er  | a L e7  = ■ 


4* 


Gm2M0  \ iA  ' ) " GmM0  r2 

car  le  resultat  donne  par  le  terme  newtonien  est  nul. 
En  utilisant  l’equation  polaire  (mouvement  peu  perturbe)  de 
la  trajectoire,  il  vient : 


dA 

dr 


(1  + e cos  6)2 


GmM0  p2 
et  en  integrant  sur  un  tour  : 

dA 
k=o  dr 


->  f2‘  . 

A A=  —.dr: 


/ ■ . dff 

(-  sint/  ex  + cos6/ev)  — 
J dr 


2nee 


GmM0p 2 


La  variation  de  A est  orthogonale  a A , de  module  tres  infe- 
rieur  a A : le  potentiel  perturbateur  Vp  entraine  une  defor- 
mation de  la  trajectoire  correspondant  a une  rotation  lente  du 
grand  axe  de  l’ellipse  dans  son  plan. 


c)  L’ angle  A(/> , dont  tourne  la  trajectoire  pendant  une  revolu- 
tion, est  A(p  = ^ (il  est  tres  faible  done  assimilable  a sa 

IIAII 

tangente).  Le  module  de  A etant  aussi  l’excentricite  de  la  tra- 
jectoire, cette  expression  se  simplifie  : 

6k  L2  6nGM0 


A <p-- 


2 K£ 


GmM0p2  m2C2p2  C2p 

On  introduit  rA  et  rP , il  vient  finalement : 
3kGM0  rA  + /> 


A(p  = - 


C2 


Remarque  : Mercure  n a pas  une  vitesse  nettement  plus 
importante  que  la  Terre  sur  son  orbite,  metis  les  distances 
caracteristiques  rA  et  rP  sont  bien  plus  faibles  dans  son  cas 
car  c’ est  la  planete  la  plus  proche  du  Soleil.  L' avance  de  son 
perihelie  sera  done  plus  facilement  detectable  car  A (j>  est  ici 
plus  important,  le  phenomene  etant  egalement  plus  rapide 
puisc}ue  c'  est  aussi  la  plus  petite  periode  de  revolution. 

d)  En  un  siecle,  le  grand  axe  de  l’ellipse  a tourne  de  : 

SQ  = 100— Arf> . 

T 

L’ application  numerique  donne  8 £2  = 2. 10“ 4 rad  = 43,1 
secondes  d’arc.  Cette  valeur  rentre  dans  la  zone  d’incertitude 
fournie  par  l’experience  : la  theorie  relativiste  rend  effective- 
ment  compte  de  l’avance  du  perihelie  de  Mercure. 

Remarque  : On  observe  un  phenomene  semblable  pour  les 
satellites  terrestres,  la  cause  en  est  tout  autre  : T avance  du 
perigee  des  satellites  est  due  a T aplatissement  de  la  Terre  aux 
poles,  le  potentiel  gravitationnel  n’  etant  plus  exactement 


newtonien  mais  de  la  forme  V = - m 


GMr 


- , le  deuxieme 

r 


terme  etant  tres  faible  par  rapport  au  premier. 
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r Mecanique  en 
i referentiel  non 


galileen 


• Prevoir  et  interpreter  le  mouvement  d’une  particule 
soumise  a un  ensemble  de  forces  dans  n’importe 
quel  referentiel. 

■IHdrJdrU.lllim 

• Mecanique  en  referentiel  galileen. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Les  memes  que  pour  les  chapitres  precedents. 


ESSENTIEL 


Forces  d'inertie,  relation  fondamentale  de  la  dynamique 


Dans  un  referentiel  non  galileen  2ft  , il  faut  introduire  des  forces  d’inertie  pour  traduire  la  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  : 

mam{M)  = F +Fk  + Fk  , 

avec  : 

FK  = - mat(M) , ou  ae(M)  est  1’ acceleration  du  point  coi'ncidant ; 

Fic  = - mac(M)  = - 2mQ/\  vist(M) , ou  ac(M)  est  l’acceleration  de  Coriolis  du  point  M et  Q est 
le  vecteur  rotation  du  referentiel  non  galileen  2 ft  par  rapport  a un  referentiel  galileen. 

Dans  l’expression  du  theoreme  du  moment  cinetique  en  un  point  fixe  de  2 ft  (referentiel  non  galileen), 
il  faut  aussi  introduire  le  moment  des  forces  d’inertie  d’entrainement  et  de  Coriolis. 


< Theoreme  de  I'energie  cinetique 

Le  travail  de  la  force  d’inertie  de  Coriolis  est  toujours  nul  dans  2ft  . 
Le  theoreme  de  I’energie  cinetique  s’applique  dans  2ft  en  introdui- 
sant  le  travail  de  la  force  d’inertie  d’entrainement : 

A%c  = 3-(F)  + 3-(Fie). 

La  force  d’inertie  d’entramement  peut  eventuellement  deriver  d’une 
energie  potentielle.  Par  exemple,  dans  le  cas  ou  2ft  est  en  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  d’un  axe  fixe  A d’un  referentiel  galileen, 
I’energie  potentielle  d’inertie  d’entrainement  est  alors  egale  a 

%P  =-—mQ2HM2  +cte  , ou  Q est  la  vitesse  de  rotation  constante 
P 2 

de  2ft  autour  de  A et  H la  projection  orthogonale  de  M sur  l’axe 
de  rotation  A . 


A est  un  axe  fixe  dans  un  refe- 
rentiel galileen  et  Q est  un 
vecteur  rotation  constant. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Les  lois  de  la  dynamique  appliquees  en  referentiel  non  galileen  sont  souvent  simples,  en  particu- 
lier  dans  les  referentiels  en  translation  et  en  rotation. 
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Exercices 


Q Une  attraction  foraine 
sans  danger  ? 

Un  des  maneges  d’une  foire  foraine  est  constitue  d’un  enorme 
cylindre  vertical  qui  tourne  autour  de  son  axe  a la  vitesse 
angulaire  0) . Les  passagers  penetrent  a l’interieur  et  s’ins- 
tallent  contre  la  paroi  du  cylindre.  Le  cylindre  est  mis  en 
rotation,  d’abord  lentement,  puis  de  plus  en  plus  vite.  Quand 
la  vitesse  de  rotation  co  est  suffisamment  grande,  le  plan- 
cher  est  retire  et  les  passagers  restent  colles  contre  la  paroi 
du  cylindre. 

1 • Expliquer  pourquoi  les  passagers  restent  codes  contre 
la  paroi.  Quelle  est  la  force  qui  les  empeche  de  tomber? 
Est-ce  sans  danger?  Que  ressent  un  passager  qui  essaie  de 
decoder  un  bras  ou  une  jambe  ? 

2 • On  appelle  fi  le  coefficient  de  frottement  : les  passa- 
gers sont  immobiles  tant  que  les  composantes  tangentielles 
Rt  et  normale  RN  de  la  reaction  du  support  verifient  la 
relation  I7?xl  =£  fj  I7?NI . 

Determiner  la  valeur  minimale  de  la  vitesse  de  rotation  du 
cylindre  (en  fonction  du  rayon  du  cylindre  a , de  g et  de 
fi)  a partir  de  laquelle  on  peut  retirer  le  plancher. 


3  • A.  N.  : a = 4 m et  fi  = 0,4  . Calculer  la  vitesse  mini- 
male de  rotation  du  cylindre  en  tours  par  minute. 


1)  Comment  doit  etre  dirigee  la  force  qui  permet  aux 
passagers  de  ne  pas  tomber  ? 

2)  Projeter  la  condition  d’equilibre  relatif  des  passa- 
gers sur  le  rayon-vecteur  et  sur  l’axe  du  cylindre  pour 
exprimer  RT  et  RN  . La  relation  l/?xl  =£  //  \RS\  per- 
met de  determiner  la  valeur  minimale  de  0)  . 


1 • Le  systeme  est  immobile.  Calculer  la  longueur  €e  du 
ressort  a T equilibre. 

2 • Le  systeme  est  mis  en  rotation  autour  de  l’axe  A avec 
une  vitesse  angulaire  constante  w suffisamment  faible 
pour  que  S reste  au  contact  de  T . 

Calculer  la  reaction  R du  bati  sur  S quand  le  ressort  a 
atteint  sa  nouvelle  longueur  d’equilibre  €'  en  raison- 
nant  dans  le  referentiel  tournant  91x  lie  a la  tige. 

3 • Calculer  la  vitesse  de  rotation  du  solide  a>0  telle  que 
le  solide  decode  juste  de  la  glissiere  quand  le  ressort  a 
atteint  sa  nouvelle  longueur  d’equilibre 


2)  Faire  l’inventaire  des  forces  qui  agissent  sur  S 
quand  il  est  en  equilibre  dans  le  referentiel  tournant 

,x.  La  projection  de  la  relation  fondamentale  de  la 
dynamique  sur  la  direction  de  la  tige  donne  la  longueur 
du  ressort  a T equilibre;  sa  projection  sur  une  direction 
orthogonale  donne  la  reaction  de  la  tige  sur  S . 

3)  Quelle  est  la  valeur  de  la  reaction  du  support  quand 
la  tige  decode  ? 


© Equilibre  en  referentiel  tournant 

D'apres  ENAC  Pilotes. 

Un  systeme  est  constitue  d’une  glissiere  T soudeesurun 
bati  mobile  autour  d'un  axe  vertical  A . Sur  la  glissiere 
inclinee  d’un  angle  6 fixe  par  rapport  a la  verticale  est  pose 
un  solide  S de  masse  m qui  peut  glisser  sans  frottements 
sur  T . Ce  solide,  que  Ton  peut  considerer  comme  ponc- 
tuel,  est  accroche  a un  ressort  a spires  non  jointives,  de  rai- 
deur  k , de  longueur  a vide  €0  dont  l’autre  extremite  est 
fixee  au  bati,  selon  \&  figure  ci-apres. 


Q "Equerre  oscillante 

Une  equerre  d’inertie  negligeable,  portant  une  surcharge  de 
masse  m asapointe  M (avec  AM  = €),  pi  vote  autour  de 
l’axe  Az  fixe,  incline  de  Tangle  a par  rapport  a la  verti- 
cale AZ.  Le  plan  xAz  est  vertical,  et  on  repere  la  rotation 
de  Tequerre  par  Tangle  9. 

L’effet  de  frottements  fluides  est  modelise  par  un  couple  de 

d Q 

freinage  - X — par  rapport  a Az . 
d t 
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EXERCICES 


1 • Caracteriser  les  mouvements  de  Tequerre,  Tangle  9 
restant  faible. 

2 • L’axe  (Az)  est  maintenant  anime  dans  le  laboratoire 
d’un  mouvement  accelere  : a = a0ey  . Quelle  est  la  posi- 
tion d’equilibre  et  la  periode  des  petites  oscillations  a son 
voisinage  si  les  frottements  sont  negliges  ? 

3 • L’axe  est  toujours  anime,  mais  d’un  mouvement 
oscillant : yA  =y0  cos  (cot).  Determiner  les  mouvements  du 
pendule  dans  T approximation  des  petits  angles,  en  regime 
permanent  etabli.  Le  systeme  peut-il  entrer  en  resonance  ? 


1)  Pour  un  mouvement  de  rotation,  on  peut  penser  a 
utiliser  le  theoreme  du  moment  cinetique. 

2)  Dans  le  referentiel  en  translation,  on  peut  utiliser 
les  forces  d’inertie. 

3)  En  regime  sinusoidal  force  etabli,  Tutilisation  de 
la  notation  complexe  permet  d’obtenir  rapidement  le 
regime  lineaire  force. 


C)  Oscillations  d'un  pendule  dans 
un  referentiel  en  mouvement 


D’apres  ENAC07. 

On  designe  par  9Jl'(0’x'y’z')  un  repere  d’origine  O'  dont 
les  axes  orthogonaux  O' x' , O'y'  et  O' z'  sont  respective- 
ment  paralleles  aux  axes  Ox,  Oy  et  Oz  d’un  repere  ?k(Oxyz) 
que  Ton  supposera  galileen.  Un  pendule  simple  est  cons- 
titute d’un  point  materiel  P de  masse  m,  suspendu  a l’ori- 
gine  O'  de  2 It'  par  un  fil  sans  masse  ni  raideur  et  de 
longueur  l.  On  note  9 Tangle  que  fait  le  fil,  que  Ton  sup- 


Mecanique  en  referentiel  non  galileen 

posera  constamment  tendu,  avec  la  verticale  Oy  de  931 
(cf.  figure  ci-dessous).  Dans  un  premier  temps,  Torigine  O' 
de  2 TV  reste  fixe  et  confondue  avec  Torigine  0 de  2 ft. 


1 • Quelle  doit  etre  la  longueur  t du  fil  pour  que  la  perio- 
de des  petits  mouvements  du  pendule  soit  T0  = 1 s ? On 
prendra  pour  norme  de  Tacceleration  de  la  pesanteur 
g = - gey , la  valeur  g = 9,8  m . s-2. 

2 • Le  repere  2/1'  est  maintenant  anime  d’un  mouvement 
de  translation  rectiligne  uniformement  accelere  d’accele- 
ration  constante  a =a?x. 

Calculer  le  moment  Ai0'(Fie)  par  rapport  au  point  O'  de  la 
force  d’inertie  d’entrainement  Fie  qui  s’applique  au  point  P 
dans  le  referentiel  2 IV. 

3 • Calculer  le  moment  J/t0.(Fic)  par  rapport  au  point  O' 
de  la  force  d’inertie  de  Coriolis  Fic  qui  s’applique  au  point 
P dans  le  referentiel  2 Ji' . 

4 • Deduire  du  theoreme  du  moment  cinetique  applique  en 
O'  dans  2 Ji'  au  point  materiel  P Tequation  differentiel- 
le  a laquelle  obeit  Tangle  9. 

5 • Determiner  la  valeur  90  de  Tangle  9 correspondant 
a la  position  d’equilibre  du  pendule. 

6 • Exprimer  la  periode  T des  petits  mouvements  autour 
de  la  position  d’equilibre  90  en  fonction  de  €,  a et  g. 


o "Rupture  dans  un  systeme 
tournant 

Un  point  materiel  M de  masse  m est  relie  aux  points  0 
et  A situes  sur  l’axe  (Oz),  distants  de  2h,  par  deux  fils 
identiques,  souples,  de  masse  negligeable,  inextensibles  et 
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de  longueur  ( > h (doc.  1).  L’ ensemble  est  en  rotation  a 
vitesse  angulaire  Q.  constante  autour  de  Oz . 


1 • Decrire  les  positions  d’equilibre  relatif  du  pendule  sui- 
vant  les  valeurs  donnees  a Q. 


2 • Lorsque  la  tension  d’un  fil  atteint  rmax  = 50  N,  celui- 
ci  casse.  Pour  quelle  valeur  L2max  cela  se  produit-il  ? 

Donnees  : m = 1 kg  ; g = 10  m.s-2 ; i = 40  cm  et 
h = 30  cm . 


1)  On  peut  etudier  l’equilibre  et  sa  stabilite  a l’aide 
d’une  energie  potentielle  adequate,  dans  le  referentiel 
tournant  a fi  = cte. 

2)  Traduire  l’equilibre  relatif  pour  determiner  la  ten- 
sion du  (ou  des)  fil(s). 


01  Bille  dans  un  tube  en  rotation 


D'apres  ESTP. 

Cet  exercice  represente  un  peu  moins  de  la  moitie  d’  une 
epreuve  de  concours  de  4 heures. 

L’ exercice  envisage  differentes  situations  d’une  bille  B , de 
masse  m , quasi  ponctuelle,  soumise  a la  pesanteur  et  sus- 
ceptible de  se  deplacer  a l’interieur  d’un  tube  cylindrique 
mince  T , de  longueur  2€  , effectuant  des  mouvements  de 
rotation  caracterises  par  une  vitesse  angulaire  w constante 
autour  d’un  axe  fixe  passant  par  son  centre  0 . 

L’ acceleration  de  la  pesanteur  est  g , de  module  g cons- 
tant, dirigee  selon  la  verticale  descendante. 

La  position  de  B dans  le  tube  est  reperee  par  r = OP  . 


^ „ -*  „ dr 

On  pose  r = llr  II  et  v — — . 

dr 

A l’instant  initial,  r = r0  et  v = v0  . 

Les  mouvements  de  la  bille  ont  lieu  sans  frottements. 

1 • Le  tube  T est  dans  le  plan  horizontal  (xOy)  et  tour- 
ne  autour  de  l’axe  (Oz) , selon  le  document  1. 

Etablir  l’equation  differentielle  verifiee  par  r(t)  . Integrer 
cette  equation  en  tenant  compte  des  conditions  initiales. 
Etablir  l’expression  du  temps  r que  mettra  la  bille  pour 
sortir  du  tube.  Calculer  r pour  (.  = 0,1  m,  r0=  1 cm, 
r0  = 0m.s_1  et  ®=2rad.s_1. 


2 • Le  tube  T est  dans  le  plan  vertical  (yOz)  et  tourne 
autour  de  l’axe  (Ox)  selon  le  document  2.  A l’instant  t , 
le  tube  T fait  1’ angle  0=  0)1  avec  I’axe  (Oy)  . On  u ti- 
ll sera  la  base  de  projection  liee  au  tube  :(«,?,  ex)  ou 

u — — est  tangent  au  tube,  f est  orthogonal  a u dans  la 
r 

direction  des  6 croissants  et  ex  = it  a t . On  note  R la 
reaction  du  tube  et  R = II  R II  . 

a)  Etablir  1’ equation  differentielle  en  r(t)  du  mouvement 
de  B . 

b)  Integrer  cette  equation  en  tenant  compte  des  conditions 
initiales. 

c)  Etablir  l’expression  de  R(t) . 

d)  Discuter  des  equilibres  possibles  de  B par  rapport  au 
tube.  A quelle  condition  le  mouvement  est-il  sinusoidal  ? 

e)  Decrire  le  mouvement  pour  les  conditions  initiales  liees  : 

r = ro  et  vo  = ~ r0O)  . 

2 co 


86 
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EXERCICES 


3 • Le  tube  T est,  dans  le  plan  vertical  (xOz)  du  repere 
mobile  ( Oxyz ) orthonorme,  en  rotation  autour  de  l’axe 
( Oz ) , la  vitesse  angulaire  a>  etant  constante.  La  position 
du  tube  T dans  ce  repere  est  fixee  par  1’ angle  (p  qu’il  fait 

avec  l’axe  (Ox)  ^ 0 < (p  < ^ j . 

On  note  R la  reaction  du  tube.  On  choisit  la  base  de  pro- 
jection ( u , u',  uau')  , ou  u est  defini  comme  a la  ques- 
tion 2)  et  u'  orthogonal  a u dans  le  plan  ( xOz ) decrit 
dans  le  document  3. 

a)  Determiner  Lequation  differentielle  en  r(t)  du  mouve- 
ment  de  B . 

b)  Integrer  cette  equation  en  tenant  compte  des  conditions 
initiales. 

c)  Discuter  des  equilibres  possibles  de  B et  de  leur  sta- 
bility. 


Perle  sur  un  cerde  horizontal 
en  rotation 

Un  cerceau  horizontal,  de  centre  C et  de  rayon  a , est  en 
rotation  uniforme  a>  autour  de  l’axe  vertical  ascendant  (Oz), 
0 etant  un  point  fixe  du  cerceau.  Une  petite  perle  M , assi- 
milable a un  point  materiel,  de  masse  m , se  deplace  sans 
frottements  sur  le  cerceau.  On  repere  sa  position  par  L angle 
0 entre  les  vecteurs  OC  et  CM  , comme  le  decrit  le  schema 
ci-dessous. 


1 • Etablir  Lequation  differentielle  verifiee  par  6(t)  . 

2 • Determiner  la  reaction  du  cerceau  sur  la  perle. 


1)  Faire  soigneusement  l’inventaire  des  forces  qui 
agissent  sur  la  bille  dans  le  referentiel  tournant  a 
vitesse  angulaire  constante.  Remarquer  que  le  mou- 
vement  de  la  bille  a lieu  le  long  du  tube,  done  que  la 
vitesse  et  L acceleration  du  point  dans  le  referentiel 
tournant  sont,  elles  aussi,  dirigees  selon  le  tube. 

2)  a)  Le  bilan  des  forces  est  le  meme,  seules  leurs 
directions  changent.  Projeter  la  relation  fondamenta- 
le  de  la  dynamique  sur  u pour  eliminer  R . 

b)  On  cherchera  la  solution  particuliere  sous  la  meme 
forme  que  le  second  membre  de  Lequation  differen- 
tielle, e’est-a-dire  sous  la  forme  Csin©f,oit  C est 
une  constante. 

c)  Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
sur  r et  sur  ex . 

3)  a)  Le  bilan  des  forces  est  le  meme,  seules  leurs 
directions  changent.  Projeter  la  relation  fondamenta- 
le de  la  dynamique  sur  u pour  eliminer  R . 


Faire  soigneusement  l’inventaire  des  forces  qui  inter- 
viennent  dans  le  referentiel  tournant  lie  au  cerceau. 
Que  peut-on  dire  sur  la  direction  de  la  reaction  du 
support  (attention,  le  support  est  filiforme)  ? 

Pour  determiner  Lequation  differentielle  verifiee  par 
0(t)  , il  faut  utiliser  une  methode  qui  permette  d’eli- 
miner  la  reaction  du  support. 


(?)  jeu  de  palets  sur  un  manege 

Sur  un  plateau  horizontal  tournant  a vitesse  angulaire 
constante  Cl  autour  de  l’axe  vertical  OZ,  se  trouvent 
deux  individus  notes  A et  B . 

A l’instant  initial  (t  = 0,  done  9-  0),  A lance  unpalet  vers 
B avec  la  vitesse  v0 , tandis  que  B lance  un  palet  vers  A 
avec  la  meme  vitesse.  On  neglige  tout  frottement  pour  les 
contacts  entre  les  palets  et  le  manege. 
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1 • Justifier  tres  simplement  que  ni  l’un,  ni  l’autre,  ne 
recevra  le  palet  expedie  par  son  vis-a-vis. 

2 • Retrouver  ces  resultats  en  aidant  A et  B a tenir  comp- 
te  des  forces  d’inertie  sur  leur  manege.  (On  pourra  utiliser 
1’affixe  complexe  u = x + iy  pour  un  palet.) 


1)  Le  mouvement  des  palets  dans  ( XOY)  est  ele- 
mentaire. 

2)  Tenir  compte  des  forces  d’inertie  pour  ecrire  les 
equations  des  mouvements  en  projection  sur  (OX)  et 
( OY ) . Le  changement  de  variable  propose,  classique 
en  referentiel  tournant,  permet  une  resolution  rapide. 
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Q Une  attraction  foraine 
sans  danger  ? 

1  • II  faut  que  les  passagers  soient  soumis  a une  force  verti- 
cale  qui  equilibre  leur  poids  pour  qu’ils  ne  tombent  pas  : ce 
sont  les  frottements  qui  permettent  aux  passagers  de  tenir  en 
equilibre.  La  force  qui  leur  permet  de  rester  colles  contre  la 
paroi  est  la  composante  tangentielle  de  la  reaction  du  support. 
Le  coefficient  de  frottement  paroi-passagers  doit  etre  suffi- 
samment  important  : les  vetements  des  passagers  ne  doivent 
pas  etre  trop  « lisses  ». 

Si  un  passager  essaie  de  decoder  un  bras,  celui-ci  sera  rappe- 
le  vers  la  paroi  par  la  force  d’inertie  d’entrainement  (force 
centrifuge);  pour  reussir,  il  devra  fournir  l’effort  necessaire 
pour  vaincre  cette  force. 


2  • Dans  le  referentiel  tournant  lie  au  cylindre,  la  condition 

d’ equilibre  d’un  passager  s’ecrit : 0 = mg  + R + Fie 

(le  passager  est  immobile  dans  le  referentiel  tournant,  done 

Fie=0). 


• En  projection  sur  la  verticale  ascendante  : 0 = - mg  + RT ; 

• en  projection  sur  le  rayon  vecteur  : 0 = - RN  + mco2a  . 

Le  passager  est  en  equilibre  tant  que  lf?Tl  =S  fj  lf?Nl  , ce  qui 
impose  : mg  'S  fimco2a  . 


La  vitesse  ft)  de  rotation  du  cylindre  doit  verifier  : 
ft)3= 

\ Ha 

On  remarque  que  cette  valeur  ne  depend  pas  de  la  masse  du 
passager  : si  ft)  est  superieure  a L£-  , tous  les  passagers 

i^a 


seront  en  equilibre,  a condition  que  fj  soit  le  meme  pour  tous 
(ce  qui  dans  la  realite  n’est  pas  le  cas  car  la  valeur  de  /a  depend, 
par  exemple,  des  vetements  des  passagers). 


3  • A.  N.  : ft)min  = 2,48  rad . s 1 = 0,4  tours  par  seconde,  soit 
23,6  tours  par  minute. 


0 Equilibre  en  referentiel  tournant 

1 • Les  forces  appliquees  au  solide  S sont : 

• son  poids  P = mg ; 

• la  reaction  de  la  glissiere  R = Rey  ; 

• la  tension  du  ressort  T = -k(£  -£0)'ex  . 

A l’equilibre,  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  pro- 
jetee  sur  ex  donne  O = mgcos0-^(€e-fo) , soit : 

£e  = £0  + — costf. 
k 


2 • Dans  le  referentiel  lie  a la  tige,  il  faut  tenir  compte  des  for- 
ces d’inertie.  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit : 

ma/g^S)  = P + R + T + Fie+  Fk=0 
quand  le  solide  est  en  contact  avec  la  glissiere. 

A 1’ equilibre  relatif,  Fic=0  . 

De  plus  Fie  =-ma>2  € sinde’x 

= mco2  € sin#  (sin#^  + cos#?v) . 

La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  a 1’ equilibre,  pro- 
jetee  sur  ex  donne  : 

0 = mg  cos#-  £(€'  - £0)  + mco2  sin 2#f' , 

soil;  €,=  + mg  cos#  > 

k - m(co  sin#)2 

ce  qui  n’a  de  sens  que  si  k > mco 2 sin2  #,  done  si  le  ressort 
est  assez  raide  pour  pouvoir  compenser  l’effet  de  la  rotation, 
sinon  il  se  tendra  jusqu’a  une  reponse  non  lineaire,  voire  la 
rupture. 

Cette  equation  projetee  sur  Fy  donne  la  valeur  de  R : 

R = (mg  sin Q-mcori  sin#  cos#)ev  . 

3 • Le  solide  decolle  quand  R = 0 .La  longueur  €"  verifie 
done  les  deux  equations  suivantes  : 

k(0  + mg  cos  # 

f e — , 

k - m(co0  sin#)2 

et  mg  sin#- mco$  €"sin#  cos#=0. 


La  pulsation  ft)0  et  la  longueur  €"  verifient  done  : 


(Ok 


kg 

mg  + k£0  cos  # 


et  £ e — (0  + 


mg 

k cos# 


0 Equerre  oscillante 

1 • Le  moment  cinetique  est  celui  du  point  materiel  de  masse 
m,  ce  qui  donne  en  projection  sur  ( Az ) : 

L,  = m£2d. 

Le  moment  du  poids  par  rapport  a cet  axe  est : 

F-, poids  = (AM  a mg  ).e,  = - mg  l sin#sina. 
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Le  theoreme  du  moment  cinetique,  en  projection  sur  l’axe 
fixe  ( Az ) , donne  done  : 

mt26  = - Ad  - mg  t sin0  sina. 

Pour  de  petits  angles  6(t) , on  obtient  l’equation  d’oscillateur 
harmonique  amorti : 

mt2co0 


6+^-6+ cold=  0,  avec  co0 

Q 


g sm  a 


et  Q ■■ 


A 


1 • II  faut  tenir  compte  des  forces  d'inertie,  reduites  ici  a la 
force  d’inertie  d’entrainement  :/ie  = - ma0ex  dont  le  moment 
par  rapport  a (Az)  vaut : 

/]e> z = - mta0  cos  6. 

L’equation  du  mouvement  devient  alors  : 

~ A A g • r,  ® o n r\ 

6 + — —0  + — sinasind- — cos0=  0. 

mP  t t 

L’equilibre  dans  le  referentiel  entraine  correspond  done  a : 

«o 


0eq  = arctan 


g sin  a 


Au  voisinage  de  l’equilibre,  notons  9=  9iq  + £,  ce  qui  donne 
a l'ordre  lineaire,  et  en  negligeant  les  frottements  : 

■■  ( S . a ao  . „ \ „ 

e+  I — smacos6/^q  + — sine/^  I e=  0 

ou  encore  : £ + (O2  £ = 0 . 

La  periode  des  petites  oscillations  au  voisinage  de  06q  est 

i ...  2tt 

alors  I = — . 
co 

3 • L’ acceleration  d’entrainement  est  ici : 
a = - co2y o cos cot.ey, 

ce  qui  donne,  pour  de  petits  angles  d’oscillation  : 

i>*Fei>*{L(  ”“)8'^72SLcos“ 

en  regime  sinusoidal  force  etabli,  on  aura,  en  notation  com- 
plexe  : 


6 = 


-®2yo 


~J  ^ . fflftb  2 

£\C0'+J  Q + ^ 


ei®'=  6»0  (ffl)e'(‘M+’’(,B» 


ou  1’ amplitude  d’oscillation  est : 

yo  1 


e0-- 


2 \? 
' 


ffl2 


1|+IS, 


Cette  fonction  de  la  pulsation  co  passe  effectivement  par  un 
maximum  si  Q > -L,  comme  le  confirme  le  graphe  des 

V 2 

variations  de  en  fonction  de  : 


0 Oscillations  d'un  pendule  dans 
un  referentiel  en  mouvement 

D’apres  ENAC07. 

1 • Dans  le  referentiel  Sft  galileen,  le  theoreme  du  moment 
cinetique  applique  en  0 a la  masse  m donne  : 

mt26  = - mgt  sin  6. 

Pour  des  petits  mouvements,  il  vient  : 

6 + — 6=0. 


La  periode  des  oscillations  du  pendule  est  T0  = 2n  A / — . 

V g 

T0=  Is  pour  t = 0,2  m. 

2 • Fie  = - maex. 

M0'(F ie)  = O'P  a (-  maex)  = - mat  cos  6 ez. 

3 • Fic  = - 2m  Q a vp/w  or  Q = 0 done  Fic  = 0. 

M0.(F ic)  = 0. 

4 • On  a alors  : 

mt26  = -mgt  sin  6 -mat  cos  6 

6 = - — sin  6 - — cos  9. 

t t 

5 • A l’equilibre,  0=0. 

_ a „ a 

tan  0 = . 0n  = - arctan  — . 

t t 

6 • Soit  6=  0O  + £.  cos  (0O  + £)  ~ cos  0O  - £ sin  60. 
sin  ( 0O  + £)  ~ sin  90  + £ cos  0O . 

£=  e(-  j cos  &o  + j sin  6>o|  = j cos  90  g + a tan  0O ). 


COS  0n 


g 


V a2  + g2 


J'o 


co  o 


Soit  e = - e. 


ft)2  = + ^ 


90 
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Done  la  periode  T des  petits  mouvements  autour  de  90  est 
donnee  par  : 


T=2k 


i y/2 

la2  + g2  ) 


& Rupture  dans  un  systeme 
tournant 


1 • On  raisonne  dans  le  referentiel  tournant  a vitesse  angulai- 
re  fl  constante,  dans  lequel  le  poids,  les  forces  d’inertie  d’en- 
tramement  et  de  Coriolis,  et  la  traction  du  111  du  haut  (on  sup- 
pose pour  le  moment  que  le  fil  du  bas  n’est  pas  encore  tendu) 
agissent  sur  le  point  M.  Le  poids  -mgez  et  la  force  d’iner- 
tie d’entralnement  mrff  er  (on  utilise  les  coordonnees  cylin- 
driques  d’axe  ( Oz ))  sont  les  seules  forces  qui  travaillent,  et  il 
est  possible  de  leur  associer  Tenergie  potentielle  : 


: mg  z 


- — mr2ff  = - mgf  cos  a - — mf2ff  sin2  a 


ou  a est  Tangle  d’inclinaison  du  fil  par  rapport  a la  verticale. 

A Tequilibre  dans  le  referentiel  tournant,  — - = 0,  soit  : 

da 


a = 0,  a = n ou  bien 


a = + arc  cos 


= ± a0{{l) 


les  deux  solutions  non  triviales  ayant  un  sens  lorsque  : 


n>  nc  = 


En  determinant  la  derivee  seconde  : 


— = mgf  cosa  + mf2fl2  (1  - 2 cos2 a) 

da2 

mf2(fl\  - fl2)  en  a=  0 
- mi2(fl\  + fl2)  en  a = n 

n{Q\-n2)2 

m€2 2 en  a=±an 

1 n2 

on  voit  que  : 

• a = 0 est  stable  (minimum  de  % p)  pour  fl  < flc , instable 
sinon  ; 

• a = 7t  est  instable  (et  peu  envisageable  avec  un  fil  souple  !) ; 

• a = ± cCq  est  stable  lorsqu’elle  existe,  pour  fl  > flc. 

On  en  deduit  la  position  que  va  prendre  le  pendule,  suivant  la 
vitesse  de  rotation  imposee  : 


al 

a (equilibre  stable) 

/ot(fl) 

/ 1 \nx  n 

- aI 

\n) 

Doc.  1 


ou  Tangle  ax  est  donne  par  la  mise  en  tension  du  fil  du  bas, 
soit  : , , 


ax  = arc  cos  — et  /}1  = /2cA/— . 


2 • Pour  fl  < //  , la  tension  du  fil  du  haut  est : 

T = mg  = 10  N < rmax. 

Pour  flc  < fl  < flt,  on  obtient : 

— ► _>  y\\  o 

T + mg  + mifl2  sin  a er  = 0,  done  T = — — , inferieure  a 

cosa 

Tt  = — — — = 1,33  N < 7max.  Le  fil  ne  casse  done  pas. 
cosai 

II  faut  done  envisager  le  cas  fl  > flh  avec  a = al5  les  deux 
etant  tendus,  soit : 

T + mg  + T ' + mffl2  sin  aj  7r  = 0 
et  done,  en  projection  : 

(T  + T')  sina!  = mffl2  sina! 

(T  - T')  cosai  = m8 
La  tension  la  plus  importante  est : 

— + mffl2 
cos  (X\ 

2 


Le  fil  casse  pour  : 

flmax = a / — — + ~^max  — 14,7  rad.s-1  — 140  tours/min. 

V f cosa!  ml 

Bille  dans  un  tube  en  rotation 

1 • Dans  le  referentiel  lie  au  tube  T , la  bille  B est  sou- 
mise  : 

• a son  poids  mg  = - mge  ; 

• a la  reaction  R du  tube  (orthogonale  au  tube  R.u  = 0)  ; 

• a la  force  d’inertie  d’entrainement : 

Fie  =-(-m.a>2  .OP); 

• a la  force  d’inertie  de  Coriolis  : 

Fk=  - 2 tiifflq  a vm  (B) . 
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CORRIGES 


Mecanique  en  referentiel  non  galileen 


La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit  alors  : 
ma^jB)  = mg  + R + ma2OP  -2maFz  a ^(B) 

avec  OP  - ru  , v^iB)  =i'u  et  a^B)  = 'ru  . 

En  projection  sur  u , on  obtient  mr  = m(02r  . La  solution  est : 

r(t)  = ?'0ch(ft)?)  + — sh(ft)f) . 
ft) 

La  bille  sort  du  tube  a l’instant  X tel  que  : 

r(x)  = rnch(ft)T)  + — sh(ft)T)  = i. 
ft) 

Avec  v0  = 0 , cette  equation  devient : 

X = — argch  (— ] = 1,5  s. 
ft)  V r0  J 


2 • a)  Le  bilan  des  forces  est  le  meme  qu’a  la  question  1) 
mais  leurs  expressions  changent : 

. P =-mgez\ 

• R — Rtt  + Rxa  X 1 
. Fie=  maPru , et 

• Fic=-  2mcoex  a ru  = - 2m cor  ? . 

La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee  sur  u (ce 
qui  permet  d’eliminer  R)  s’ecrit : 

mr  = - mg  sin  (ft)))  + mO)2r  . 

b)  La  solution  de  cette  equation  differentielle  est  la  somme  de 
la  solution  del’equation  homogene  associee  rh  etd’une  solu- 
tion particuliere  rp . 

rh  = Ach(ft)t)  + Ssh(ft)t)  (cf.  question  1)) . 

Oncherche  rp  sous  la  forme  rp=  Csin(ft)?)  (la  solution  parti- 
culiere cherchee  « ressemble  » au  second  membre  de 
1’ equation  differentielle) ; on  doit  done  avoir  : 

-mCco2  sin(ft)  t)  = -mg  sin(ft)  t)  + mco2C  sin(ft)  t ) , 


soit  C = 

2or 

Finalement : 


r(t)  = Ach(ft)))  + 6sh(ft)t)  + — ^sinift)?) 

2 ft) 


avec  r0  = A et  v0  - 


■ coB  + — . 

2 ft) 


On  en  deduit : 


r(t)  = r0ch(ft)t)  + — ( v0 |sh(fi)f)  +^ysin(ft)t) . 
ft)V  2 co  J 2 co 

c)  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee  respec- 
tivement  sur  x et  sur  ~ex  donne  : 

[0  = Rt  - mg  cos(ft)  t ) - 2 mar 
\0  = RX. 


D’ou  R = mgcos(cot)  + 2 mco\  ar0  sh(ot) 


+ ( v0~—  ch (or)  + — cos(ft»)  ])  x . 

2 ft)  / 2 ft) 


R(t)  = II  Rtx  II  = 1 2mgcos(ft)t)  + 2mft)2r0sh(ft)t) 

+ (2)))  ft)  v0  - mg)  ch  ( ft)?)  I . 

d)  B est  en  equilibre  si,  et  seulement  si,  r(t)  est  constant,  ce 
qui  est  parfaitement  impossible  d’apres  l’expression  etablie 
au  2)  b). 

Le  mouvement  de  B est  sinusoidal  si  les  facteurs  de  sinh(ft)?) 
et  de  cosh(ft)?)  sont  nuls  done  si : 


e)  Les  conditions  initiales  donnent : 

r(f)  = ;-0(ch(ft>f)  - sh (ft)?))  + ^ sin(ft)?) 

2 ft)2 


g 

= )'0  exp(-ft)  ?)  H j sin(ft)  ?) . 

2 ft) 

Au  bout  d’un  temps  X » — , l’exponentielle  sera  negligeable 
ft) 

et  seul  subsistera  le  mouvement  sinusoidal. 

On  a trace  sur  le  meme  graphique  r(t)  et  sa  partie  sinusoidale  : 
elles  sont  tres  vite  confondues. 


20- 
15 
10 
5 
0 

0 0,2  0,4  0,6  0,8  1 t 

Doc.  2 


3 • a)  Le  bilan  des  forces  est  toujours  le  meme.  Leurs  expres- 
sions sont  ici : 

• P =-mgeI\  « R =R„'ii'  + Ry’ey ; 
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CORRIGES 


Mecanique  en  referentiel  non  galileen 


. Fie=  mcorr  cos (p  ex  • Fic  = 2mcor  cos (p  ?v . 

En  projection  sur  u (pour  eliminer  R),  la  relation  fondamen- 
tale  de  la  dynamique  donne  : 

m"  = mco2rcos2  cp  - mgs'mcp  a r - (cocostp)2  r = -gsiiup  . 

b)  La  solution  de  cette  equation  est  de  la  forme  : 

r(t)  = Ach(£2t)  + Bsh(£2t)  + 

en  posant  £ 2 = cocostp  . Compte  tenu  des  conditions  initiales, 
on  obtient : 

v O § jjj  (Q 

c)  A l’equilibre,  r=  0 et  r=  0 done  req  = - — j — • 


On  peut  done  utiliser  la  conservation  de  l’energie  mecanique  : 
%c  + ^P.t  = cte  . II  reste  a determiner  : 

5fie  = Fie.dOM  = -m£22a  sin#ad# 

= d(ma2£22cos0)  = - d^p.t 
avec  %?.=-  ma2£22  cos  6 + cte  . 

L’equation  du  mouvement  est  done  : 

ma20 2 - ma2£2 2 cos  6-  cte  , 

ou  encore,  apres  derivation  et  simplification  par  : 
ma20 , 6 + £22  sin$=  0 : e’est  la  meme  equation. 

2 • La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee  sur  er 
et  sur  ?z  donne,  en  posant  R - R,.?r+  R.’e, 

(R  est  orthogonal  au  cerceau  done  a ee) : 


Cet  equilibre  est  instable  : en  effet,  si  on  ecarte  la  bille  de  cette 
position  d’equilibre,  l’equation  du  mouvement  que  l’on  peut 
ecrire  sous  la  forme  i = (/'  - r6q)£22  prouve  que  la  bille 
s’eloignera  de  sa  position  d’equilibre. 

Perle  sur  un  cerde  horizontal 
en  rotation 

1 • Dans  le  referentiel  tournant  , la  perle  est  soumise  aux 
forces  suivantes  : 

. son  poids  : P = nig  = - mgl ; 

. la  reaction  du  cerceau  : R (avec  R . = 0 , car  le  mouve- 

ment a lieu  sans  frottements) ; 

• la  force  d’inertie  d’entrainement : Fie=  m£i2OM\ 

. la  force  d’inertie  de  Coriolis  : Fic=  - 2 m£2  a v/%(P)  ■ 
Dans  la  base  (?,. , e e,  ?z) : CM  = a~er 

OM=  OC+  CM  = a(  1 + cos 0)e,.-a  sin 6?e, 

?/Sc(M)  = ad?e  et  aignc{M)  = -ad2Fr  +adeg. 

Alors  Fic  = 2 ma£26'er . 

Pour  determiner  l’equation  du  mouvement,  on  projette  la  rela- 
tion fondamentale  de  la  dynamique  sur  Fe  (ce  qui  a pour  effet 
d’ eliminer  la  force  inconnue  R ) : 

mad=  - m£22a  sin0  d’ou  0+  £22sm6=0  . 

Remarque 

La  perle  est  en  equilibre  pour  0=0  ou  0=n  (dans  ce  cas  la 
perle  est  en  0 , c’ est-a-dire  sur  1’ axe  de  rotation).  La  position 
0=0  est  stable  : au  voisinage  de  cette  position  d’equilibre, 
l’ equation  du  mouvement  est  0=  - £220  dont  la  solution  est 
sinusoidale.  La  position  0=n  est  instable. 

Autre  methode 

La  reaction  du  support  est  orthogonale  a la  vitesse,  elle  ne  tra- 
vaille  done  pas,  tout  comme  la  force  d’inertie  de  Coriolis.  La 
perle  reste  a altitude  constante,  done  le  poids  ne  travaille  pas 
au  cours  du  mouvement.  Seule  la  force  d’inertie  d’entraine- 
ment travaille  et  elle  est  conservative. 


\-ma02=  Rr  + m£2  2a(l  + cos0)  + 2m£2  a() 
| 0 = Rz  - mg  , 

.,  „ \Rr=-ma02-ma£22(\  + cos0)-2ma£20 

d ou  1 

R -_  = m8  ■ 


0 Jeu  de  palets  sur  un  manege 

1 • Dans  le  referentiel  galileen  lie  au  sol  (repere  (0,  X,  Y,  Z)), 
le  mouvement  du  palet,  horizontal,  est  rectiligne  et  uniforme  : 
le  poids  et  la  reaction  du  plan,  verticale,  se  compensent. 

• Erreur  de  A : il  lance  le  palet  a vitesse  v0  ex(t  _ 0>  = v0  ex  , 
mais  oublie  que  B se  deplace  par  rapport  au  sol  a vitesse 
R£2  e e (initialement  Rfl  ey)  : B se  trouve  par  exemple  en  B' 

a la  date  t = — . 

vo 

• Erreur  de  B : il  lance  le  palet  a vitesse  absolue  : 

- v0exU  = 0)  + R£lee{t=0)  = - v0ex  +R£ley  , 
et  rate  done  A. 
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CORRIGES 


Mecanique  en  referentiel  non  galileen 


2 • Etudions  le  mouvement  d’un  palet  dans  le  referentiel  lie 
au  manege  (repere  ( 0 , x ,y,z  = Z)),  en  tenant  compte  des  for- 
ces d’inertie  : 

{Fie  = - m cfe  = + mr  ff  ~e’r  = m fl2{x  ex  + y ey) 

Fk  = - 2m  fl  7.  a (x  ex  + y 7y)  = 2m  fl  (y  ex  -x  7y) 

Les  mouvements  horizontaux  des  palets  sont  alors  regis  par 
les  equations  couplees  : 
x - 2 fly  - ffx  = 0 
y + 2 fix  - ffy  = 0 

Pour  l’affixe  complexe  u = x + iy,  il  vient : 
u + 2 i fl  ii  - fl2  u = 0. 

Les  solutions  de  P equation  caracteristique  associee  a cette 
equation  differentielle  d’ordre  2 sont  = - ifl  = r2,  confon- 
dues,  done  : 

u(t)  = {At  + B)e~int  = [(ti(O)  + i fl  «(0))f  + ;/(0)]e-'A 
en  utilisant  les  conditions  initiales  ; ou  bien  encore  : 
u(t)  = [(L0  + iy  o + i fl  x0  -fly0)t  + x0  + i y0]  e" il}' 
ou  on  identifie  : 

x(t)  = [(i0  - fl  yo)t  + jc0]  cos  fit  + [(yo  + ^ ^o)1  + yoi  s'n  ^ 
y(t)  = [(y0  + fl  x0 )t  + y0]  cos  fit  - [x0  - fl  y0)t  + x0]  sin  fit 

• Pour  le  palet  lance  par  A , x » = y^  = 0,  xAg  = v0  et 
yA  = 0,  done  : 

xA(t)  = v0 1 cos  fit 
yA{t)  = - v0t  sin/2t 


• Pour  le  palet  lance  par  B , jcBq  = R , yB(j  = 0,  iB(|  = - v0  et 

yR  = 0,  done  : 

■'“o 

j cB(f)  = (-  v0  t + R)  cos  fit  + (Rflt)  sin/2r 
yB{t)  = (Rflt)  cos  fit  - (-  v0t  + R)  sin/2? 

Remarque  : Les  expressions  de  XA  et  YA  (ou  XB  et  PBJ  enfonc- 
tion  du  temps  etant  evidentes,  on  await  tres  bien  pu  obtenir 
xA  et  yA  {ou  jcb  et  yBj  a partir  de  celles-ci  par  une  rotation 
d’ angle  - fit  autour  de  (Oz). 
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i 


Referentiels 

non  galileens  usuels 


tm 

Expliquer  differents  phenomenes  observes  sur  Terre 
comme  les  effets  de  maree. 


LES  PREREQUIS 


• Mecanique  en  referentiel  non  galileen. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Resolution  des  equations  differentielles  du  second 
ordre  a coefficients  constants. 

Develop  pements  limites. 


ESSENTIEL 


i Les  differents  referentiels 

• Le  referentiel  de  Copernic  2ftc  (C  \xc,yc,  zc)  est  defini  par  le  centre  de  masse  C du  systeme  solai- 
re  et  par  les  axes  ( Cxc ) , ( Cyc ) et  (Czc)  lies  aux  directions  de  trois  etoiles  considerees  comme  fixes. 
Pour  des  points  materiels  mobiles  dans  le  systeme  solaire,  ce  referentiel  est  galileen,  avec  une  excel- 
lente  approximation. 

• Le  referentiel  de  Kepler  2 JiK  se  deduit  du  referentiel  de  Copernic  par  translation  : Lorigine  du  refe- 
rentiel de  Kepler  (ou  referentiel  heliocentrique)  est  le  centre  d'inertie  S du  Soleil.  En  general,  2/f,K 
est  galileen  avec  une  excellente  approximation. 

• Le  referentiel  geocentrique  vk0  se  deduit  aussi  du  referentiel  de  Copernic  par  translation  : l’origi- 
ne  de  vll0  est  le  centre  d'inertie  0 de  la  Terre  et  ses  axes  sont  paralleles  a ceux  du  referentiel  de 
Copernic.  Le  referentiel  geocentrique  n’est  pas  galileen. 

• Le  referentiel  terrestre  local  2 liT(P  \ x ,y  , z)  a son  origine  en  un  point  P de  la  surface  de  la  Terre, 
l’axe  ( Px ) pointe  vers  Test  (le  vecteur  ex  est  tangent  au  parallele  du  lieu),  l'axe  (Py)  pointe  vers  le 
nord  (le  vecteur  ey  est  tangent  au  meridien  du  lieu)  et  l’axe  ( Pi ) pointe  done  vers  le  zenith  (confon- 
du  avec  la  verticale  du  lieu).  II  est  en  rotation  par  rapport  au  referentiel  geocentrique,  il  n’est  pas 
galileen. 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Referentiels  non  galileens  usuels 


t La  loi  fondamentale  de  la  dynamique 
dans  le  referentiel  geocentrique 


m fl/a0  (M)  = Fa+  m(Gr (M)+GL{M)  + Gs(M)  + ...)-mamc  ( 0 ) 


= Fa+mGTm+m\\GL(M)-GL{0)  Gs(M)-Gs(0)\  + ...  , 


y 


ou  Fa  represente  les  differentes  forces  appliquees  au  point  M et  G,  (M)  l’attraction  gravitationnelle 
de  l’astre  i sur  le  point  M (l’astre  i represente  la  Terre,  la  Lune,  le  Soleil  et  tous  les  autres  astres). 
Les  termes  GL{M)  - GL(0) , GS(M)  - GS(0) , sont  appeles  « termes  differentiels  » ou  encore  « ter- 
mes  de  marees  ». 


nomene  des  marees  !),  le  seul  champ  gravitationnel  a prendre  en  compte  etant  alors  le  champ  gravi- 
tationnel  terrestre.  Le  referentiel  geocentrique  se  comporte  comme  un  referentiel  galileen  et  la 
relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’y  ecrit : 


La  force  d’inertie  d’entramement  est  incluse  dans  le  poids. 

L’importance  de  la  force  d’inertie  de  Coriolis  - 2mQT  a v/g^(M)  reste  faible  en  general,  elle  est 
souvent  negligee.  Ce  terme  est  responsable,  par  exemple,  de  la  deviation  vers  Test  d’un  corps  tom- 
bant  en  chute  libre  sans  vitesse  initiale. 

Conseils  et  pieges  a eviter 

En  referentiel  terrestre,  l’acceleration  d’entramement  est  incluse  dans  l’acceleration  de  la  pesan- 
teur ; ainsi  pour  un  point  materiel  soumis  a une  force  F , le  principe  fondamental  de  la  dynamique 
en  referentiel  terrestre  s’ ecrit : 


Dans  le  domaine  terrestre,  on  negligera  ces  termes  differentiels  (sauf  pour  l’etude  explicite  du  phe- 


ma/glo(M)=Fa  + mGT(M) . 


i La  loi  fondamentale  de  la  dynamique 
dans  le  referentiel  terrestre 


En  referentiel  terrestre,  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s ’ecrit : 


m a, /sftT  (AO  = Fa+m  g(M)-2mQTA  ( M ) . 


ma/g^(M)  = F + mg  - malc(M)  avec  alc{M)  = 2mf2T  a 


i 
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Exercices 


Q Si  la  terre  tournait  plus  vite... 


Quelle  devrait  etre  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  sur 
elle-meme  (ainsi  que  la  duree  du  jour  correspondante) 
pour  qu’il  n’y  ait  pas  de  pesanteur  a Tequateur  ? 


'3  Dans  le  referentiel  terrestre,  la  force  d’inertie  d’en- 
0 trainement  est  incluse  dans  le  poids. 


o Influence  de  la  force  de  Coriolis 
terrestre  sur  la  conduite 
d'une  moto 


Un  motard  roule  sur  une  autoroute  horizontale  et  rectiligne, 
dans  la  direction  nord-sud,  a la  vitesse  de  200  km . h ~ 1 2 3 4 (il 
est  en  exces  de  vitesse!).  La  latitude  du  lieu  est  de  45°.  La 
masse  du  systeme  { moto  + motard } est  de  400  kg. 

1 • Calculer  les  composantes  de  la  force  d’inertie  de 
Coriolis.  Commenter. 


2 • De  quel  angle  doit-il  s’incliner  s’il  roule  a vitesse 
constante  (la  reaction  de  la  route  doit  etre  parallele  au  plan 
de  la  moto  pour  qu’elle  roule  bien  droit)  ? 


^ Utiliser  la  definition  de  la  force  de  Coriolis  terrestre 
0 et  exprimer  tous  les  vecteurs  dans  la  base  du  referen- 
tiel terrestre  local. 


0 "lancement  vertical  d'une  fusee 

Depuis  un  point  P situe  a la  surface  de  la  Terre  a la  latitu- 
de A , on  lance  verticalement  vers  le  haut  une  petite  fusee  de 
masse  m , assimilee  a un  point  materiel,  avec  la  vitesse  v0 . 

1 • Etablir  les  equations  du  mouvement  de  la  fusee  (dans 
le  referentiel  terrestre  local  du  point  P). 

2 • Determiner  la  hauteur  h atteinte  par  la  fusee  en  negli- 
geant  la  force  de  Coriolis  terrestre. 

3 • En  raisonnant  par  approximations  successives,  deter- 
miner les  coordonnees  du  point  de  chute  de  la  fusee.  Dans 
quelle  direction  est-elle  deviee  par  rapport  a son  point  de 
depart  ? Commenter. 

4 • Donnees  : A = 45°  et  g = 9,8  m.s-2. 

a)  v0=  100  km.h-1.  Calculer  la  distance  entre  le  point  de 
depart  et  le  point  de  chute  ainsi  que  la  hauteur  atteinte  par 
la  fusee. 


b)  A quelle  vitesse  faut-il  lancer  la  fusee  pour  qu’elle 
retombe  a 5 metres  de  son  point  de  chute  ? Quelle  hauteur 
atteint-elle  alors  ? 


La  methode  est  la  meme  que  pour  l’exercice  clas- 
sique  sur  l’etude  de  la  deviation  vers  Test  (cf.  H- 
Prepa,  Tout  en  un,  lre  annee,  chapitre  28. 

1)  Ne  pas  oublier  que  la  force  d’inertie  d’entraine- 
ment  est  incluse  dans  le  poids.  Projeter  la  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  sur  les  axes  (Ox)  , 
(Oy)  et  (Oz)  du  referentiel  terrestre  local. 

3)  Determiner  en  premier  lieu  Texpression  de  la 
vitesse  y(ordre  oj  en  negligeant  la  force  de  Coriolis 
(approximation  a l’ordre  0).  Dans  Texpression  de  la 
force  de  Coriolis  (c’est  une  perturbation  par  rapport 
au  cas  precedent),  remplacer  la  vitesse  par  son 
expression  a l’ordre  0.  On  obtient  alors  Texpression 
de  la  vitesse  et  de  la  position  du  point  a l’ordre  1 (en 
T2),  ce  qui  est  suffisant  compte  tenu  de  la  faiblesse 
des  effets  etudies. 


O 'Chute  d'un  point 
sur  un  plan  incline 
dans  le  referentiel  terrestre 


Du  haut  d’un  tremplin  de  saut  a ski  (assimile  a un  plan 
incline  d’un  angle  a par  rapport  a T horizontale),  on  lais- 
se  glisser  un  objet  quasi  ponctuel  sous  l’effet  de  la  pesan- 
teur. Le  tremplin  est  oriente  nord-sud  en  un  lieu  de  latitude 
A , sa  longueur  est  € (entre  le  sommet  H et  le  debut  de  la 
partie  « montante  » B),  les  frottements  sont  negligeables. 


1 • En  raisonnant  par  approximations  successives,  deter- 
miner : 

a)  la  vitesse  v de  Tobjet  quand  il  arrive  au  bas  du  trem- 
plin ; 

b)  son  decalage  D par  rapport  a la  ligne  de  plus  grande 
pente  HB  ; discuter  du  sens  de  cette  deviation  (vers  Test 
ou  vers  Touest  ?).  Que  dire  si  a=  Al 


2 • Calculer  v et  D . Que  deviennent  ces  valeurs  si  le 
tremplin  est  oriente  sud-nord  ? 


Donnees  : € = 100  m , a = 45° , A = 60° 


Ne  pas  oublier  que  la  force  d’inertie  d’entrainement 
est  incluse  dans  le  poids. 

Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
(ecrite  dans  le  referentiel  terrestre  local)  sur  les  axes 
(OX)  , (OY)  et  (OZ)  adaptes  au  plan  incline,  sans 
oublier  que  le  point  se  deplace  sur  le  plan  incline. 
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EXERCICES 


Referentiels  non  galileens  usuels 


Determiner  en  premier  lieu  l’expression  de  la  vitesse 
(v0)  en  negligeant  la  force  de  Coriolis  (approxima- 
tion a l’ordre  0).  Dans  l’expression  de  la  force  de 
Coriolis  (c’est  une  perturbation  par  rapport  au  cas 
precedent),  remplacer  la  vitesse  par  son  expression  a 
l’ordre  0 (v0)  . On  obtient  alors  l’expression  de  la 
vitesse  et  de  la  position  du  point  a l’ordre  1 (en  £2), 
ce  qui  est  suffisant  compte  tenu  de  la  faiblesse  des 
effets  etudies. 


Limite  de  roche 

La  comete  Shoemaker- Levy  9 est  passee  en  juillet  1992 
suffisamment  pres  de  Jupiter  pour  se  fragmenter  en  mor- 
ceaux  a cause  des  « forces  de  marees  » dues  a Jupiter. 

On  se  propose,  dans  cet  exercice,  de  determiner,  par  un 
modele  simple,  la  distance  en  dessous  de  laquelle  la  come- 
te se  disloque  en  s’approchant  de  Jupiter. 

On  fait  les  hypotheses  suivantes  : 

• Jupiter  est  spherique  et  homogene,  de  rayon  Rs  = 7 1 400  km, 
de  masse  M,=  1,91 . 10 27  kg  et  de  masse  volumique  //,; 

• la  comete  est  spherique  et  homogene,  de  rayon  Rc , de 
masse  volumique  jic  = 1,00. 103  kg.rn-3 ; 

• le  referentiel  « Jupiterocentrique  » est  galileen  ; 

• la  comete  n’est  soumise  qu’a  Faction  gravitationnelle  de 
Jupiter  ; 

• la  comete  est  en  orbite  circulaire  de  rayon  d autour  de 
Jupiter  (avec  Rc«d). 


1  • Ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  appli- 
quee  a un  petit  volume  elementaire,  de  masse  dm  , de  la 
comete  dans  le  referentiel  « Cometocentrique  ». 


2  • On  considere  un  modele  dans  lequel  la  cohesion  de  la 
comete  n’est  plus  assuree  si  le  terme  des  marees  depasse 
le  champ  gravitationnel  propre  de  la  comete.  En  se  pla£ant 
a la  peripherie  de  la  comete  pour  comparer  les  deux  ter- 
mes,  deduire  l’ordre  de  grandeur  de  la  distance  limite  diim 
a laquelle  la  comete  peut  s’approcher  de  Jupiter  sans 
risque  (appelee  « limite  de  roche  »). 


1)  Le  raisonnement  est  le  meme  que  celui  du  cours  en 
remplagant  le  referentiel  geocentrique  par  le  referen- 
tiel « Cometocentrique  » et  le  referentiel  de  Copernic 
par  le  referentiel  « Jupiterocentrique  ». 

2)  On  prendra  comme  ordre  de  grandeur  du  terme  des 
marees  la  valeur  maximale  de  son  module. 


** Pourquoi  s'amarrer 
a la  navette  spatiale  ? 


Un  vaisseau  est  en  orbite  circulaire  de  rayon  R autour 
d’une  planete,  a la  vitesse  angulaire  £2  = Lie z . 

Un  cosmonaute  effectuant  une  sortie  est  au  point  O , relie 
au  vaisseau  par  un  cable  d’amarrage. 

Pour  les  applications  numeriques,  on  prendra  une  periode 
de  revolution  de  2 heures  autour  de  la  Terre,  de  masse  M . 
On  rappelle  que  g0 , champ  de  pesanteur  terrestre  a la  sur- 
face de  la  planete,  de  rayon  RT  = 6 400  km , vaut  environ 
9,81  m.s-1 2. 

1 • Quelle  est  la  relation  liant  la  vitesse  angulaire  £2,  la 
constante  de  gravitation  G , la  masse  M de  la  planete,  et 
le  rayon  R de  F orbite  ? Determiner  numeriquement  F al- 
titude de  F orbite. 

2 • Etablir  les  equations  du  mouvement  du  cosmonaute 
dans  le  repere  (0,x,  y,  z) . 

3 • Par  quel  terme  la  force  d’inertie  d’entrainement  est- 
elle  pratiquement  compensee  ? Developper  alors  le  terme 
differentiel  identifie  a l’ordre  lineaire  en  x/R,  y/R  et  z/R , 
et  simplifier  les  equations  du  mouvement. 

4 • Le  mouvement  du  cosmonaute  selon  l’axe  (Oz)  appa- 
rait-il  stable  ? 

5»Lesvaleurs  x0,y0,x0  et  y0  et  initiates  etant  donnees, 
determiner  les  expressions  de  x(t)  et  y(t). 

6 • Le  cosmonaute  part  de  O avec  une  petite  vitesse 
radiate  : i0  est  seule  non  nulle.  Va-t-il  s’eloigner  indefini- 
ment  de  son  vaisseau  ? 


7 • Le  cosmonaute  n’a  pas  de  vitesse  relative  initiate,  mais 
perd  le  contact  avec  le  vaisseau  en  O'  O : x0  est  seule 
non  nulle.  Decrire  ce  qui  arrive  a notre  aventurier.  Que 
penser  du  cable  d’amarrage  utilise  pour  les  sorties  dans 
l’espace  ? 


1)  Ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
pour  un  mouvement  circulaire  (uniforme). 

2)  II  faut  expliciter  les  forces  de  gravitation  et  d’inertie. 

3)  Gravitation  et  inertie  d’entrainement  se  compen- 
sent  presque,  ce  qui  justifie  l’utilisation  d’un  deve- 
loppement  limite. 
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EXERCICES 


O « Visualisation  » de  la  rotation 
du  pendule  de  Foucault 


Platons  deux  cartes  postales  « croisees  » a la  verticale  d’un 
point  0 de  latitude  X sur  le  globe  terrestre  : leur  direc- 
tion commune  est  la  verticale  du  lieu  (axe  ( Oz ),  confondu 
avec  le  rayon  TO),  leurs  autres  directions  etant  sud-nord 
(axe  ( Oy ),  carte  claire)  et  ouest-est  (axe  (Ox),  carte  somb- 
re). 

On  note  AB  la  projection,  de  largeur  2 L , de  la  tranche 
inferieure  de  la  carte  claire  (pour  la  carte  sombre,  CD ). 

1  • Le  globe  est  mis  en  rotation  a vitesse  angulaire  £2T 
autour  de  l’axe  des  poles  geographiques.  Quelles  sont  les 
vitesses  des  points  A et  B , a exprimer  a 1’ aide  de  RT,  L, 
X et  Qj  ? 


2 • La  carte  etant  fixe  dans  le  referentiel  geocentrique,  le 
segment  AB  semble  tourner  sous  elle.  Exprimer  la  vites- 
se angulaire  correspondante,  notee  co . 

3 • co  peut-elle  coincider  avec  L1T  ? Que  se  passe-t-il  dans 
l'hemisphere  Sud  ? Qu’advient-il  du  segment  CD,  pro- 
jection de  la  base  de  la  carte  sombre  ? 


4  • Quel  lien  peut-on  proposer  entre  cette  experience  ele- 
mentaire  et  celle  du  pendule  de  Foucault  ? 


II  est  conseille  de  faire  l’experience  pour  visualiser 
les  rotations  ; les  calculs  proposes  etant  par  ailleurs 
elementaires,  ils  permettent  de  retrouver  simplement 
la  rotation  du  plan  d’oscillation  du  pendule  de 
Foucault  etudiee  en  cours  (cf.  H.  Prepa,  Tout  en  un, 
lre  annee,  chapitre  28). 


Referentiels  non  galileens  usuels 


© Distances  extremes 

pour  le  pendule  de  Foucault 


Un  pendule  simple  de  longueur  L , porte  une  masse  ponc- 
tuelle  m en  M . II  est  accroche  en  un  point  0 fixe  de  la 
verticale  du  lieu  notee  Oz,  a la  latitude  X sur  Terre.  On 
note  T2t  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre  autour 
de  l’axe  des  poles.  On  se  limite  a des  oscillations  de  faible 
amplitude,  de  sorte  que  le  mouvement  pourra  etre  consi- 
dere  comrne  ayant  lieu  dans  un  plan  horizontal.  A la  date 
t = 0 , on  lache  le  pendule,  la  masse  m etant  abandonnee 
sans  vitesse  initiale  a la  distance  r0  de  l’axe  (Oz). 

On  note  : = — ; Q - L2T  sinA. 


1 • Montrer  que  les  equations  du  mouvement  dans  le  plan 
(x Oy)  s’ecrivent : 

f x - 2Dly  + C0qX  = 0 
[ y + 2 Qx  + C0qX  = 0 

Exprimer  Q. 

2 • On  simule  revolution  regie  par  ces  equations  en 
prenant  Q de  Tordre  de  ce  qui  donne  les  resultats 
suivants  indiques  sur  les  documents  3 et  4 (le  pendule  est 
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EXERCICES 


Referentiels  non  galileens  usuels 


lache  a Tabscisse  x0  sur  l'axe  (Ox),  sans  vitesse  initiale). 
Justifier  qualitativement  que  le  pendule,  lache  sans  vitesse 
initiale,  rate  tout  de  meme  le  point  0 . 

Que  constate-t-on  pour  1’evolution  de  la  direction  d’os- 
cillation  ? Pour  1’evolution  de  la  distance  r aborigine  01 


' 

y 
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Doc.  4.  Apres  de  nombreuses  oscillations. 


3 • Pour  justifier  ce  dernier  constat,  on  etudie  le  mouve- 
ment  de  l’extremite  du  pendule  en  coordonnees  polaires. 

a)  Ecrire  les  equations  du  mouvement  projetees  sur  les 
directions  radiale  et  orthoradiale. 

b)  Quelle  equation  correspond  a l’expression  du  theoreme 
du  moment  cinetique  projete  sur  (Oz)  ? En  obtenir  une 
integrate  premiere. 

c)  Exprimer  en  fonction  de  ft),  Q,  et  r0  = x0  les  valeurs 
particulieres  de  r observees. 

d)  Cette  simulation  numerique  semble-t-elle  adaptee  a la 
description  du  mouvement  du  pendule  de  Foucault  reel  ? 


1)  Ecrire  les  equations  donnees  par  la  relation  fonda- 
mentale  de  la  dynamique,  en  tenant  compte  du  carac- 
tere  correctif  de  la  force  de  Coriolis  et  de  la  faible 
inclinaison  du  pendule  (cf.  H.  Prepa,  Tout  en  un, 
lre  annee,  chapitre  28,  le  cours). 

3)  a)  Reprendre  les  expressions  de  v et  a en  coor- 
donnees polaires. 

b)  Considerer  la  composante  L.  du  moment  cine- 
tique en  0 . 

c)  On  elimine  9 avec  le  moment  cinetique,  et  on  etu- 
die T equation  radiate  ou  il  ne  reste  plus  que  r(t)... 


0 **Terme  des  marees, 
marees  de  vives-eaux  et 
marees  de  mortes-eaux 


D' apres  Poly  technique. 

La  Lune,  le  Soleil  et  la  Terre  sont  assimiles  a des  spheres 
homogenes,  de  centres  respectifs  L , S et  T , de  rayons 
respectifs  RL , Rs  et  RT , de  masses  respectives  M,  , Ms  et 
Mt  . On  utilise  un  repere  orthonorme  direct  (C  ; x,y  ,z)  lie 
a la  Terre,  l’axe  (Cz)  etant  dirige  du  pole  Sud  vers  le  pole 
Nord.  Dans  ce  referentiel,  L et  S decrivent  des  cercles 
de  centre  C dans  le  plan  (Cxy) , de  rayons  respectifs  RCL 
et  Rcs , avec  des  vitesses  angulaires  constantes  ft),  et  0)T 
correspondant  respectivement  aux  periodes  : 

Tl  = 24  h 50  min  et  Ts  = 24  h. 

A Torigine  des  temps,  on  suppose  que  L et  S sont  situes 
sur  l’axe  ( Cx ) . On  suppose  enfin  que,  par  rapport  a un 
referentiel  galileen,  le  mouvement  de  la  Terre  est  exclusi- 
vement  constitue  du  mouvement  de  C sous  Taction  de 
Tattraction  gravitationnelle  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  d’un 
mouvement  de  rotation  propre  autour  de  l’axe  (Cz)  a la 

2k 

vitesse  angulaire  ft)  (avec  T = — = 24  h) . 

ft) 

1 • On  considere  un  corps  ponctuel  P , de  masse  m . lie 
a la  Terre  par  un  support  exercant  une  force  F sur  ce 
point.  En  appliquant  la  relation  fondamentale  de  la  dyna- 
mique au  point  P dans  le  referentiel  lie  a la  Terre,  donner 
Texpression  de  la  force  F sous  forme  de  trois  termes  dont 
Tun,  note  mg0 , represente  le  poids  du  corps  P et  les  deux 
autres,  notes  respectivement  mAgL  et  mAgs  les  termes 
de  marees  dus  a la  Lune  et  au  Soleil. 

2 • Dans  cette  question,  on  neglige  Tinfluence  du  Soleil. 
Par  un  schema  simple,  expliquer  T existence  de  deux 
marees  par  jour  et  le  decalage  entre  les  heures  de  marees 
hautes  (ou  basses)  pour  deux  jours  consecutifs. 

3 • On  cherche  maintenant  a comparer  les  influences 
respectives  de  la  Lune  et  du  Soleil.  On  prend  P situe  sur 
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EXERCICES 


l’axe  {Ox)  a la  surface  de  la  Terre, 
a)  Montrer  que  AgL  peut  se  mettre,  au  premier  ordre  en 
Rr 

— — , sous  la  forme  : 

"cl 


a8l  = 


GM , 


Rcl2 


Rr 

\RclJ 


(3cos7(ft)Lr)-l) 


■+ 


(3  cos  sin(ft>Lf)) 


Exprimer  sous  la  meme  forme  Ags . 


b)  La  Lune  et  le  Soleil  sont  vus  depuis  la  Terre  sous  le 
meme  diametre  apparent  e = 0,01  radian  . Leurs  masses 
volumiques  respectives  sont  fiL  = 3,4. 103  kg.m-3  et 
H s = 1,4. 103  kg.m-3. 


Comparer  les  influences  de  la  Lune  et  du  Soleil. 

On  pourra  calculer  le  rapport  ^ 8 l ^ a t = 0 , par  exem- 

I A gs  I 

pie.  Commenter. 


c)  En  supposant  que  les  variations  du  niveau  de  la  mer  au 
point  P sont  proportionnelles  a la  composante  de  A g sur 
Cx  , caracteriser  les  positions  relatives  de  la  Lune,  du 
Soleil  et  de  la  Terre  lors  des  marees  d’amplitude  maxima- 
le (marees  de  vives-eaux)  et  lors  des  marees  d’amplitude 
minimale  (marees  de  mortes-eaux). 


1)  On  conserve  le  terme  de  marees  dans  la  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  ecrite  dans  le  referen- 
tiel  lie  a la  Terre.  Dans  ce  referentiel  le  point  P est 
immobile.  La  force  d’inertie  d’entrainement  est 
incluse  dans  le  poids. 

2)  Representer  sur  un  schema  le  terme  differentiel  en 
plusieurs  points  de  la  surface  de  la  Terre  pour  une 
position  donnee  de  la  Lune. 

3)  Faire  un  schema  representant  la  Terre,  la  Lune, 
le  point  P a un  instant  t quelconque  avant  de  cal- 
culer. Penser  a ecrire  PL  = PC  + CL  . 


Referentiels  non  galileens  usuels 


Etude  dynamique 
des  anneaux  de  Saturne 


D'apres  ENSTIM  2008. 

La  planete  Saturne  est  assimilee  a un  corps  a repartition 
spherique  de  masses,  de  centre  Os,  de  masse  ms  = 6 . 1026  kg, 
de  rayon  Rs.  On  suppose  que  le  referentiel  saturnien,  de 
point  fixe  Os  et  en  translation  circulaire  par  rapport  au  refe- 
rentiel heliocentrique,  est  galileen.  On  note  r la  constante 
de  gravitation. 

1.  Les  anneaux  tie  Saturne  ne  sont  pas  des  solides 

Supposons  qu’un  anneau  soit  un  agglomerat  solide  de 
corps  (rochers,  cailloux,  blocs  de  glace),  en  rotation  uni- 
forme a la  vitesse  angulaire  00  autour  de  Saturne.  On  isole 
deux  de  ces  corps  formant  un  doublet  8 = [M{,  M2],  de 
faible  taille  a l’echelle  astronomique,  de  centre  d’inertie 
G,  de  meme  masse  m,  a la  distance  2 a Tun  de  l’autre  ; 
on  suppose,  en  outre,  que  : 

• Os,  M ! et  M2  restent  alignes  en  permanence  ; 

-►  0 G ■ 

• on  pose  ur  = — - — , OsG  = rur , 0 - CO.  t,  et  on  definit 

OsG 

le  repere  cylindrique  (ur,  uB,  u, ) ; 

• il  vient  OsMl  = (r  - a)ur  et  OsM2  = (r  + a)ur  ; 

• a «r\ 

• le  referentiel  9tsd  = (Os,  ur,  us,  u: ) est  appele  referen- 
tiel saturno-doublet  : c’est  un  referentiel  non  galileen  en 
rotation  uniforme  par  rapport  au  referentiel  saturnien,  a la 
vitesse  angulaire  co  et  dans  lequel  Os,  G , Mx  et  M2  sont 
immobile  s. 


On  neglige  l’influence  de  tous  les  autres  corps  de  l’anneau 
sur  le  sy  steme  8. 

1 • En  ecrivant  le  theoreme  de  la  resultante  cinetique  sur 

1 

le  doublet  8,  etablir  l’identite  — = co2r,  vraie  au  pre- 
mier ordre  en  — . 
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EXERCICES 


Referentiels  non  galileens  usuels 


2  • Faire  l’inventaire  de  toutes  les  forces  subies  par  M , 
dans  fi/fSd  et  montrer  que  leur  somme  vectorielle  peut 
s’ecrire  2/  =f(a,  r)ur : on  donnera  Fexpression  de/(a,  r ) 
comme  une  fonction  des  variables  a et  r et  des  parametres 
r,  m et  ms. 

Montrer  par  un  developpement  limite  au  premier  ordre  en 

— que  cette  fonction  a pour  valeur  approchee  : 
r 

f(a,  r)  = — — 37~,OT5/7?fl  . p y aura  dislocation  progres- 
4a2  r3 

sive  de  l’anneau  si  la  resultante  des  forces  a tendance  a 
eloigner  M2  de  Mh  done  si  f(a,  r)  < 0. 


3  • Montrer  que  cette  condition  se  traduit  par  1’existence 
d’une  valeur  minimale  r0  de  r (on  l’appelle  limite  de 

til 

Roche)  ne  dependant  que  de  ms  et  de  fi  = — . On  donne 

a3 

p = 720  kg. nr3.  Deduire  de  ce  qui  precede  un  ordre  de 
grandeur  de  r0.  Conclure  en  considerant  que  les  anneaux 
ont  un  rayon  de  l’ordre  de  10s  m. 


Dans  ce  qui  suit,  on  assimile  tous  les  corps  autour  de 
Saturne  a des  petits  et  moyens  blocs  solides  independants 
en  orbite  circulaire  et  on  neglige  toutes  les  forces  d' inter- 
action entre  eux  devant  l’ attraction  gravitationnelle  de  la 
planete. 


2.  Divisions  des  anneaux 

Les  anneaux  sont  divises  : la  premiere  division  fut  obser- 
vee  par  Cassini  qui  detecta  le  premier  une  bande  circulai- 
re vide  de  blocs,  et  decoupant  ainsi  «l’anneau»  en  deux 
anneaux  distincts  ( cette  division  est  encore  appelee  divi- 
sion Cassini).  On  en  a detecte  un  ties  grand  nombre 
depuis. 

On  s’interesse  ici  a la  division  observee  sur  le  rayon  orbi- 
tal d’un  petit  satellite  spherique,  Pan,  de  centre  0P,  de 
rayon  RP , et  de  rayon  orbital  rP  = OsOP. 


division 


Le  referentiel  saturno-Pan  5/i,SP  est  en  rotation  uniforme 
autour  du  referentiel  saturnien,  suiveur  du  mouvement  de 
Pan,  dans  lequel  Os  et  0P  restent  fixes.  On  considere 
deux  petits  rochers  A et  B encore  presents  dans  cette 
bande  et  tournant  dans  le  meme  sens  (cf.  figure  3).  A est 
en  orbite  circulaire  de  rayon  rA  legerement  inferieur  a 
rP,  B est  en  orbite  circulaire  de  rayon  rB  legerement 
superieur  a rP. 

1 • Montrer  que  plus  le  rayon  de  l’orbite  circulaire  d’un 
corps  satellise  autour  de  Saturne  est  grand,  plus  sa  vitesse 
le  long  de  son  orbite  est  faible. 

2 • Tracer,  sur  la  figure  3.  a),  dans  le  referentiel  saturnien, 
Failure  des  vecteurs  vitesses  des  centres  des  trois  corps 
(l’echelle  est  arbitraire). 

3 • En  deduire,  dans  le  referentiel  S HSP,  Failure  des  vec- 
teurs vitesses  de  A et  de  B et  les  tracer  sur  la  figure  3. b). 

4 • En  deduire  pourquoi  A et  B ne  pourront  rester  sur 
leur  orbite,  et  pourquoi  on  dit  que  Pan  « nettoie  » la  bande 
decrite  par  sa  trajectoire  en  dessinant  une  division  dans  les 
anneaux. 
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f»  Si  la  terre  tournait  plus  vite... 


1  • Dans  le  referentiel  terrestre,  le  champ  de  pesanteur  en  un 
point  M est  compose  de  deux  termes  : l’interaction  gravita- 

tionnelle  massique  - GMT  0M_  et  la  force  d’inertie  d’entrai- 
OM3 


nement  massique  £22HM  (H  , la  projection  de  M sur  l’axe 
de  rotation  terrestre  sud-nord,  et  £2  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre  sur  elle-meme)  : 

g(M)  = - GMT  0M_  + £22HM. 

tom 3 


Si  le  point  M est  a Tequateur,  H = 0 (oil  0 est  le  centre 
de  la  Terre),  ce  qui  donne  : 

M 

g(M ) = -G  - + £22OM  ; 

OM2 


si  M est  de  plus  un  point  a la  surface  de  la  Terre  OM  = RT  , 
rayon  de  la  Terre. 

Si  on  appelle  g0  Tinteraction  gravitationnelle  massique  (acce- 
leration de  la  pesanteur  a la  surface  de  la  Terre  au  pole  Not'd!), 
il  n’y  a pas  de  pesanteur  a Tequateur  si : 


0  = - g0  + n2RT  <=>  J—=  1,24. 10“3  rad. s"1. 

V Rj 

La  duree  d’un  jour  serait  done  de  5 075  s,  e’est-a-dire  de 
1 h 25  min.  Cette  duree  est  egale  au  temps  que  mettrait  un  satel- 
lite terrestre  pour  decrire  une  trajectoire  circulaire  de  rayon  RT. 


0 Influence  de  la  force  de  Coriolis 
terrestre  sur  la  conduite  d'une 
moto 

1 • Fic  = - 2 m£2  a v avec,  dans  le  referentiel  terrestre 
local:  £2  = £2(£mAe:  + cosA,ey)  et  v^  = -vey,  done: 

Fic  = - 2 m£2  sin Xve  x 
elle  est  dirigee  vers  Touest. 


A.N.  : Fic  = 3 N « mg  = 4 kN. 


2  • Quand  le  motard  roule  a vitesse  constante,  la  somme  des 
forces  qui  agissent  sur  lui  dans  le  referentiel  terrestre  est  nulle  : 
R + mg  + Fic=  0 . Si  on  appelle  a Tangle  que  fait  la  moto 
avec  la  verticale,  la  projection  sur  la  direction  orthogonale  a la 
moto  de  cette  equation  s’ecrit  : mgs'ma=  2m£2smAvcosa. 

r-v  , £2  sinA  v 

On  en  deduit  : tan  a = 2 . 

g 

A.N. : a-  0,03°  = 2'd’arc. 

Ces  calculs  restent  tres  theoriques  : le  moindre  coup  de  vent 
aura  une  influence  beaucoup  plus  importante  sur  l’equilibre 
de  la  moto  que  la  force  de  Coriolis  qui  reste,  meme  a vitesse 
elevee,  un  terme  correctif  avant  tout. 


€>  Lancement  vertical  d'une  fusee 


1 • Dans  le  referentiel  terrestre  local,  la  relation  fondamenta- 
le  de  la  dynamique  appliquee  a la  fusee  s’ecrit : 

ma  (M)  = mg  + Fk  = mg  - 2 m£2  a v (M) . 


En  projection  sur  ex,  ey  et  e , (diriges  respectivement  vers  Test, 
le  nord  et  le  zenith,  voir  YEssentiel),  cette  equation  s’ecrit : 
x = - 242(cos A z - sinA  y) 

■ y = - 2 £2  sinA  x (1) 

. z = - g + 2 £2  cosA  x 

A Tordre  0,  e’est-a-dire  en  negligeant  les  termes  en  £2  (l’effet 
de  la  force  de  Coriolis  est  faible),  on  obtient  la  solution  clas- 
sique  d’un  point  en  mouvement  dans  le  champ  de  pesanteur 
(uniforme) : 


ir  = 0,  y=0,  z = - gt  + v0  (vitesse  a Tordre  0), 


puis : x = 0,  y = 0,  z = — g—  + v0t. 


2  • La  fusee  atteint  sa  hauteur  maximale  h a 1’instant : 

t = — (z  = 0) , d’ou  h = — . 
g 2 g 


3  • Pour  obtenir  les  lois  x{t)  , y{t)  et  z{t)  a Tordre  1,  on 
reporte  les  expressions  de  x ,y  et  z a Tordre  0 dans  les  equa- 
tions du  mouvement  (1).  On  obtient  alors  : 

nix  = - 2 £2  cos  A ( v0  - gt) 

• my  = 0 
, m 'z  = - mg 

Remarque 

Seule  l’ equation  sur  I’ axe  (Px)  est  changee : la  vitesse  a I’ordre 
0 est  dirigee  selon  la  verticale  ( Pz ) done,  au  premier  ordre,  la 
force  de  Coriolis  est  dirigee  selon  l’ axe  ( Px ) (le  vecteur  rota- 
tion de  la  Terre  est  dans  le  plan  (Pyz)).  En  particulier ; la  hau- 
teur maximale  atteinte  par  la  fusee  est  celle  de  la  question  2). 
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CORRIGES 


Referentiels  non  galileens  usuels 


Ces  equations  s’integrent  en  : 


puis  en  : 


i = -222  cosA^o  t — 

j = 0 

,z  = -gt+v  0 
x = - 222  cosA  f — y-  - 
y = 0 

gt2  , . 

U = + Vnt. 

2 


Quand  la  fusee  retombe  sur  le  sol,  z = 0 , done  : 
f-^O-  et  * = -— 22  cosA . 

8 3 82 

On  remarque  que  l’abscisse  du  point  de  chute  de  la  fusee  est 
negative  : la  fusee  retombe  a l’ouest  de  son  point  de  depart.  La 
force  de  Coriolis  est  orientee  vers  l’ouest  a la  montee,  vers  l’est 
a la  descente. 


Dans  cette  base,  g = - g(smaeY  + cosa?z)  et 
22  = 22(cos(A  - a)7Y  + sin(A  - a)?z) . 

Le  point  se  deplace  sur  le  plan  incline  done  sa  cote  Z est  cons- 
tamment  nulle.  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique,  en 
projection  sur  ( OXYZ ),  donne  les  equations  suivantes  : 


4 • a)  x = - 1,5  cm  est  beaucoup  plus  faible  que  h = 39,4  m : 
la  force  d’inertie  de  Coriolis  a une  influence  faible  sur  le  mou- 
vement  de  la  fusee. 

b)  v0=  689,8  km.h- '.  Pour  que  l’effet  de  la  force  d’inertie 
de  Coriolis  soit  significatif,  il  faut  lancer  la  fusee  avec  une 
grande  vitesse  initiale. 

h ~ 1 870  m.  La  hauteur  atteinte  par  la  fusee  est  beaucoup 
plus  importante  ici  (on  peut  cependant  toujours  considerer 
le  champ  de  pesanteur  comme  uniforme,  sa  variation  par  rap- 
port a sa  valeur  au  niveau  du  sol,  a 2 km  d’altitude  est  d’en- 
viron  0,06  %). 

Dans  la  realite,  compte  tenu  de  la  resistance  et  des  mouvements 
de  Pair,  la  validite  des  applications  numeriques  precedentes  est 
discutable  ! 

0 Chute  (Tun  point  sur  un  plan 
incline  dans  le  referentiel  terrestre 

1 • La  relation  fondamentale  de  la  dynamique, 
appliquee  a l’objet,  dans  le  referentiel  terrestre  s’ecrit 
ma  =m  g + R - 2mQ  a v , oil  R est  la  reaction  du  tremplin 
sur  l’objet.  On  utilise  comme  base  de  projection  la  base 
(ex,  eY,  ez ) , oil  ex  et  eY  appartiennent  au  plan  incline  et  oil 
ez  lui  est  perpendiculaire. 


mX  = 2mQ  sin(A-a)L 
• mY  = -ntgsina -2mQ  sinjA-ajA 
0 = -mgco&a  + R + 2mQ  cos(A  -a)X . 

A l’ordre  zero,  e’est-a-dire  en  negligeant  les  termes  en  22 
(l’effet  de  la  force  de  Coriolis  est  faible),  ces  equations  devien- 
nent : 


f = 0 

• Y = -gsina 
0 = -mgcosa  + R 


X = 0 


puis 


• Y = -g?sina 
R = mg  cos  a 


et  enfin 


X = 0 

Y = -—t2  sina  + € 
2 

R = mgeosa . 


A l’ordre  1,  pour  obtenir  les  lois  X(t) , Y(t ) , Z(i) , on  reporte  les 
expressions  de  X , Y et  Z dans  les  termes  en  22  (done  du  pre- 
mier ordre)  des  equations  du  mouvement. 

La  premiere  equation  est  a cet  ordre  la  seule  modifiee  : 

X = - 2gt  22  sin(A  - a)  sina 


ce  qui  donne  X = - g/222sin(A - a)  sina , 
gt 3 

puis  X = -^^-22sin(A- a)sina. 


Quand  l’objet  arrive  au  point  B , L=  0 , done  : 


t = tf  = 


21 

gsina 


a)  Le  vecteur  vitesse  du  point  est,  au  premier  ordre  en  22,  en 
bas  du  tremplin  : 


~v  = -2/22  sin(  A - a)  Tx  - ^2gl  sin  a Ty  . 
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b)  Le  decalage  D par  rapport  a la  ligne  de  plus  grande  pente 
est : 

D = X(tf)  = -—l£2  i — — — sin(A-a). 

1 3 y gsina 

Si  sin(a-  A)  > 0 (done  a>  A) , D > 0 : l’objet  est  devie  vers 
l’est ; si  sin(a- A)  < 0 (done  a<  A)  ,D  < 0 : l’objet  est  devie 
vers  l’ouest.  Dans  le  cas  ou  sin  (a  - A)  = 0 (done  a=  A)  , 
l’objet  n’est  pas  devie  : le  vecteur  rotation  de  la  Terre  est  paral- 
lel au  plan  incline,  done  la  force  d’inertie  de  Coriolis  est  per- 
pendiculaire  au  plan  et  sans  effet  sur  le  mouvement  du  point 
sur  le  plan  incline. 

Dans  le  cadre  de  cet  exercice,  lorsque  a = A , v et  Q sont 
paralleles  a Oy  : la  force  de  Coriolis  est  nulle. 

Remarque 

7t 

Si  a = — , on  retrouve  le  resultat  classique  de  la  « deviation 
vers  l’est»  (cf.  H-Prepa,  Tout  en  un,  lre  annee,  chapitre  28). 

2 • v = - 3,8. 10-3i*z~  37  eY.  D = -7mm. 

Les  effets  sont  extremement  faibles. 

Si  le  tremplin  est  oriente  sud-nord  sin  (A -a)  devient 
sin(A  - ji)  avec  /J  = jt  - a , 
soit  sin  (A  + a-  7i)  = - sin(a  + A) 

et  done  v = + 2/i2sin(A  + a)7x  -^g/sina?;. 


et  D = +—IT2  ! — - — sin(a+  A) , ce  qui  donne  : 
3 vgsina 


Referentiels  non  galileens  usuels 


o Limite  de  roche 


1 • Dans  le  referentiel  « Cometocentrique » 9lcom,  le  petit 
volume  elementaire  de  masse  dm  situe  autour  du  point  P est 
soumis  a T attraction  gravitationnelle  de  la  comete  et  a celle 
de  Jupiter,  sans  oublier  la  force  d’inertie  d’entramement,  car 
ce  referentiel  n’est  pas  galileen.  La  relation  fondamentale  de 
la  dynamique  dans  91com  s’ecrit  alors  : 

5 ma  (J>)/acom  = 5mG%(P)  + SmG^(P)  - 5mae . 


L’ acceleration  d’entramement  est  egale  a l’acceleration  du 
centre  de  la  comete  par  rapport  au  referentiel  «Jupitero- 
centrique»  9djup  (les  deux  referentiels  sont  en  translation  Tun 
par  rapport  a T autre). 

On  applique  done  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  a 
la  comete  dans  le  referentiel  « Jupiterocentrique » , on 
obtient : 

Mca  (C)»jup  = McGg(C) . 

On  reporte  dans  l’equation  precedente,  il  vient  : 

5ma  (P)piim  = SmGy(P)  + 8m(G$(P)  - G|(C)) 


(le  premier  terme  est  le  champ  gravitationnel  propre  de  la 
comete,  le  second  est  le  terme  des  marees). 


2 • Le  module  de  G%(P)  est 


est  de  l’ordre  de  : 


celui  du  terme  des  marees 


v =1,4.10  2 ~ex—  37  7y  et  D = 2,6  cm. 


sud  y nord 


GM,( — - - -i- 1 = 2 GM,  % {d  » R ). 

\(d-Rc)2  d2  / d 3 


Dans  le  modele  considere,  la  cohesion  de  la  comete  est  assuree 


GMq 

Rr 


R, 


> 2GM j -j- , soit  d > 3 


2M; 

Mr 


RC  - ^lim  • 


YC  U V i,JC 

Pour  une  comete  donnee,  il  est  clair  que  Jupiter  est  le  pire 
compagnon  dans  le  systeme  solaire,  car  le  plus  massif.  (On 
attribue  d’ailleurs  le  volcanisme  important  de  son  satellite  Io 
aux  fortes  contraintes  creees  par  les  forces  de  marees  jupite- 
riennes.) 

La  comete  et  Jupiter  etant  supposees  spheriques  et  homogenes  : 


Ml 

Mr 


Jh_ 

Pc 


A 

yRcj 


d’oit : 


avec  u,  = V = 1,25 . 103kg.m “3. 

4 nRl 

3 

On  en  deduit  t/lim  = 1 ,36  , soit  environ  97  000  km  (cette  dis- 

tance est  comptee  a partir  du  centre  de  Jupiter,  ce  qui  repre- 
sente environ  25  500  km  a partir  de  la  peripherie). 
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Referentiels  non  galileens  usuels 


Q Pourquoi  s'amarrer 
a la  navette  spatiale  ? 


1 • Pour  le  vaisseau,  satellite  de  masse  m gravitant  autour  de 
la  planete,  le  mouvement  circulaire  impose  la  relation  : 


mR£22  = G — , 
R2 


soit : 


n = 


Pour  £2  = 2n/(2  heures)  autour  de  la  Terre,  il  vient : 
R = 8 080  km,  soit  une  altitude  h = 1 680  km . 


2 • Dans  le  referentiel  tournant  a vitesse  angulaire 
£2  = £2e.  constante,  on  doit  tenir  compte  des  forces  d’inertie 
d’entrainement  et  de  Coriolis  : 

Fie  = - mae  = m£22CM  = m£22  (( R + x)ex  + yey  + zez) , 

Fic  = - 2m £2  a v = 2m£2(yex  -xey) . 

Le  cosmonaute  est  aussi  soumis  a l’attraction  gravitationnel- 
le  de  la  planete  : 

F=-GmM^=-GmM 


CM3 


= - mR3£22 


((R  + x )2  + y2  + z2)2 
(R  + x)ex  + yey  + zez 


((R  + x)2  +y2  + z2)2 

Son  mouvement  est  done  regi  par  les  equations  : 

(R+x) 


x = 2 £2y  + £22(R  + x)  - R3£22  ■ 


y = - 2£2x  + £22y  - R3£22 


z = £22z-R3£2 2 


(R  + x)2  + y2  + z2 12 

y 


(R  + x )2  + y2  + z: 


.2  2 


(. R + x)2  + y2  + z: 


2 2 


3 • Le  terme  gravitationnel  annule  pratiquement  l’effet  de  la 
force  d’inertie  d’entramement  (terme  de  maree),  un  develop- 
pement  a l’ordre  1 en  x/R,  y/R  et  zIR  nous  donne  alors  : 
ft  = 2 £2y  + 3 £22x 
j y = - 2£2x 
[z  = 0 


4 • Le  mouvement  du  cosmonaute  selon  l’axe  ( Oz ) est  clai- 
rement  instable  : z = z0+  v0zt.  Rien  ne  vient  compenser  une 
quelconque  vitesse  initiale  dans  cette  direction  (a  l’approxi- 
mation  lineaire). 


5 • L’equation  du  mouvement  sur  (Oy)  s’integre  en  : 
y(t)  = jo  ~2£2[x(t)  - x0] 
que  Ton  reporte  dans  l’equation  sur  (Ox)  : 
x + £22x  = 2£2y0  + 4£22x0 


que  Ton  integre  en  : 

x(t)  = x0  + ^3x0  + j(l  - 
L’ expression  de  y(t)  est  alors  : 
y(t)  = y 0-3 (2 x0£2  +y0)t -2{3x0 


cos  £2t)  + — 
£2 


+ sin £2t 

£2  ) 


sinf2t 


-2—  (l  - cos £2t) 


6 • Avec  i0  seule  non  nulle,  il  vient : 

x(t)  = — sin £2t  et  y(t)  = - (1  - cos £2t) 

£2  £2 

de  sorte  que  la  trajectoire  est  une  ellipse  de  centre 

decrit  a pulsation  £2  : le  terme  differentiel  tend  a eloigner  le 
cosmonaute,  mais  l’effet  de  la  force  de  Coriolis  le  ramene  a 
son  point  de  depart. 

7 • Avec  x0  seule  non  nulle,  on  a cette  fois  : 

x(t)  = x0+  3*o  (1  - cos £2t)  et  y(t)  = - 6 x0£2t  - 6x0  sin£2t. 
A un  mouvement  periodique  se  superpose  ici  un  effet  de  deri- 
ve parallelement  a l’axe  (Oy)  : le  cosmonaute  derive  inexo- 
rablement  loin  de  son  vaisseau.  Le  cable  d’amarrage  est  tout 
a fait  necessaire. 

Remarque  : On  pent  se  demander  si  1’  attraction  gravitation- 

nelle  exercee  par  le  vaisseau  sur  le  cosmonaute  peut  eviter 

cette  catastrophe  : a 10  metres  d’un  vaisseau  de  40  tonnes , la 

force  de  gravitation  est  de  I’ordre  de  2,7. 10-8  N par  kg  de 

2 

cosmonaute,  alors  qu’ avec  x0  =10  m,  on  a £2xq  de  I’ordre  de 
7,6. 10-6  N.kg-1,  nettement  superieure. 

Ql  « Visualisation  » de  la  rotation 
du  pendule  de  Foucault 

1 • A decrit  un  cercle  de  rayon  rA  = RT  cos  X - L sin  A a 
vitesse  angulaire  £2T  autour  de  l’axe  des  poles,  done  : 
vA  = (Rt  cos  A - L sinA)42T  ex. 

De  meme,  on  a : 

vb  = (Rt  cos  A + L sinA)42T  ex. 


fl  t 

'A 

rB  L' 

K)s)Vb 

Rp 

yy 

y \ 

106 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


2  • Sous  la  carte,  le  segment  AB  semble  toumer  d’un  angle 
5a  pendant  l’intervalle  de  temps  elementaire  St,  et  on  a : 

8a  = (vy,  - vA) 

2 L 

ce  qui  correspond  a la  vitesse  de  rotation  apparente  : 

©=  7,  = £2T  sinA  7Z. 


3 • En  general,  co  differe  de  £2T,  sauf  au  pole  (resultat  intui- 
tivement  evident). 

A la  latitude  - A,  le  sens  de  rotation  est  inverse. 

Le  segment  CD  reste  perpendiculaire  a AB , de  meme  que 
la  carte  sombre  reste  perpendiculaire  a la  carte  claire,  le  resul- 
tat est  done  le  meme. 

4 • Imaginons  que  le  pendule  de  Foucault  a ete  lance  dans  un 
plan  d’oscillation  [nord-sud]  vertical,  par  exemple. 

En  1’ absence  de  force  de  Coriolis  (cas  du  referentiel  geocen- 
trique  en  particulier),  il  doit  garder  comme  plan  d’oscillation 
celui  de  la  carte  claire.  Par  rapport  au  sol  (lie  a AB),  il  semble 
done  tourner  a vitesse  angulaire  - co  dans  un  plan  vertical. 

0 Distances  extremes 

pour  le  pendule  de  Foucault 

1 • L’ equation  du  mouvement  est  : 

ma  (M)/gir  = nig  + T - 2 m £2T  a 7 (M)/91t 
avec,  dans  la  base  (ex,  ev,  ez)  : 

g = - g 7,  et  £2y  = i2T(cosA  7y  + sinA  ?,) 
et,  pour  de  faibles  inclinaisons  : 

t,  = r,  tx  = -r  — , . 

l y L 

On  obtient  ainsi : 
r x 

m'x  = - T — + 2m  £2T  sinAy  - 2m  £2T  cosAz 
L 

my  = - T — - 2m  £2T  sinAi' 

L 

_ mi  = - mg  + T + 2m  £2T  cosAA 

ou  les  termes  en  £2T  sont  correctifs,  comme  la  force  de 
Coriolis  dans  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique. 


Referentiels  non  galileens  usuels 


De  plus,  z ne  varie  pas  (a  un  ordre  2 pres  de  Tangle  d’incli- 
naison  du  pendule  par  rapport  a la  verticale),  ce  qui  permet 
de  reporter  T — mg  dans  les  deux  premieres  equations  pour 
obtenir  : 


• • • 2 

x - 2 Q y + ©o  x = 0 avec 

y + 2 £2  x + ©o  y = 0 


©0  = 


— et  £2  = £2t  sinA 
L 


2  • En  oubliant  la  force  de  Coriolis,  le  pendule  devrait  sim- 
plement  osciller  en  + x0  et  -x0  le  long  de  T axe  (Ox)  pour 
les  conditions  initiales  proposees. 


/ \v 

y 

V 

1 I1 

f%h  n 

o 

X 

La  force  de  Coriolis  projetee  dans  le  plan  (x,  y),  notee  FVh 
est,  avec  z = 0 : _ 

Fv/  = 2m£2(y7x-x7y). 

Au  debut  de  la  premiere  oscillation,  par  exemple,  y — 0 et 
x < 0 , de  sorte  que  le  pendule  est  devie  vers  les  y croissants... 
et  rate  le  point  0 . La  simulation  illustre  ce  phenomene,  repe- 
te  a chaque  oscillation,  ce  qui  justifie  la  rotation  du  plan  d’os- 
cillation (le  cours  a montre  que  pour  £2  « a>0 , cette  rotation 
s’effectue  a vitesse  angulaire  - £2). 

La  simulation,  prolongee  plus  longtemps,  montre  bien  que  la 
distance  au  point  0 evolue  entre  deux  valeurs  extremes  rmin 

et  'max  = x0  ■ 


3  • a)  On  reprend  les  equations  du  mouvement  dans  le  plan 
(xOy)  en  utilisant  les  coordonnees  polaires. 

Sachant  que,  d’apres  la  question  1)  : 
dv  mg  _ 

m = — r - 2mL2  e.  a v 

d?  L 

on  obtient  les  equations  du  mouvement  radiale  et  orthoradiale  : 

| r - rd2  = - ©o  r + 2 £2  rd 
1 rd+  2 i d=  - 2 £2r 

b)  La  composante  verticale  du  mouvement  cinetique  au  point 
0 est  : L, : (m  r a v ) . e,  = mr28. 

La  tension  T (qui  passe  par  l’axe  (Oz)  et  le  poids  (parallele  a 
(' Oz ))  n’ayant  pas  de  moment  par  rapport  a l’axe  (Oz),  on  en 
deduit  que  : 

= (r7r  a (-  2m  £2t  a v)).7.  = - 2 m£2  rr 

d t 

ce  qui  correspond  naturellement  a l’equation  du  mouvement 
orthoradiale  obtenue  en  3)  a)  : 

— (r26)  = - 2£2  rr 
d t 

dont  Tintegrale  premiere  est,  compte  tenu  des  conditions 
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CORRIGES 


& 


Referentiels  non  galileens  usuels 


initiales 


r28=  £2(x0-r2). 

c)  On  peut  maintenant  eliminer  6 dans  T equation  radiale,  ce 
qui  donne  : 

. 2 


4 A 

■i  x0  -r  A 

r + ro)0- L2-  — — — = 0. 


En  multipliant  par  r,  on  l’integre  en  : 


r2  + co20(t2  - 4)  + {22\^y  + r2  - 2x'q 


■ 0. 


Les  valeurs  extremes  de  r,  indiquees  par  r = 0 , sont  solutions 
de  : , , 

(xl-r2)\a0+n2-£22±f-)  = 0 


ce  qui  donne  : 

1 max  — -F)  / m|n  — Xq 


£22 


Q2  + afn 


d)  Pour  le  pendule  de  Foucault,  long  d’environ  70  m, 
CO0  — 0,37  rad.s-  1 est  tres  superieure  a Li,  au  plus  egale  a 

L2T  = 7,5 . 10“ 5 rad.  s“  1 : £2  « ce  qui  n’est  pas  le  cas 

10 

simule  ! 

Dans  ces  conditions,  la  rotation  du  plan  d’oscillation  est 
lente,  et  1’ecart  au  passage  par  le  point  O imperceptible. 

A Paris,  le  plan  d’oscillation  d’un  pendule  de  Foucault  fait  un 
tour  complet  en  environ  34  heures. 


Q Terme  des  marees, 

marees  de  vives-eaux  et 
marees  de  mortes-eaux 


Sur  le  premier  schema  ci-dessous,  on  a represente  par  des 

pr 

fleches  le  terme  — - en  plusieurs  points  de  la  surface  terrestre 


ainsi  que  le  terme  — r-  . 

“CL 


Sur  le  second  schema , on  a simplement  represente  A gL  . Pour 
une  position  donnee  de  la  Lune,  les  effets  sont  maximaux  (et 
egaux  en  module)  pour  les  deux  points  diametralement  opposes 
le  long  de  la  droite  CL  . Si  on  ne  tient  compte  que  de  la  rota- 
tion de  la  Terre,  un  meme  lieu  sur  Terre  se  trouvera  dans  la 
position  oil  les  effets  de  marees  sont  maximaux  deux  fois  par 
jour : il  y done  deux  marees  hautes  (et  deux  marees  basses)  par 
jour.  Cependant,  la  Lune  a un  mouvement  circulaire  autour  de 
la  Terre  de  periode  legerement  superieure  : les  heures  de  marees 
hautes  pour  deux  jours  consecutifs  seront  decalees. 

3 • a)  IIFLII2  = IIFCII2  + IICLII2  + 2 PC.CL 
— RT~  + RqiP  — 2/\’-|  /A[  Cos(  0)gt) . 


1 • Pour  le  point  P,  fixe  dans  le  referentiel  terrestre,  on  ecrit 
la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  sous  la  forme  : 
ma(P)  = 0=F+  m(GT(P)  + Gh(P)  + GS(P))  - mae(P) 
ou  F acceleration  d’entrainement  est  : 

ae(P)  = - co2  HP  + ae  ( R geocentrique) 

= - co2HP  +Gl(C)  + Gs(C) 

soit  finalement  : 

O =F  +m(GT(P)  + or  HP) 

+ m(GL(P)  ~ Gl(C)  + GS(P)  - GS(C)). 

• Le  terme  mGT(P)  + mafHP  represente  le  poids  du  point  P, 
il  est  note  mg  0 . 

• Le  terme  m(G{  (P)  - GL(C))  est  le  terme  de  marees  du  a la 
Lune,  on  le  note  mAgL  . 

• Le  terme  m(Gs(P)  - GS(C))  est  le  terme  de  marees  du  au 
Soleil,  on  le  note  mAgs . 


2 »A gL=GML 


PL 

.PL3 


CL 

^CL- 


PL  = PC  + CL  , avec  PC  = - Rjux ; 

CL  = Pcl(cos(®l0mv  + sin(ft»,/)M>,)  . 

On  reporte  ces  relations  dans  l’expression  de  A gL  ; on  obtient, 

en  ne  conservant  que  les  termes  d’ordre  1 en  — — : 

Rcl 
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, - gml 
A <?,  =^2^ 


Rr 


De  meme  : 

a - GMs 
A?  = — — 
6 « -.2 


v (3  cos2  ("l  0 “ *)  “x 

+ (3  cos  (<»Lf)  sin(ft)L?))  (7, 


ft 


cs 


V^cs  ) 


(3  cos2  (ay) -l)  7,. 


- (3  cos(ft)s?)  sin(fiy)  j 


b)  Le  diametre  apparent  e sous  lequel  on  voit  le  Soleil  ou  la  Lune 
27?,  2 R* 

depuis  P verme  sin  e = e = — — = — — , ou  RL  et  Rs  sont 
^cl  ^cs 

les  rayons  respectifs  de  la  Lune  et  du  Soleil. 


IAgLl 
1 A|*s  1 


M, 

r , y 

-y-  Pl 

^CL 

(kcl  ) 

Ms_ 

Rr  y 

Rcs  Us 

,RCS; 

La  contribution  du  Soleil  aux  marees  est  loin  d’etre  negligea- 
ble  : elle  est  simplement  environ  deux  fois  moins  importante 
que  celle  de  la  Lune  (le  Soleil  est  beaucoup  plus  eloigne  de  la 
Terre  que  la  Lune  mais  il  a une  masse  beaucoup  (2,4. 106)  plus 
grande). 

c)  La  composante  sur  Cx  du  terme  des  marees  est  proportion- 
nelle  a 3cos 2((Of)  - 1 done  a (3cos(2ft>,0  + l)  (avec  ft>,=  coL 


Les  effets  de  la  Lune  et  du  Soleil  s’additionnent  quand  : 
cos(2  (0Lt)  = cos(2fflst)  = 1 , 

e’est-a-dire  quand  la  Terre,  la  Lune  et  le  Soleil  seront  alignes 
(pleine  lune  (PL)  et  nouvelle  lune  (NL)) ; ils  se  retranchent  quand 
cos(2®Lf)  = -l  et  cos(2fflsf)  = 1 (ou  le  contraire) , e’est-a- 
dire  quand  les  axes  CL  et  CS  sont  a 90°  l’un  de  l’autre  (pre- 
mier quartier  (PQ)  et  dernier  quartier  (DQ)).  Dans  le  premier 
cas,  les  amplitudes  des  marees  sont  importantes  (marees  de  vives- 
eaux),  dans  le  second,  elles  sont  faibles  (marees  de  mortes-eaux). 


(2)  Etude  dynamique 

des  anneaux  de  Saturne 


D’apres  ENSTIM  2008. 

1.  Les  anneaux  de  Saturne  ne  sont  pas  des  solides 

1 • Dans  le  referentiel  saturnien,  suppose  galileen,  le  theore- 
me  de  la  resultante  cinetique  applique  au  doublet  de  masse 

2 m s’ecrit : 


2 mar,  = - r 


mms 

~OsM\ 


osm,  -r 


mms 

0*Ml 


OcM-i 


Soit  -2mco2ru,.  = - Tninio 


1 + 1 


(r  - a)2  (r  + a)2 


2 co2r  = 27Tho 


(r2  - a2)2 


Au  premier  ordre  en  — , on  obtient : 
r 


rnu i 


orr. 


2 • Dans  9i.sd  , M,  est  soumis  : 

, ,,  . rmnu  _ 

- a 1 attraction  de  Saturne  : u,. 

(r-a)2 

- a I’ attraction  de  Mi : + ur 

- (2a)2 

- a la  force  d’inertie  d’entrainement  : + mco2(r  - a)ur 

Af,  etant  immobile  dans  9?sd  , la  force  d’inertie  de  Coriolis 
est  nulle. 


Soit  If  = - 


rmms 

O’  - a)2 


-u,.  + 


fm2 

4a2 


ur  + mw2(r  - a)  ur . 


r mms  r?n2  , . 

f(a,  r)  = — + — r + mOJ2(r  - a). 


(r-a)2 

, rmms 

f(a,  r)  = A.  + 


4a2 

fm2 


(r  - a)2  4a2 


+ r^(r-a). 
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CORRIGES 


Referentiels  non  galileens  usuels 


Au  premier  ordre  ea  — , (r  - a) 
r 


r~2l  1 + ^1. 


f(a,  r ) = 


/m2  3r»7OTsa 
4a2  r3 


3 • f(a,  r)  < 0 <=>  — — — < 3'”sfl 


4a2 
r3  < 


12»;s 

A* 


Soit  r < rn  avec  rn  = 


12m. 


s \3 


M 


A.N.  : ;•„  = 2,15.108  m. 

On  obtient  le  bon  ordre  de  grandeur  pour  les  anneaux. 


2.  Divisions  des  anneaux 

1 • Pour  un  mouvement  circulaire  de  rayon  r, 

v2  Gmnu  2 Gms 

m — = v = . 

;•  r 2 r 

Done  plus  r augmente  et  plus  v est  faible. 


Dans  91s 
v\  > v?  > vB. 


Dans  91SP  , j^a/sp  - vms  ~ we(A)  ^(A)  - ''a®pmsa- 
Or  mPa>lrP  = G — — 

rl 


/ Gms  \ 2 


De  meme  0)A  ■ 


Gnu  \ 2 


Done  t'A/SP  - ;'a(®a  — ®p)MeA  rA  ^ r p =>  ®a  ^ ®p- 

De  meme  rB/SP  = rB(fflB  - (0P)ug^  avec  0)B  < (0P. 
Dans  91SP  on  obtient : 


4 • On  constate  que  A et  B vont  entrer  en  collision  avec  Pan 
et  etre  ejectes  de  leur  orbite. 
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Systeme  de 
deux  points 


materiels 


• Mettre  en  evidence  les  grands  principes  d’etude  des 
systemes  de  plusieurs  points  materiels. 

• Introduire  les  theoremes  de  Koenig. 


Theoremes  generaux  de  la  mecanique  du  point. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


» Calculs  vectoriels. 
Develop  pements  limites. 


ESSENTIEL 


« Definitions 


• Barycentre 

Le  barycentre  des  deux  points  materiels 
mxGM  i + m2GM  2 = 0, 


M { et  M2,  de  masse  m{  et  m2,  est  dcfini  par  : 

-r— * m,OM . + m2OM 0 

ou  encore  : OG  = — . 


• Mouvement  du  systeme 

Decrite  en  termes  de  position  barycentrique  rG  = OG  et  position  relative  r = MtM2 , la  cine- 
matique  du  systeme  fait  apparaitre  : 

• une  translation  d’ensemble  associee  au  mouvement  du  point  G ; 

• une  evolution  de  1' orientation  de  la  position  relative  7 : le  systeme  tourbillonne  autour  de  son 
barycentre  ; 

• une  evolution  de  la  distance  r = ||r||  : le  systeme  peut  se  dilater  (ou  se  contracter). 

• Elements  cinetiques  du  systeme  des  deux  points  materiels 

Quantite  de  mouvement  : La  quantite  de  mouvement  est  : p = Mva,  ou  M est  la  masse  totale 
M = ml  + m2. 

Moment  cinetique 

• Le  moment  cinetique  en  un  point  O , est  : L0  = OM t a pl  + OM2  a p2 . 

• Le  moment  cinetique  par  rapport  a un  axe  A = (O,  e A ) est : LA  = L0 . eA  . 
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ESSENTIEL 


Systeme  de  deux  points  materiels 


• Les  moments  cinetiques  en  deux  points  0 et  O'  sont  lies  par  la  relation  : L(r  = L0  + /7  a 00  ’ . 
Energie  cinetique  : L’energie  cinetique  du  systeme  est : %K  = — mxv \ + — m2v 2. 

• Referentiel  barycentrique 

9k  etant  le  referentiel  d’etude,  le  referentiel  barycentrique  9k*  est  le  referentiel  en  translation 

par  rapport  a 9k  dans  lequel  la  resultante  cinetique  du  systeme  est  nulle  : /?.,/,*  = p*  = 0 : il  est 
en  translation  a vitesse  vG  par  rapport  au  referentiel  d’etude  9k.  Le  referentiel  9k*  est  encore 
appele  referentiel  du  centre  de  masse. 

Dans  ce  referentiel  9k*  : 

• le  moment  cinetique  du  systeme  est  le  meme  en  tout  point  : L0*  = L0*  =L*  \ 

• le  moment  cinetique  du  systeme  au  point  G est  egal  a son  moment  cinetique  barycentrique  : 
L0=L*. 

• Utilisation  du  mobile  fictif 

Le  moment  cinetique  et  l’energie  cinetique  barycentriques  du  systeme  s’identifient  a ceux  qu’au- 

rait  le  mobile  fictif  de  masse  p , place  en  M tel  que  GM  = M , M2  en  mouvement  dans  le  refe- 
rentiel barycentrique  : 

7+t  - - t co*  1 11  1 

L - jur  Ar  et  %YL  = — fj.r~,  avec  — = H , ou  encore  p — — - — . 

2 p nq  m2  ml  + m2 

• Theoremes  de  Kcenig 

Le  moment  cinetique  en  O du  systeme  S est  la  somme  du  moment  cinetique  barycentrique  et 
du  moment  cinetique  en  O du  point  G affecte  de  toute  la  masse  : 

L0  = L r~  + OG  a Mvg  = L * + OG  a p . 

L’energie  cinetique  du  systeme  S est  la  somme  de  son  energie  cinetique  barycentrique  et  de  l’e- 
nergie  cinetique  du  point  G affecte  de  toute  la  masse  : 

= "t 9Avg. 

2 


t Evolutions  du  systeme  de  deux  points  materiels 

• Actions  exercees  sur  le  systeme 

La  resultante  des  actions  mecaniques  subies  par  le  systeme  est  egale  a la  somme  des  forces  exte- 
rieures  subies  par  ses  points  : 

k = y Fext  M.  = Rcst  (Rint  = 0) . 

I 

Le  moment,  en  un  point  O , resultant  des  actions  mecaniques  subies  par  le  systeme  est  egal  a la 
somme  des  moments  en  O des  forces  exterieures  subies  par  ses  points  : 

M.0  = ^ OMj  Afe„_,  M.  = M.0sa  {-J^omt  = 0 ) ■ 

i 

— ♦ 

Les  moments  d’un  ensemble  de  forces  de  resultante  R en  deux  points  O et  O'  sont  lies  par  la 

relation  : , , , 

M.0'  = M0  + R a 00 ' . 

La  puissance  des  forces  interieures  au  systeme  est  9k  = Fl.2  — — , et  ne  depend  pas  du  referentiel. 

df 

Elle  est  en  general  non  nulle  si  le  systeme  est  deformable.  Elle  est  nulle  pour  un  systeme  rigide  : 
r = cte . 
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Systeme  de  deux  points  materiels 


ESSENTIEL 


• Dynamique  d'ensemble 


Le  mouvement  du  barycentre  est  identique  a celui  d'un  point  materiel  de  masse  M soumis  a une 
force  egale  a la  resultante  des  forces  exterieures  : 

d t At 


■ = R. 


d Lp 
d t 


traduit  le  theoreme  du  moment  cinetique  en  un  point  O fixe. 


L’egalite 

L’egalite 


d L* 
dr 


d La 
dr 


= AH*, 


traduit  le  theoreme  du  moment  cinetique  barycentrique. 

traduit  le  theoreme  du  moment  cinetique,  en  projection  sur  un  axe  fixe 


A = (O,  eA). 

Dans  un  referentiel  non  galileen,  les  resultats  precedents  sont  applicables,  a condition  de  comp- 
tabiliser  les  forces  d’inertie  agissant  sur  les  points  materiels  comme  des  forces  exterieures  sup- 
plementaires. 


• Etude  energetique 

d<g 

Le  theoreme  de  la  puissance  cinetique  s’ecrit  — = 9Lxt  + P/1lrlt. 

dr 

Le  theoreme  de  l’energie  cinetique  s’ecrit  Aak  = 2Text  + 2Tinl  et  fait  intervenir  le  travail  de  toutes 
les  forces  entre  l’etat  initial  et  l’etat  final  du  systeme. 

L’energie  mecanique  du  systeme  est  la  somme  de  son  energie  cinetique  et  de  son  energie  poten- 
tielle  : 

+ ^P.  + ^Pext- 

int  ext 

Le  theoreme  de  l’energie  s’ecrit  alors  A'£ M = 2TNC,  travail  des  actions  non  conservatives. 

Pour  un  systeme  conservatif,  l’energie  mecanique  est  une  constante  du  mouvement. 


i Systeme  de  deux  points  materiels  isole 

• Generalites 


La  resultante  et  le  moment  des  actions  exterieures  sont  nuls. 

La  quantite  de  mouvement  totale  p = MvG  et  le  moment  cinetique  barycentrique  L ' sont  des 
constantes  du  mouvement. 

Le  moment  cinetique  L0  en  un  point  fixe  du  referentiel  galileen  est  lui  aussi  conserve. 

• Utilisation  du  mobile  fictif 


L’etude  du  mouvement  relatif,  en  referentiel  galileen,  du  systeme  a deux  corps  isole  se  ramene  a 
l’etude  du  mouvement  du  mobile  fictif  soumis  a la  force  centrale  Ft  _^2  ■ 


V- 


d27 

dr2 


: /7i^2er>  avec  H : 


mxm2 


Le  moment  cinetique  du  mobile  fictif  L * 
tif  est  plan,  et  satisfait  la  loi  des  aires. 


+ m2 

■ fl7  a P,  est  conserve.  Le  mouvement  du  mobile  fic- 


La  conservation  de  l’energie  mecanique  du  systeme  isole,  lorsque  la  force  interieure  est 
conservative,  est  traduite  par  la  conservation  de  l’energie  mecanique  du  mobile  fictif  : 

= — H~r2  + ®p|nt , qui  est  l’energie  mecanique  barycentrique  du  systeme. 


I 
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ESSENTIEL 


Systeme  de  deux  points  materiels 


t Systeme  de  deux  points  materiels  soumis  a un  champ 
de  gravitation  externe  uniforme 

Lorsque  le  systeme  est  soumis  a un  champ  de  gravitation  externe  uniforme  : 

• le  mouvement  du  barycentre  G est  un  mouvement  de  chute  libre  dans  ce  champ  de  gravitation  ; 

• le  mouvement  relatif  n’est  pas  affecte  par  le  champ  exterieur. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Bien  connaitre  «l’origine»  de  toutes  les  formules  donnees  dans  ce  rappel  de  cours. 

• L’interaction  entre  les  deux  points  est  quelconque : un  fil  tendu,  un  ressort,  une  interaction 
newtonienne,  ... 
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Exercices 


Une  fusee  en  morceaux 


Une  fusee,  lancee  depuis  le  sol,  effectue  un  mouvement 
parabolique.  Elle  se  separe  en  deux  parties  de  masses  ega- 
les  au  moment  ou  elle  atteint  le  sommet  de  sa  trajectoire. 
La  premiere  partie  retombe  a la  verticale  de  ce  sommet  sur 
le  sol,  a la  distance  I)  de  son  point  de  lancement.  Ou 
atterrit  1’ autre  partie  ? On  supposera  que  g est  uniforme . 


'3  Appliquer  le  theoreme  de  la  quantite  de  mouvement 
p a l’ensemble  des  deux  morceaux  de  la  fusee  apres  la 
separation.  Quelle  est  alors  la  trajectoire  du  centre  de 
masse  ? 


O Mouvements  de  rotation 
et  theoreme  de  Koenig 

On  considere  un  mobile  constitue  de  deux  billes  et 
M2  , de  masses  mx  et  m2  , reliees  par  une  tige  rigide  de 
longueur  £ et  de  masse  negligeable.  Le  centre  de  masse 
G du  systeme  est,  quant  a lui,  relie  a un  point  fixe  0 par 
F intermediate  d’une  autre  tige  de  longueur  L et  de  masse 
negligeable  egalement.  L’ensemble  se  deplace  sans  frotte- 
ments  sur  un  plan  horizontal.  G tourne  autour  de  0 a la 
vitesse  angulaire  Q.  et  les  deux  billes  tournent  autour  de 
G a la  vitesse  angulaire  a> , les  deux  rotations  ayant  lieu 
dans  le  meme  sens. 

Determiner  l’energie  cinetique  et  le  moment  cinetique  en  0 
du  systeme  des  deux  billes  dans  le  referentiel  fixe  lie  a 0 . 


'3  Appliquer  les  theoremes  de  Koenig.  Comment  s'ex- 
p priment  la  vitesse  et  le  moment  cinetique  d’un  point 
materiel  decrivant  un  mouvement  circulaire  ? 


0 * Plate-forme  sur  des  rails 

1 • Une  grande  plate-forme  de  masse  M est  posee  sur  un 
rail  rectiligne,  de  direction  (Ox),  sur  lequel  elle  glisse 
sans  frottement.  A une  extremite  de  la  plate-forme  se  trou- 


vent  N personnes  de  meme  masse  m . Elies  quittent  la 
plate-forme  de  deux  fa§ons  : 

a)  les  N personnes  courent  ensemble  jusqu’a  l’autre 
extremite  de  la  plate-forme  et  sautent  en  meme  temps  avec 
la  vitesse  v = - v ex  par  rapport  a la  plate-forme  apres  le 
saut  (v  > 0) ; 

b)  les  N personnes  courent  et  sautent  les  unes  apres  les 
autres  (avec  la  meme  vitesse  v que  precedemment,  elles 
demarrent  des  que  la  personne  precedente  a saute). 
Determiner,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse  finale  vf  de  la 
plate-forme.  Laquelle  de  ces  deux  fa9ons  de  la  quitter  lui 
donnera  la  vitesse  la  plus  elevee  ? 


2 • Que  deviennent  ces  resultats  si  la  vitesse  v est  defi- 
nie  par  rapport  a la  plate-forme  avant  le  saut  ? 


Appliquer  le  theoreme  de  la  quantite  de  mouvement 
au  systeme  j plate-forme  + passagers). 

Comment  est  dirigee  la  resultante  de  forces  exterieu- 
res  ? Qu’en  resulte-t-il  pour  la  quantite  de  mouve- 
ment de  ce  systeme  ? 


0 Patinage 

1 • Deux  patineurs  A,  et  A2  se  deplacent  sur  une  patinoire 
horizontal,  le  long  de  deux  droites  paralleles  distantes  de 
d0  , leur  vitesse  etant  respectivement  vl  et  v2 , leur  masse 
m{  et  m2 . Arrives  au  meme  niveau,  ils  s’accrochent  rigi- 
dement.  En  assimilant  chaque  patineur  a un  point  materiel, 
etudier  le  mouvement  ulterieur  de  Fensemble  des  deux 
patineurs  (vitesse  de  leur  centre  de  masse  G , vitesse  de 
rotation  de  l’ensemble  autour  de  G).  Commenter. 


2 • Les  deux  patineurs  se  tirent  alors  Fun  vers  l’autre,  leur 
distance  mutuelle  a Finstant  t est  alors  d(t) . Determiner 
F evolution  de  leur  vitesse  de  rotation  et  le  travail  qu’ils 
effectuent,  en  fonction  de  d(t) , d0  , vx  et  v2 . 


1)  Appliquer  le  theoreme  de  la  quantite  de  mouve- 
ment au  systeme  des  deux  patineurs. 

Comment  est  dirigee  la  resultante  des  forces  exte- 
rieures  ? Qu’en  resulte-t-il  pour  la  vitesse  du  centre 
de  masse  de  ce  systeme  ? 

Pour  etudier  le  mouvement  des  deux  patineurs  autour 
de  leur  centre  de  masse,  on  se  base  sur  les  lois  de 
conservation  (moment  cinetique,  energie  cinetique). 
On  peut  travailler  dans  le  referentiel  barycentrique  ou 
dans  le  referentiel  fixe. 

2)  Quelle  loi  de  conservation  est  encore  verifiee  ? 
Que  represente  le  travail  des  forces  interieures  ? 
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EXERCICES 


System-;  de  deux  points  materiels 


Interaction  noyau-proton. 
Distance  minimale  d'approche 


3 • Etudier  le  mouvement  du  systeme  pour  t > tl  . 
Determiner  en  particulier  la  periode  des  oscillations  de 
l’ensemble  autour  du  centre  de  masse. 


On  etudie  1’ interaction  entre  un  proton  P de  masse  m et 
un  noyau  N de  masse  M et  de  charge  Ze  se  deplagant 
tous  les  deux  sur  l’axe  (Ox).  Dans  l’etat  initial,  le  noyau 
est  au  repos  et  le  proton  est  infiniment  eloigne  du  noyau  et 
a une  vitesse  v0  = + v0ex  . 


P(m)  (M) 


1 • Determiner  la  distance  minimale  d’approche  du  proton. 

2 • Quelle  est  la  vitesse  du  proton,  dans  le  referentiel  fixe, 
quand  il  est  le  plus  proche  du  noyau  ? 

Remarque  : Les  deux particules  exercent  l' une  sur  l' autre  une 

Ze 2 

force  d' interaction  repulsive  de  module  f = T , oil  r 

4ne0r~ 

est  lew  distance  mutuelle. 


Utiliser  la  conservation  de  Fenergie  du  systeme 
o {proton  + noyau)  dans  le  referentiel  barycentrique. 
v Ne  pas  oublier  que  le  probleme  est  unidimensionnel. 


O "Mouvements  de  blocs  relies 
par  un  ressort 

Deux  blocs  A et  B , de  masse  m , assimilables  a des 
points  materiels,  sont  relies  entre  eux  par  un  ressort  de  rai- 
deur  k , de  longueur  a vide  €v  , et  reposent  sur  une  sur- 
face horizontale.  Le  ressort  est  comprime  par  l’interme- 
diaire  d’une  ficelle  reliant  A et  B (son  allongement  est 
- A€0  < 0).  Initialement,  A se  trouve  contre  un  mur  verti- 
cal. A l’instant  t = 0 , la  ficelle  casse.  Les  mouvements  de 
A et  de  B ont  lieu  sans  frottements. 


1 • Determiner  la  reaction  du  mur  sur  le  bloc  A a l’ins- 
tant  t,  puis  a 1’  instant  tl  pour  lequel  A se  met  en  mou- 
vement. 

2 • Determiner  la  quantite  de  mouvement  totale  et  la  vites- 

se de  G pour  t > q . 


4 • Le  point  A viendra-t-il  retoucher  le  mur  ? 


1)  Analyser  brievement  ce  qui  se  passe  a l’instant  oil 
la  ficelle  casse.  Que  peut-on  en  deduire  pour  le  point 
A ? Appliquer  la  relation  fondamentale  de  la  dyna- 
mique  a B a F instant  t = 0+  pour  determiner  son 
acceleration.  En  deduire  celle  du  centre  de  masse, 
puis  la  reaction  R du  mur  sur  A . 

Pour  determiner  f, , chercher  Finstant  pour  lequel  R 
s’annule  pour  la  premiere  fois. 

2)  Appliquer  la  theoreme  de  la  quantite  de  mouve- 
ment a Fensemble. 

3)  Le  mouvement  de  G se  deduit  de  la  question  pre- 
cedente.  Pour  etudier  le  mouvement  de  A et  B 
autour  de  G , appliquer  la  relation  fondamentale  de 
la  dynamique  a chacun  des  deux  points  separement  et 
soustraire  les  deux  equations  obtenues. 


0 Determination  du  rapport  des 
masses  de  la  Terre  et  du  Soleil 
a Taide  de  la  troisieme  loi  de 
Kepler 

1 • Calculer  la  periode  de  revolution  d’un  objet  quasi  ponc- 
tuel  P de  masse  m gravitant  a une  distante  r (sur  une  orbi- 
te  circulaire)  du  centre  d’un  astre  de  masse  M » m. 

T1 2 

Exprimer  le  rapport  — en  fonction  de  G et  de  M . 
r 

Calculer  le  rapport  des  masses  de  la  Terre  et  du 

Ms 

Soleil.  On  donne  : 

• distance  moyenne  du  Soleil  a la  Terre  : 

Dx  = 150 . 106  km  ; 

• distance  moyenne  de  la  Terre  a la  Lune  : 

D2  = 384 . 103  km  ; 

• duree  d’une  revolution  siderale  de  la  Lune  : 

T2  = 27,25  jours. 

T 2 

2 • Reprendre  le  calcul  precedent  du  rapport  — en  ne 
negligeant  plus  m devant  M . Donner  la  nouvelle  valeur 
de  . Evaluer  l’ecart  relatif  que  represente  cette  valeur 

M s 

par  rapport  a celle  obtenue  a la  question  1). 

Donnee  : MT  = 8 1 Mh . 
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EXERCICES 


1)  Projeter  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
appliquee  au  point  P sur  la  normale  au  mouvement 
circulaire.  En  deduire  la  troisieme  loi  de  Kepler  et 
l’appliquer  au  mouvement  de  la  Terre  autour  du 
Soleil,  puis  a celui  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  pour 
eliminer  les  grandeurs  inconnues. 

2)  Reprendre  la  demarche  precedente  en  etudiant 
maintenant  le  mouvement  du  mobile  reduit. 


Systeme  de  deux  points  materiels 

3 • Quel  est  Tinteret  de  ces  positions  d’equilibre  ? On  peut 
montrer  que  les  points  Lx  et  L2  sont  des  positions 
d’equilibre  stable  pour  une  masse  ponctuelle  evoluant 
sous  Taction  de  deux  astres  de  masse  ml  et  m2  si 

Oil.  ou  J est  superieur  a une  constante  de  Tordre 

m2  \ mi / 

de  25. 

Citer  des  illustrations  de  ces  resultats. 


0 “ Points  de  Lagrange 

On  etudie  le  mouvement  d’une  masse  ponctuelle  M,  tres 
inferieure  a MT  et  ML,  soumise  a T influence  de  la  Terre  et 
de  la  Lune.  On  cherche  a determiner  les  points  ou  il  faut  la 
placer  pour  qu’elle  reste  immobile  par  rapport  a ces  dernie- 
res.  On  considerera  le  systeme  Terre-Lune  comme  un  syste- 
me isole  en  interaction  gravitationnelle,  a la  distance  D = TL. 

1 • La  particule  se  trouve  hors  de  la  droite  definie  par  les 
centres  de  la  Terre  et  de  la  Lune  (notes  T et  L).  Montrer 
que  si  L , T et  M forment  un  triangle  equilateral,  M est 
effectivement  immobile  par  rapport  au  systeme  Terre-Lune. 
Les  deux  points  definis  ainsi  sont  notes  L et  L2 . 

2 • La  particule  est  placee  maintenant  sur  la  droite  TL  . 
Montrer  qu’il  existe  trois  points  L3  , L4  et  L5  pour  les- 
quels  la  condition  voulue  est  satisfaite. 


1)  Determiner  la  vitesse  de  rotation  (O0  du  systeme 
Terre-Lune,  considers:  comme  un  systeme  isole, 
autour  de  son  centre  de  masse,  par  rapport  au  refe- 
rentiel  heliocentrique  2fts . Ecrire  ensuite  la  condition 
d’equilibre  du  point  M dans  le  referentiel  S ft  tour- 
nant  a la  vitesse  angulaire  t»0  par  rapport  a S lis . Pour 
cela,  on  pourra  effectuer  un  bilan  des  forces  appli- 
quees  a M dans  2ft  et  verifier  que,  quand  L , T et 
M forment  un  triangle  equilateral,  le  point  M est 
immobile  par  rapport  au  systeme  Terre-Lune.  On 
pourra  aussi  raisonner  a partir  de  l’energie  potentiel- 
le  de  M dans  le  referentiel  2ft  . II  faut  alors  exprimer 
l’energie  potentielle  uniquement  en  fonction  des 
distances  TM  et  LM  . 

2)  Exprimer  %v  en  fonction  de  jc  = GM  , ou  G est 
le  centre  de  masse  du  systeme  Terre-Lune. 
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Corriges 


Q Une  fusee  en  morceaux 

Le  systeme,  constitue  des  deux  morceaux  de  la  fusee,  est  sou- 
mis  a son  seul  poids.  Le  mouvement  du  centre  de  masse  de  l’en- 
semble  prolonge  la  trajectoire  parabolique  de  la  fusee.  Le  cen- 
tre de  masse  « retombe  » done  a la  distance  2D  du  point  de 
depart.  II  se  trouve  au  milieu  des  deux  morceaux  de  la  fusee  : le 
second  morceau  atterrit  a la  distance  3D  du  point  de  depart. 
Les  trajectoires  de  la  fusee  et  de  ses  morceaux  sont  represen- 
tees ci-dessous  : 


O Mouvements  de  rotation 
et  theoreme  de  Koenig 

D’apres  le  deuxieme  theoreme  de  Koenig  : 

„ 1 , 

= + “(ml  +nh)vG  ■ 

Le  mouvement  de  G dans  le  referentiel  lie  a 0 est  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d’un  axe  fixe  : vG  = L£2  . 

L’energie  cinetique  barycentrique  peut  etre  calculee  directe- 
ment  (le  faire  eventuellement),  e’est  aussi  celle  du  mobile  fic- 
tif  en  rotation  sur  un  cercle  de  rayon  € autour  de  G a vites- 
se  angulaire  ft),  soit  : 

= \^lcof  (avec  fi=  nh"h  ), 

2 ml  + m2 

d’oit,  finalement : 

%K  = ^p{lco)2  + ^(ml+m2){L£2)2  . 

D’apres  le  premier  theoreme  de  Koenig, 

L0  = L*  + («?!  + m2)OG  a va  . 

Comme  pour  l’energie  cinetique,  le  moment  cinetique  barycen- 
trique peut  etre  calcule  pour  et  M2,  ou  bien  ecrit 
directement  comme  etant  celui  du  mobile  fictif  : 

L*  = pL2caez. 


Finalement  : L0  = {pt2(0  + (rnl  + m2)L2Q)7z . 

Remarque 

L’energie  cinetique  et  le  moment  cinetique  barycentriques 
s’ expriment  respectivement  comme  I’energie  cinetique  et  le 
moment  cinetique  en  G d’un  point  materiel  P de  masse 

H = m‘m2  , tel  que  GP  = M,M2  . 
m1  + m2 


0 Plate-forme  sur  des  rails 

1 • Toutes  les  forces  exterieures  appliquees  au  systeme 
{ plate-forme  + passagers } sont  verticales  (le  poids  et  la  reac- 
tion du  rail)  : la  composante  selon  {Ox)  de  la  quantite  de 
mouvement  de  l’ensemble  se  conserve. 

a)  Avant  le  saut  : p = 0 . Apres  le  saut : 

p = Mvf  + Nm{v  + v{)  = (( M + Nm)vf  - Nmv)7x  , 

-Nm 


d’ou  : 


vt  = 


M+Nm 


-veY 


b)  Avant  le  premier  saut : px  = 0 . Apres  le  premier  saut  : 

pl  = {M  + (N - \)m)vx  + m(v  + v{) 

{v ! est  la  vitesse  de  la  plate-forme  apres  le  premier  saut), 

„ „ -*  m m 

d ou  : v,= v = vex  . 

M + Nm  M + Nm 

Le  systeme  considere  ensuite  est  constitue  de  la  plate-forme 
et  des  passagers  qui  restent. 

Avant  le  deuxieme  saut : p2  = (M  + (N  - 1 )m)v1  . 

Apres  le  deuxieme  saut : 

p2  = (M  + {N  - l)m)v2  + m(v  + v2) , 

-f  -*  m -» 


d’ou  : 


v2  ' 


M + {N  -l)m 

De  meme,  avant  le  If  saut  (on  considere  comme  systeme 
la  plate-forme  et  les  N - (k  - 1)  passagers  qui  restent)  : 
pk  = {M-{N-{k-l))m)vk_l. 

Apres  le  If  saut  : 

pk  = (M  - (N  - k)m)vk  + m(v  + vk)  , 


d’ou  : 


vk  = vk-r 


M + {N -{k-\))m 
Pour  le  dernier  saut,  on  obtient : 

At-l 


VN  ~ VN- 1 


r=x 


M + m ff^M  + {N  - k)m 


ex  = vi 


Chacun  des  N termes  de  la  somme  etant  superieur  a 

— — — , la  vitesse  finale  de  la  plate-forme  est  ici  plus 
M + Nm 

grande  que  si  les  N personnes  sautent  en  meme  temps. 
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CORRIGES 


2 • Le  raisonnement  est  le  meme,  seule  change  l’expression 
de  la  quantite  de  mouvement  de  la  personne  qui  saute.  Si  elles 
sautent  toutes  en  meme  temps,  la  conservation  de  la  compo- 
sante  horizontale  de  la  quantite  de  mouvement  s’ecrit 
0 = Mv  f + Nmv  (la  plate-forme  est  initialement  immobile), 


d’ou  : 


vi' 


Nm  ->  Nm  -» 

v = ve.. 

M M 


Si  elles  sautent  les  unes  apres  les  autres  : 

• premier  saut : 0 = (M  + (N  - \)m)v x + mv  ; 

• deuxieme  saut  : 

(M  + (N - \)m)v\  = (M  + (N  - 2 )m)v2  + m(v  + vx) ; 

• If  saut : 

(M  + (N-  (k  - 1 )m)vt_i  = (M  + (N  - k)m)vk  + m(v  + vk_x) ; 

• dernier  saut  : (M  + m)vN_i  = MvN  + m(v  + vN_i)  . 

On  en  deduit  l’expression  de  la  vitesse  finale  de  la  plate-forme  : 

N 


mv 


(M  + (N-  k)m) 


■■vf . 


Dans  ce  cas,  chaque  terme  de  la  somme  est  inferieur  a , 

M 

la  vitesse  finale  de  la  plate-forme  est  plus  grande  quand  les  N 
personnes  sautent  en  meme  temps. 


C)  Patinage 


1 • II  n’y  a pas  de  frottements,  done  toutes  les  forces  exte- 
rieures  appliquees  au  systeme  des  deux  patineurs  sont  verti- 
cales,  le  mouvement  a lieu  dans  un  plan  horizontal  : la  vites- 
se du  centre  de  masse  G est  constante  et  vaut  simplement : 

->  _ mlv1  +m2v 2 
mi  + m2 


Sur  le  schema,  G se  deplace  a vitesse  constante  le  long  de  la 

droite  d’ equation  xG  = di  = — — — d0. 

mi  + m2 


Systeme  de  deux  points  materiels 

Une  fois  accroches,  les  deux  patineurs  restent  a distance  d0 
l’un  de  l’autre.  La  conservation  du  moment  cinetique  bary- 
centrique  : 

L*  = AxA2  a - VAi)  = fid2(t)  mez 
ou  n = m'm2  est  [a  masse  du  mobile  fictif  nous  indique 

mi  + m2 


que  la  vitesse  de  rotation  ft)  de  l’axe  AXA2  est  conservee.  On 
peut  la  calculer  a l’instant  oil  les  patineurs  s’accrochent : 


ft)=  ft)0  = 


vi  ~ v\ 

d0 


Remarque 

Cette  valeur  permet  de  verifier  la  conservation  de  l'energie, 
done  ici  de  l’energie  cinetique  (d  = A XA2  rest  ant  constante ). 


2 • Le  systeme  etant  maintenant  deformable,  les  forces  inte- 
rieures  travaillent.  Le  moment  resultant  des  forces  exterieures 
en  G est  toujours  nul,  et  le  moment  cinetique  barycentrique 
reste  constant : 

L*  = pd2(t)0)(t)7z. 

Done  : d(t)2a>{t)  = d20co0  = d0(v2  - vx) , 

d {v  ^ 

soit  a>(t)  = — — 2 ,,  1 . ft>(r)  augmente  quand  d(t)  diminue. 
d(t) 


Le  travail  effectue  par  les  deux  patineurs  est  le  travail  des  for- 
ces interieures  , d’apres  le  theoreme  de  l’energie  cine- 
tique : 


Lm  - - - pd2(t)(o2(t)  - — fid 0a>0 


En  eliminant  a>(t)  , on  obtient  : 


Lnt 


J_ 

2 


-^(v2-vi)2 

m{  + m2 


e Interaction  noyau-proton. 
Distance  minimale  d'approche 

1 • L’energie  mecanique  du  systeme  (proton  + noyau} 

1 • Ze2 

dans  le  referentiel  barycentrique  s’ecrit : CEU  = — fix2  + , 

2 4ne0x 


ou  fi  est  la  masse  reduite  du  systeme,  egale  a 
x =PN. 


mM 
m + M 


et 


A l’instant  initial,  % = —fiv jj  . 


On  en  deduit  — flic2  + — — — = — fivl . 

2 47te0x'  2 0 

La  distance  minimale  entre  les  deux  particules  est  done  : 
Ze 2 

-vmin  = (quand  x est  minimale,  x = 0). 

2ne0fiv0 
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CORRIGES 


Systeme  de  deux  points  materiels 


2 • La  formule  de  composition  des  vitesses  (vitesse  v?  dans 
le  referentiel  fixe  et  vitesse  v? * dans  le  referentiel  barycen- 
trique)  pour  le  proton  donne  v?  = v?*  + vG  . On  sait  par 
ailleurs  que  la  quantite  de  mouvement  du  proton  dans  le  refe- 
rentiel barycentrique  est  p?  = - fixex  , elle  est  done  nulle 
quand  le  proton  est  le  plus  proche  du  noyau,  il  en  est  alors  de 
meme  pour  v?  . 


Le  systeme  etant  isole,  la  vitesse  de  son  centre  de  masse 
reste  constante,  et  egale  a sa  valeur  initiale,  c’est-a-dire  : 

m -* 

t'o  • 

m + M u 

Quand  le  proton  est  le  plus  proche  du  noyau,  sa  vitesse  est 
done  : 


m 


m + M 


v0  . 


Remarque 

A ce  moment-la,  la  vitesse  du  noyau  est  egale  a celle  du 
proton,  car  v?  - vN  = x = 0 . On  await  pu  utiliser  cet  argu- 
ment pour  calculer  v? . 


© Mouvements  de  blocs  relies 
par  un  ressort 

1 • Lorsque  A aura  decolle  du  mur,  le  centre  d'inertie  G du 
systeme  glissera  a vitesse  constante,  et  les  masses  oscilleront 
autour  de  ce  centre  d’inertie. 

Tant  que  A n’a  pas  decode,  les  equations  du  mouvement  sont : 
| mxA  = kA€(t)  + R avec  xA=  0 
1 mxB  = - kAi{t) 

Soit  : (iA  = 0)  : 

M(t)  = - A€0  + jcb  - xB  = - , 

k 

ce  qui  donne  pour  B : 

mxB  = - k(xB  - xB(>  - A£0)  ■ 

A vitesse  initiale  nude,  on  a done  : 

xB  = xB  + Af0(l  - cos  cot)  = €v  - A^0  cos  cot 


La  reaction  du  mur  est  enfin  : 

R = - kA((t)  = kA(0  cos  cot. 
Elle  s’annule  (et  A decode  du  mur)  a l’instant  : 
7^  _ 7t  _ n_  / m 

1 " 4 " 2ffl  " 2 V k ' 


2 • Le  mouvement  de  G est  rectiligne  et  uniforme  pour 
t > ti,  avec  : 


Vg  — ^gUi) 


mO  + m vB(t{) 
2m 


= Vo  ex 


soit : 


VG  = 


coA£0 

2 


coA€0 
sinot!  = 


3 • A t>t{,  R est  nude,  et  la  soustraction  des  equations  des 
mouvements  de  A et  B donne  1’evolution  de  la  position 
relative  xB  - xA  : 

m(xB  - xA)  = - 2kAi(t)  = - 2k(xB  - xA  - €v) 
soit,  avec  Q = v2  ® : 

JCb  - xA  = fv  + (jB(ti)  - ew)  cosf2(t  - 1{)  + 1 sinf2(t  - fi) 


= €v  + A€0  sini2(t  - t{). 

Au  mouvement  d’ensemble  a vitesse  vG  uniforme  se  super- 
pose un  mouvement  relatif  d’oscillations  a pulsation  £2  , de 


periode  T : 2n^j—. 


4 • La  position  de  A est  : 
*a(0  = — + 


2 2 
^b(L)  . vb (h) 


xA-xB  _ 1 

— XG+  (xA  -VB) 


(t-h) 


co_  Al0 
£2  2 


2 2 

[£2(t  - t|)  - sin £2(t  - tj)] 


- 1 [€v  + A€0  sini2(t  - L)] 


reste  positif  a t > t\ : le  point  A ne  revient  pas  heurter  le  mur. 


Determination  du  rapport  des 
masses  de  la  Terre  et  du  Soleil 
a Taide  de  la  troisieme  loi  de 
Kepler 


1 • L’astre,  tres  massif,  est  considere  comme  immobile  au 
centre  0 de  champ  de  force  centrale  gravitationnelle  : 

F = -G  m ^ ~er  dans  lequel  evolue  le  satellite  de  masse  m . 


Pour  le  mouvement  circulaire  (uniforme),  on  a : 

v 2 ^Mm  . [GM  , , 

m — = Cr — , soit  v - J , c est-a-dire  : 

r r V r 


„ ^ r 271  | . T2  4n2 

I =2n  — = , rz  . On  en  deduit  — »-  = 

v 4GM  r3  GM 


Tl  47t2 

Pour  la  Terre  (autour  du  Soleil)  : -4-  = 

D,  GMS 


pour  la  Lune  (autour  de  la  Terre)  : —^r  = 

d\  gmt 

Le  rapport  de  ces  deux  expressions  est : 

\3 


M- 


T _ 


Me 


f T ^ 

l\ 

2 

(£i 

. D\ , 

= 3,01 . 10-6 . 
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CORRIGES 


2 • Si  on  ne  neglige  plus  m devant  M , le  mobile  reduit  n’est 
plus  confondu  avec  P . Le  mouvement  du  mobile  reduit  obeit 
a l’equation  : 

&v  Mm  -»  . . -> 

p — = -G — —er , soit,  en  projection  sur  er : 
dt  r 


v Mm 

p — = G — n—  , ou  encore  v = 
r r 


G(M  + m) 


On  en  deduit  — = 


471" 


G(M  + m) 

che  qu’a  la  question  precedente,  on  obtient  : 


. En  suivant  la  meme  demar- 


MT  + ML 

( T \ 

L\ 

2 

(dA 

+ Af-p 

i Di  > 

Au  premier  ordre  en  -^L  cette  equation  devient : 
Me 


Mj 

Mo 


fi  V 

1 + — G 

( T \ 

1\ 

tN 

' l\ 

v MT) 

{?2  J 

o A , 

d’ou  : 


|h§ 

1 

( T v 

l\ 

[ d2) 

Ms  1 + Ml 

l t2) 

:2,97.10"6. 


L’ecart  relatif  entre  les  deux  valeurs  est  : 


M, 


Ml  + Mt 


= 1,22  %. 


O Points  de  Lagrange 


1 • On  considere  le  systeme  Terre-Lune  comme  un  systeme 
isole,  la  distance  Terre-Lune  restant  constante.  La  Terre  et  la 
Lune  decrivent  des  cercles  autour  de  leur  centre  de  masse,  de 
rayons  respectifs  : 


rT  = — D et  /'L  = ! — D. 

mT  + mL  mT  + mL 

Le  point  materiel  M sera  immobile  par  rapport  au  systeme 
Terre-Lune  s’il  est  immobile  dans  le  referentiel  tournant  avec 
ce  systeme  (par  rapport  au  referentiel  heliocentrique,  par 
exemple).  II  faut  done  determiner  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
tion cOq  du  systeme  Terre-Lune  autour  de  son  centre  de 
masse.  Pour  cela,  on  applique  la  relation  fondamentale  de  la 
dynamique  a la  Terre  et  a la  Lune  separement  (dans  le  refe- 
rentiel heliocentrique),  chacune  n’etant  soumise  qu’a  [’attrac- 
tion gravitationnelle  de  T autre  : 

i Gm,  mr  i Gm , mr 

m7co0rT  - — 2 et  /??L©0/'L  - 


DL 


D- 


On  additionne  ces  deux  equations  apres  les  avoir  simplifiees 
respectivement  par  mT  et  par  mL  , on  obtient  l’expression  de 


fflb  : 


®n  = 


G(mT  +mL) 
D3 


Systeme  de  deux  points  materiels 


Remarque  : Cette  expression  nous  estfournie  directement  par 

271 

la  troisieme  lot  de  Kepler  en  remarquant  que  T = 

CO  o 

Dans  le  referentiel  tournant,  le  point  M est  soumis  aux  for- 
ces d’ attraction  gravitationnelle  de  la  Terre  et  de  la  Lune  et 
aux  forces  d’inertie.  Quand  il  est  en  equilibre,  la  relation  fon- 
damentale de  la  dynamique  s’ecrit : 

0 = - GmmT  — — Gmmh  JxM—  + mcOnGM , 

TM3  LM3 


G etant  le  centre  de  masse  du  systeme  Terre-Lune.  En  rem- 
plagant  (Oq  par  son  expression,  cette  equation  devient  : 


TM  LM  , , GM 

+ nil  = (mT  + m, ) . 

TM 3 LM3  D3 


Si  les  points  T , L et  M foment  un  triangle  equilateral, 
TM  = LM  = D , les  denominateurs  se  simplifient  et  il  reste 
mTTM  + mLLM  = (mT  + mh)GM  , ce  qui  est  la  definition  de 
G : le  point  M est  alors  immobile  par  rapport  au  systeme 
Terre-Lune.  On  definit  ainsi  deux  points  Ll  et  L, . 


Autre  methode 

On  peut  aussi  raisonner  avec  l’energie  potentielle.  Dans  le 
referentiel  tournant,  l’energie  potentielle  du  point  M est  : 

+ — + avec  'ip  =-— mCDyGM2  . 
\TM  LM ) “ Pk  2 

Pour  etudier  l’energie  potentielle,  il  vaut  mieux  l’exprimer  en 
fonction  de  TM  et  LM  uniquement. 

J Q , ¥ 

iPfc  = - — m (mT  + mL)GM  .GM 

1 > , , 

= - 2 m-rf  (K™-  (GT  + TM)  + mLLM . (GL  + LM)) 

(car  nijGT  + mLGL  = 0) 

= ~\mT)3  (nh™2  + mrLMl  + mi TM-GT  + mjM.GL) . 

1 G — — . 

= --m-p}{mTTM2  + mhLM2  + mTGT . TL  ). 

(car  a nouveau  mhGL  = - mTGT) 
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CORRIGES 


© 


Systeme  de  deux  points  materiels 


On  peut  alors  ecrire  : 


=-Gm 


^ mT  m,  TM 2 

— L + — - + mr 5-' 

TM  LM  2D 3 


LM 


2 \ 


rtj  T" 

L 2 D3 


+ cte  . 


Le  point  sera  en  equilibre  si  est  extremale.  Si  le  point 
M n’est  pas  sur  la  droite  TM  , les  variables  TM  et  LM 
sont  independantes,  la  fonction  est  extremale  quand  : 

d%  _ _Q 
d(TM)  d (LM) 

ce  qui  donne  LM  = TM  = D : c’est  bien  le  resultat  attendu. 

2 • Si  M est  sur  la  droite  TL  , sa  position  ne  depend  plus  que 
d’un  parametre,  par  exemple  x = GM . 

On  a alors  TM  = I rT  + x\  et  LM  = lrL  - x\  . 

L’energie  potentielle  de  M dans  le  referentiel  toumant  est  : 


= -Gm 


2 \ 


vI't  + ^I  i?l 


+ — (mT  + mL)— 


-xl  2 


D 


%P  = 


Gmnu 


1 + - 


a 


1 x 

a rT 


1 


a 


2 (1  + a) 


f \2 

x 


Vi  J 


avec  a = 


- lllk 


L’ allure  de  la  courbe 


% r x 

p T en  fonction  de  — est  donnee 

GmmT  rT 


ci-dessous : 


II  y a done  trois  positions  d’equilibre  sur  la  droite  TL  : L3 
entre  T et  L , L4  et  L5  a l’exterieur  (l’un  du  cote  de  T , 
l’autre  du  cote  de  L). 

3 • En  considerant  de  la  meme  faijon  le  systeme 
Soleil-Jupiter  (la  condition  de  stabilite  des  points  Lx  et  L2 
est  largement  verifiee),  on  a observe  la  presence  d’asteroi'des 
aux  points  Lx  et  L2  (planetes  troyennes).  Le  point  L3  du  sys- 
teme Terre-Soleil  peut  d’ autre  part  constituer  un  point  privi- 
legie  d’observation  de  l’espace  interplanetaire. 
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Les  bases  de 
I'optique  geometrique  - 
Reflexion  et  refraction 


Traces  elementaires  de  rayons  lumineux. 

Utilisation  des  lois  de  reflexion  et  refraction  des 
rayons  lumineux. 

■IHJrJJrU.illl* 

Indices,  longueur  d’onde,  lois  de  Descartes. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Trigonometric  elementaire. 


ESSENTIEL 


a La  lumiere 


• La  lumiere  resulte  en  general  de  la  superposition  d’ondes  electromagnetiques  de  differentes  lon- 
gueurs d’onde.  Une  lumiere  monochromatique  correspond  a une  onde  sinusoidale  de  frequence  bien 
determinee. 


• Dans  le  vide,  la  lumiere  se  propage  dans  toutes  les  directions  de  l’espace  a la  vitesse  : 
c = 299  792  458  m. s_1  soit  environ  3 . 108  m. s_1. 

• La  longueur  d’onde  A dans  le  vide,  la  frequence  v et  la  periode  T sont  liees  par  A = cT  = ‘v  . 

• Le  domaine  de  la  lumiere  visible  par  l’ceil  humain  correspond  aux  longueurs  d’onde  comprises  entre 
0,4  pm  et  0,8  pm  (400  nm  et  800  nm). 


• Dans  les  milieux  transparents,  la  lumiere  se 
propage  a la  vitesse  v = jj  oil  n est  1’ indice 
optique  du  milieu. 

Si  n depend  de  la  frequence  (ou  de  la  longueur 
d’onde),  le  milieu  est  dit  dispersif. 


• La  plupart  des  milieux  transparents  ont  un 
indice  qui  verifie  assez  bien  la  formule  sim- 
plifiee  de  Cauchy  : 


n 

n=A  + - avec  A et  B positifs. 
A 


couleur 

longueur  d’onde 

limite  de  1’ ultraviolet 

400  nm 

violet 

420  nm 

bleu 

470  nm 

vert 

530  nm 

jaune 

580  nm 

orange 

600  nm 

rouge 

650  nm 

limite  de  1’ infrarouge 

780  nm 

Oil  3.  alors  /?bieu  > ^jaune  ^ ^rouge  • 

• Quelques  ordres  de  grandeurs  d’ indices  : 

air  : n ~ 1 ; eau  : n = 1,33  ; verres  : n variant  de  1,5  a 1,8  environ. 
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ESSENTIEL 


Les  bases  de  I'optique  geometrique-  Reflexion  et  refraction 


< Rayons  lumineux 

• Les  constructions  de  I’optique  geometrique  sont  basees  sur  le  trace  de  rayons  lumineux,  indepen- 
damment  les  uns  des  autres.  On  les  construit  en  utilisant  les  lois  de  Snell-Descartes. 

• Dans  un  milieu  homogene  et  isotrope,  la  lumiere  se  propage  en  ligne  droite  ; les  rayons  lumineux 
sont  des  droites. 

• Dans  un  milieu  d’indice  variable,  le  rayon  lumineux  se  courbe  et  tourne  sa  concavite  vers  les  zones 
d’indice  croissant  (sens  du  gradient  d’indice). 


< Lois  de  Snell-Descartes 

• A l’interface  de  deux  milieux  d’indices  optiques  differents  (dioptre),  un  rayon  lumineux  donne  en 
general  naissance  a un  rayon  reflechi  et  a un  rayon  transmis  (refracte),  situes  dans  le  plan  d’incidence 
defini  par  le  rayon  incident  et  la  nonnale  locale  au  dioptre. 

• Reflexion 

Le  rayon  reflechi  est  symetrique  au  rayon  incident  par  rapport  a la  normale  a l’interface  : i\  = q . 

• Refraction 

L’ angle  de  refraction  i2  est  lie  a Tangle  d’incidence  q par  : rq  sin  q = n2  sin  i2  . 

Si  n,  < n2,  le  rayon  refracte  existe  toujours.  II  s’ap- 
proche  de  la  nonnale. 

Si  «!  > n2,  il  y a reflexion  totale  lorsque  Tangle 
d’incidence  q est  plus  grand  que  Tangle  de  refraction 
limite  iL , tel  que  : 

. . «2 
sin  i,  = — . 
n i 

Cette  propriete  est  utilisee  dans  les  fibres  optiques,  les 
prismes  a reflexion  totale. . . 

Si  le  rayon  refracte  existe,  il  s’ecarte  de  la  normale.  Figure  realisee  avec  tq  < n2 

• Les  lois  de  Descartes  obeissent  au  principe  de  retour  inverse  de  la  lumiere  : tout  trajet  suivi  par  la 
lumiere  dans  un  sens  peut  l’etre  dans  le  sens  oppose. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Faire  le  plus  souvent  des  schemas  clairs  et  relativement  precis. 

• Attention  a la  definition  du  plan  d’incidence. 
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Exercices 


Q Detection  d'une  faible  torsion 

Sur  un  dispositif  susceptible  de  tourner  d’un  petit  angle  a 
autour  de  l’axe  vertical  A,  on  a fixe  un  petit  miroir  plan. 
Un  faisceau  laser  est  reflechi  sur  le  miroir  et  forme  une 
tache  sur  l’ecran  d’observation  a distance  L. 

Cette  tache  a un  diametre  de  5 mm. 

Quel  est  l’ordre  de  grandeur  des  angles  de  rotation  detec- 
tables  a l’aide  de  ce  systeme?  Si  la  tache  se  deplace  de 
5 cm,  quel  est  1’ angle  de  rotation  mesure? 


'3  Faire  un  schema  pour  determiner  la  direction  du 
p rayon  reflechi. 


'3  Quels  sont  les  trajets  possibles  menant  d’un  trou  a 
o 1’ autre  ? 


0 Emergence  rasante 

Le  plan  de  figure  est  le  plan  d’incidence. 

Le  rayon  arrive  a l’incidence  a = 40°,  et  emerge  en  rasant 
la  face  adjacente. 

1 • Quel  est  L indice  du  cube  de  verre  ? 

2 • Que  se  passe-t-il  pour  a > 40°  et  pour  a < 40°  ? 


'3  Une  emergence  rasante  correspond  a la  limite  de 
o reflexion  totale... 


(01  Incidence  de  Brewster 


On  considere  1’ interface  air  (indice  «a  = 1)  - eau  (indice 
n = 1,33). 

Pour  quel  angle  d’incidence  i1B  le  rayon  reflechi  est-il 
perpendiculaire  au  rayon  refracte  ? 


g Faire  un  schema  dans  le  plan  d’incidence. 


Que  voit  I'ceil  ? 


Un  ceil  regarde  une  lampe  a travers  un  cylindre  dont  les 
parois  internes  sont  reflechissantes.  Les  bases  du  cylindre 
de  rayon  r et  de  hauteur  ( sont  percees  de  deux  petits 
trous. 

Que  voit  l’ceil  ? 


o Decalage  par  une  lame  a faces 
paralleles 

Pourquoi  le  rayon  lumineux  sera-t-il « decale  » par  la  lame 
de  verre  ? Quel  est  ce  decalage  si  e = 3 cm,  pour  un  indi- 
ce n = 1,5,  l’incidence  etant  fixee  a 50°  ? 


o Faire  la  construction  du  trajet  de  retour  et  reperer  les 
5 angles  pertinents. 


O Edairage  d'une  fontaine 

Une  fontaine  est  eclairee  par  un  projecteur,  oriente  verti- 
calement  et  encastre  dans  son  fond. 

Le  fond  du  bassin  est-il  eclaire  ? Pourquoi  ? Definir  une 
zone  de  penombre  au  fond  du  bassin,  et  preciser  sa  dimen- 
sion. Peut-on  voir  le  luminaire  du  bord  du  bassin  ? 
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EXERCICES 


Les  bases  de  I'optique  geometrique  - Reflexion  et  refraction 


Les  valeurs  numeriques  utiles  sont  indiquees  sur  le  sche- 
ma. L’indice  de  l’eau  est  n = 1,33. 


h = 2 m 


L = 5 m 


g Peut-il  y avoir  reflexion  totale  a l’interface  eau-air  ‘ 


O Autofocalisation 
d'un  rayon  laser 

Un  faisceau  laser  de  forte  puissance  P , de  section  cylin- 
drique  s et  de  rayon  a traverse  un  milieu  dont  1’ indice 
n depend  de  la  puissance  P et  de  la  section  s du  laser 
suivant  la  loi : 

P 

n-n0  = a — 
s 

(«0  et  a designent  des  constantes  positives), 
indice  n0 


indice  n 


indice  n0 


Montrer  que  cette  propriete  a tendance  a faire  converger  le 
faisceau  laser  initialement  parallele.  Evaluer  un  ordre  de 
grandeur  de  Tangle  de  convergence  de  ce  faisceau. 
Donnees  : P = 1 kW  ; a = 0,3  mm  ; 
a=  2. 10~22 m2.W-1  ; «0=1,5  ; s=0,3mm!. 


^ Considerer  un  rayon  limite  du  faisceau  laser  et  appli- 
quer  la  loi  de  Descartes  pour  la  refraction  entre  un 
milieu  d’ indice  n0  et  un  milieu  d’ indice  n. 


Entre  ces  prismes  est  intercale  un  film  de  liquide  d’indice 
n que  Ton  cherche  a determiner. 


1  • Quelle  est  la  direction  du  rayon  entrant  par  la  face  ab 
a Tincidence  i,  s’il  emerge  du  dispositif  par  la  face  cd  ? 


2  • Que  vaut  Tindice  n si  on  observe  une  disparition  du 
rayon  transmis  pour  une  incidence  i = 18°  ? 


3  • Quels  sont  les  indices  mesurables  avec  ce  dispositif  ? 


'3  Faire  un  schema,  avec  les  angles  associes.  Peut-il  y 
o avoir  reflexion  totale  ? Ou  ? 


0 Observation  (Tun  tube 
barometrique 

Un  tube  de  verre  cylindrique  d’indice  n , de  rayon  exte- 
rieur  a et  de  rayon  interieur  b est  rempli  de  mercure.  Un 
observateur  tres  eloigne  du  tube  regarde  le  tube  dans  une 
direction  normale  a l’axe  du  tube  (on  suppose  done  que  les 
rayons  lumineux  provenant  du  tube  eclaire  ferment  un 
faisceau  de  lumiere  cylindrique  arrivant  vers  Tceil  de  1’ob- 
servateur). 


Expliquer  ce  que  voit  Tobservateur  suivant  les  valeurs  du 


rapport  — . 
a 


'cd  Considerer  le  rayon  limite  tangent  au  cylindre  inte- 


^ rieur  et  etudier  la  condition  pour  laquelle  il  sort  du 


tube  de  verre. 


O Refractometre  d'Abbe 

Un  refractometre  d’Abbe  comprend  deux  prismes  iden- 
tiques,  d’indice  N = 1,732,  a base  en  forme  de  triangle 
rectangle  dont  le  deuxieme  angle  est  note  A ( cf schema). 


CE)  Fibre  a saut  cTindice 

Une  fibre  optique  a saut  d’indice  est  formee  d’une  ante  de 
rayon  r et  d’indice  nt , entouree  d’une  gaine  d’indice  n2. 
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EXERCICES 


Les  bases  de  I'optique  geometrique  - Reflexion  et  refraction 

1 • Les  indices  des  materiaux  disponibles  valent  1,50  et  au  cceur  de  la  fibre  ? Quelle  frequence  de  transmission 

1,65.  Expliquer  le  principe  du  guidage,  et  indiquer  le  peut-on  envisager  pour  cette  fibre  ? Existe-t-il  une  solution 

materiau  a choisir  pour  Lame  de  la  fibre.  technique  reduisant  cet  inconvenient  ? 

Le  confinement  est  assure  par  reflexion  totale. 
Examiner  alors  le  trajet  total  du  rayon. 


2 • Pour  une  impulsion  lumineuse  guidee  dans  la  fibre  de 
longueur  L,  pourquoi  y a-t-il  un  decalage  temporel,  note 
T,  entre  les  differents  rayons  qui  lui  sont  associes  et  guides 
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Corriges 


Q Detection  d'une  faible  torsion 


L’  angle  a etant  petit,  le  rayon  reflechi  revient  a distance 
d ~ 2aL , d’apres  la  construction. 

On  peut  estimer  que  ce  decalage  est  decelable  si  d > 5 mm, 
soit  a > 6,25.10-4  rad  = 2',  ce  qui  est  comparable  au  pou- 
voir  separateur  de  1’ceil  (de  l’ordre  de  3.10-4  rad). 

Pour  d = 5 cm,  on  obtient  a = 20'. 

C)  Incidence  de  Brewster 


m f 2r 

On  a tan  0,  = avec  SH  = — , soit  tan  0,  = — . 

SH  2 € 

• Cas  de  deux  reflexions  (doc.  ci-dessous). 


Dans  le  cas  de  k reflexions,  on  trouve  facilement  que  : 


Par  raison  de  symetrie  autour  de  la  direction  SA , le  rayon 
dessine  peut  tourner  autour  de  SA  . L’ceil  reijoit  done  un  cone 
de  rayons  sortant  sous  l’angle  0A . L’ceil  verra  un  cercle  pour 
chaque  valeur  de  0A . Remarquons  que  pour  k = 0,  on  obtient 
un  point  central. 


On  a sin  q = n sin  i2  avec  i1B  + i2B  = — ; 
d’oii  tan  i1B  = n , ce  qui  donne  i1B  = 53°  . 


/iB  est  appelee  incidence  de  Brewster  ; elle  est  bien  connue 
des  photographes  qui  utilisent,  au  bord  de  la  mer  ou  sur  une 
montagne  enneigee,  des  filtres  polarisants  pour  diminuer  les 
reflets  parasites  a cette  incidence  (cf.  cours  de  2e  annee). 

& Que  voit  Trail  ? 


Les  trous  etant  de  petite  dimension,  un  rayon  entre  en  S doit 
ressortir  en  A apres  des  reflexions  eventuelles  sur  les  parois. 

• Cas  d’une  reflexion  (doc.  ci-dessous). 


C)  Emergence  rasante 


1 • A T entree,  sin  a = n sin  r. 

Et  pour  avoir  un  rayon  emergent  rasant,  il  faut  avoir  : 



rs  , . , . . 1 \jn 2 - 1 

On  en  deduit  successivement : cos  r = — , sin  r = , 

n n 

sin  a = V n 2 - 1,  et  enfin  : n = \J  1 + sin2  a = 1,19. 

71 

2 • Pour  a > 40°,  r est  plus  grand,  et  — — r plus  petit : la 

lumiere  emerge  partiellement  par  la  face  superieure. 

Pour  a < 40°,  il  y a reflexion  totale  sur  la  face  superieure. 
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CORRIGES 


Les  bases  de  I'optique  geometrique  - Reflexion  et  refraction 


Decalage  par  une  lame  a faces 
paralleles 


La  construction  montre  que  le  rayon  sort  de  la  lame  sans  avoir 
ete  devie,  mais  decale  de  la  distance  d. 


Sur  le  schema,  on  peut  identifier  : 

d = CB  = AB  sin  (i  -r)  = e sm  ('  ~ r) 

cos  r 

Pour  i = 50°,  on  obtient  r ~ 30,7°,  puis  d ~ 1,15  cm. 

Eclairage  d'une  fontaine 


Pour  a = arcsin  | — j,  on  est  a la  limite  de  reflexion  totale  a 

la  surface  de  l’eau.  La  transmission  vers  Pair  a lieu  pour  des 
angles  a plus  faibles,  et  on  peut  estimer  qu’il  existe  une  zone 

2 h 

de  penombre  de  rayon  r = 2 h tan  a,  soit : r = —=■  = 4,6  m. 

V«2  - 1 

Pour  une  fontaine  de  demi-largeur  egale  a 2,5  m,  le  fond  sera 
done  assez  sombre  (si  la  surface  de  l’eau  est  peu  agitee). 


Pour  que  Pobservateur  puisse  voir  le  projecteur,  il  faut  trou- 
ver  un  angle  a,  avant  la  reflexion  totale,  tel  que  : 


— = h tan  a + H tan  B,  avec  sin  B = n sin  a. 

2 

En  posant  x = sin  a,  il  vient : 

L , x ,r  nx 
— = h + H , 

2 Vl-x2  \/l  - n2  x2 
La  resolution  numerique  conduit  a un  angle  a ~ 28°  : Pob- 
servateur peut  apercevoir  le  projecteur. 


Autofocalisation 
d'un  rayon  laser 

Selon  les  lois  de  Descartes,  les  rayons  du  faisceau  laser  ont  ten- 
dance a etre  devies  vers  la  region  de  fort  indice,  done  vers  l’axe 
du  faisceau  (puisque  n > n0). 


n restant  voisin  de  n0  car  a—  = 7.10  13  , 0 est  tres 


0 2 

petit ; on  peut  done  prendre  cos#  = 1 — — , d’ou  : 


0 = 


rad . 


Si  le  faisceau  laser  converge  effectivement  vers  l’axe  (auto- 
focalisation), cette  convergence  reste  tres  faible,  voire  negli- 
geable  dans  le  cadre  de  Papplication  numerique  proposee. 


0 Refractometre  d'Abbe 


i • 


Si  les  faces  des  prismes  en  regard  sont  paralleles,  le  schema 
montre  que  le  rayon  sort  sans  deviation. 

2 • Une  reflexion  totale  bloque  l’emergence  si 

r > aresrn  — . 

\n) 
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CORRIGES 


Les  bases  de  I'optique  geometrique  - Reflexion  et  refraction 


La  somme  des  angles  d’un  triangle  valant  ji,  on  peut  lire  sur 

le  schema  •.{^—r^  + {^—r'j+A  = n,  soit  r + r'  = A. 

La  reflexion  totale  a done  lieu  lorsque  : 

sin  i = N sin  A - arcsin  — 

L \N  )\ 

ce  qui  donne  une  mesure  de  1’ indice  du  liquide  : 


n = N sin 


A - arcsin  I 


L V N /J 

On  obtient  numeriquement : n ~ 1,321. 

3 • La  reflexion  totale  est  envisageable  tant  que  n < N. 


O Observation  d'un  tube 
barometrique 

Le  rayon  tangent  au  cylindre  interieur  arrive  sur  le  cylindre 
exterieur  avec  L incidence  ; apres  refraction  (si  elle  existe), 

le  rayon  sortant  fait  un  angle  i avec  la  normale  tel  que  : 
n sin/'  = sin;  . 


Sur  le  schema  precedent,  on  constate  que  : 

. OB  h a . . 

sin;  = = — , d ou  » = — sin;. 

OA  a n 


n 

On  peut  done  envisager  le  cas  limite  oil  b = — . 

n 

Sur  le  schema  ci-dessus,  ; ' prend  la  valeur  limite  i{  definie  par 


sin /j'  = — . 
n 

Tous  les  rayons  sortant  du  tube  passent,  avant  refraction  sur 

le  cylindre  exterieur,  a une  distance  r = — sin;  < b et 

n 


proviennent  necessairement  du  mercure.  L’observateur  a 
done  l’impression  de  voir  le  tube  completement  rempli  de 
mercure  (il  ne  voit  pas  le  verre). 

II  en  sera  evidemment  de  meme  si  b^  — . 

n 

En  revanche,  si  b<  — , l’observateur  voit  le  tube  de  verre  de 
n 

diametre  2 a dans  lequel  le  mercure  occupe  un  cylindre  appa- 
rent de  diametre  : 

2 HA  = 2 a sin;  = 2 nb  ^puisque  h = — sin;  j . 

Pour  l’observateur,  le  mercure  parait  done  occuper  un  volu- 
me plus  important  qu’il  ne  le  fait  en  realite  (cylindre  de  dia- 
metre 2 nb  au  lieu  de  2b). 


n 


QD  Fibre  a saut  d'indice 

1 • Le  guidage  sera  realise  si  on  obtient  une  reflexion  totale 
interne  du  rayon  lumineux  : la  gaine  doit  correspondre  au 
milieu  d’indice  le  moins  eleve,  done  = 1,65  et  n2  = 1,50. 
Pour  un  rayon  situe  dans  un  plan  meridien,  on  obtient  un 
schema  de  la  forme  : 


incline  de  a par  rapport  a l’axe  de  la  fibre,  l’incidence  yff 
sera  plus  elevee,  l’inegalite  obtenue  est  done  une  condition 
suffisante  au  guidage. 


2 • A une  impulsion  lumineuse  sont  associes  des  rayons  dont 
l’inclinaison  varie  entre  0 et  a pour  qu’ils  restent  confines 
dans  la  fibre. 
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Les  bases  de  I'optique  geometrique  - Reflexion  et  refraction 


CORRIGES 


Le  trajet  parcouru  a vitesse  — varie  done  de  L (inclinaison 

«i 


nulle)  a 


n,L 


cos  a 


(inclinaison  maximale),  et  le  temps 


«2 


n,L  n\L 

du  trajet  de a . Une  impulsion  subit  done  un  elar- 

c n2c 


gissement  temporel  de  valeur  r = 1 . On  peut 

c \n2  ] 

envoyer  les  impulsions  a une  frequence  superieure  a 1/r  sans 
risquer  une  perte  d’ information.  En  pratique  les  fibres 
optiques  sont  des  fibres  a gradient  d’indice  (et  non  a saut  d’in- 
dice),  ce  qui  diminue  cette  difficulty. 
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Formation 

damages 


Utiliser,  observer,  discuter  le  stigmatisme  de 
quelques  systemes  optiques  simples. 


Stigmatisme,  aplanetisme. 

• Conditions  de  Gauss  pour  un  systeme  centre. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Trigonometric. 


ESSENTIEL 


« Stigmatisme 


Un  systeme  optique  realise  le  stigmatisme  pour  un  point  objet  A et  son  point  image  A'  si  tout 
rayon  issu  de  A passe  par  A'  apres  avoir  ete  traite  par  le  systeme  optique : ces  points  sont  conju- 
gues  par  le  systeme  optique. 


« Aplanetisme 

Un  systeme  centre  est  un  systeme  optique  possedant  la  symetrie  de  revolution  autour  d’un  axe, 
appelee  axe  optique. 

Un  systeme  centre  est  aplanetique  pour  un  couple  de  points  A et  A'  s’il  est  stigmatique  pour  le 
couple  de  points  A et  A',  et  s’il  conserve  cette  propriete  en  conjuguant  des  points  B et  B\ 
voisins  de  A et  A'  respectivement,  et  situes  dans  les  memes  plans  de  front,  perpendiculaires  a 
l’axe  optique. 


< Conditions  de  Gauss 

Un  systeme  centre  est  utilise  dans  les  conditions  de  Gauss  si  les  rayons  sont  paraxiaux : proches 
de  l’axe  optique,  et  peu  inclines.  Les  miroirs  ou  dioptres  sont  utilises  au  voisinage  de  leur  som- 
met. 

Les  conditions  de  Gauss  assurent  aux  systemes  centres  un  stigmatisme  (conjugaison  point  a 
point),  et  un  aplanetisme  (conjugaison  plan  a plan)  approches. 

Le  stigmatisme  permet  d’associer  a un  point  de  l’axe  une  image  sur  l’axe : une  relation  de  conju- 
gaison caracteristique  traduit  cette  propriete. 
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Formation  d'images 


ESSENTIEL 


Le  foyer  principal  objet  F a son  image  a 1’infini  dans  la  direction  de  l’axe  optique.  Le  plan  focal 
objet  est  le  plan  de  front  contenant  F . 

Le  foyer  principal  image  F'  est  Limage  d’un  point  objet  a l’infini  dans  la  direction  de  l’axe 
optique.  Le  plan  focal  image  est  le  plan  de  front  contenant  F1 . 

Dans  les  conditions  de  Gauss,  la  connaissance  de  points  particuliers  comme  les  foyers,  centres  ou 
sommets  des  miroirs  ou  dioptres  permet  une  construction  graphique  des  images  en  quelques 
traits. 


Les  rayons  construits  sont  situes  dans  un  plan  contenant  l’axe  optique,  et  toutes  les  figures  reali- 
sees  sont  un  tel  plan  meridien. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Attention  a une  erreur  frequente  due  aux  notations  : 
un  objet  A a pour  image  A’ 

Mais  l’image  de  F n’est  pas  F’  : 

un  objet  en  F a son  image  a l’infini  dans  la  direction  de  l’axe  optique. 
un  objet  a l’infini  dans  la  direction  de  l’axe  optique  a pour  image  F'. 
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Ou  est  1’image  d’un  point  par  un  miroir  plan  ? 


Le  miroir 


Deux  personnes  mesurent  respectivement  1,62  m et 
1,85  m.  Leur  visage  a environ  25  cm  de  hauteur,  les  yeux 
etant  a 10  cm  du  sommet  du  crane.  Elies  veulent  toutes 
deux  voir  leur  visage  dans  un  miroir. 

A quelle  distance  du  sol  doit-il  etre  place,  et  quelle  est  sa 
hauteur  minimale  ? 


'3  II  faut  mettre  en  evidence  les  rayons  limites  arrivant 
o sur  le  miroir. 


C)  Lentille  mince  plan  convexe 

Une  lentille  plan  convexe  resulte  de  l’association  d’un 
dioptre  plan  air-verre  et  d’un  dioptre  spherique  de  rayon 
de  courbure  R = 10  cm. 

En  considerant  un  rayon  analogue  a celui  represente  sur  le 
schema : 


O Stigmatisme  de  I'oeil 

L’ceil  est  assimile  a un  dioptre  spherique  air-eau  (n  = 1,33) 
de  rayon  R = 6 mm  au  repos. 

Quelle  doit  etre  la  distance  entre  ce  dioptre  et  la  retine, 
sachant  que  l’ceil  emmetrope  au  repos  vise  a l’infini  ? 


'3  Faire  apparaitre  les  angles,  et  traduire  la  position  du 
o point  de  convergence,  si  ceux-ci  sont  petits. 


O Etude  d'un  periscope 

Soit  un  periscope  schematise  sur  la  figure  suivante. 


On  desire  observer  l’image  A'  de  A (x,  y)  donnee  par  les 
deux  miroirs  Mx  et  M2. 

1 • Ou  est  l’image  A1  de  A ? 

2 • Quelle  est  l’image  d’un  vecteur  AH  ? Conclusions  ? 


1 • Discuter  les  valeurs  utiles  du  rayon  d’ouverture  r de 
la  lentille.  En  utilisant  la  limite  associee,  preciser  l’epais- 
seur  maximale  e de  la  lentille.  Pour  une  lentille  mince , 
cette  limite  peut-elle  etre  contraignante  ? 

2 • Determiner  la  focale  de  la  lentille  dans  1’ approxima- 
tion de  Gauss.  Connaissant  l’indice  d’un  verre  « stan- 
dard»,  commenter  ce  resultat.  Qu’obtiendrait-on  pour  une 
lentille  equiconvexe  ? 


’3  Y a-t-il  emergence  assuree  du  rayon  ? Determiner  le 
o foyer  F'  dans  1’ approximation  des  petits  angles. 


o Principe  d'un  telemetre 
elementaire 

Un  telemetre  est  un  instrument  optique  destine  a mesurer 
les  distances.  Celui  que  Ton  se  propose  d’etudier  est  cons- 
titue  : 

• d’une  lame  plane  semi-reflechissante  Mx  ; 

•d’un  miroir  plan  M2  . 

Sur  le  schema  ci-apres,  l’appareil  vise  un  objet  ponctuel  A 
situe  a l’infini ; Mx  et  M2  sont  paralleles  et  inclines  a 45° 
des  rayons  incidents. 

L’ceil,  place  en  0 , voit  ainsi  l’objet  A directement  a tra- 
vers  Mx  (trajet  1)  d’une  part,  par  reflexion  sur  M2  puis 
sur  Mx  (trajet  2)  d ’autre  part. 

On  donne  a = IJ  = 5 cm  et  h = 01  = 4 cm. 
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EXERCICES 
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I 

'(1) 

K 

y 

1 a) 

(2) 

0 

A 

v(2) 
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ecran  perce 
d’un  trou 


1  • Montrer  que  si  l’objet  A se  trouve  a une  distance  finie 
d = AO  ( Mx  et  M2  restant  paralleles  et  Mx  etant  incline 
a 45°  sur  le  rayon  incident  AlO  correspondant  au  trajet 
1),  l’ceil  voit  deux  images  distinctes  dont  on  determinera 
la  distance  angulaire  a en  fonction  de  d et  a . 

Faire  V application  numerique  pour  d = 1,2  m. 


2  • Pour  evaluer  la  distance  d , on  fait  tourner  le  miroir 
M2  autour  de  J d’un  angle  9 de  maniere  a amener  les 
directions  des  deux  images  en  coincidence.  Determiner  9 
en  fonction  de  a , b et  d . 


3  • L’ceil  possede  un  pouvoir  separateur  angulaire  de 
1 minute  (l’ceil  ne  distingue  pas  deux  rayons  faisant  entre 
eux  un  angle  inferieur  a 1 minute)  ; calculer  l’incertitude 
A d commise  sur  la  mesure  de  la  distance  d , 


'3  Utiliser  les  proprietes  du  miroir  plan  lors  d’un  depla- 
o cement  de  celui-ci. 


© Lentille  demi-boule 

Soit  le  systeme  lentille  demi-boule  plan  convexe  eclaire  en 
lumiere  parallele  ; on  se  propose  d’estimer  les  limites 
quantitatives  permettant  d’avoir  un  « bon  » stigmatisme. 


Soit  un  rayon  arrivant  a l’axe  optique,  a une  distance  h de 
cet  axe. 

Etudier  la  relation  liant  SA  a h.  A l’aide  d’un  calcul  nume- 
rique, estimer  les  limites  du  stigmatisme  approche. 

Donnees  : R = 100  mm,  n = 1,5  et  n = 1,6, 


Formation  d'images 


’3  II  faut  utiliser  les  lois  de  Snell-Descartes  et  des  rela- 
p tions  trigonometriques  simples. 


Stigmatisme  du  miroir  spherique 

1  • Quelles  remarques  peut-on  faire  au  sujet  de  la  simula- 
tion donnant  le  trace  de  quelques  rayons  lumineux  issus  de 
A qui  se  reflechissent  sur  le  miroir  ? 


2  • Pour  limiter  l’extension  du  faisceau  lumineux  issu  de 
A et  reflechi  par  le  miroir,  un  diaphragme  est  place  sur 
l’axe  optique,  son  centre  coincidant  avec  celui  du  miroir. 
Que  peut-on  dire  du  resultat  de  la  nouvelle  simulation  ? 


3 • Definir  un  point  A'  image  de  A et  determiner  sa  posi- 
tion a l’aide  de  1’ angle  9 que  fait  le  segment  CA  avec 
l’axe  du  miroir.  Caracteriser  le  lieu  des  points  A'  des 
points  A situe  sur  le  plan  source.  A-t-on  realise  un  syste- 
me aplanetique  ? 

4 • Pourrait-on  envisager  une  position  particuliere  du  plan 
objet  permettant  de  realiser  la  propriete  d’aplanetisme  ? 
Commenter. 
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Corriges 


Q Le  miroir 


La  tete  et  son  image  sont  equidistantes  par  rapport  au  miroir. 
Pour  voir  le  haut  de  la  tete,  il  faudra  done  5 cm  de  miroir  au- 
dessus  des  yeux,  tandis  que  pour  voir  le  bas,  il  faudra  7,5  cm. 
La  distance  au  sol  doit  etre  calculee  pour  la  personne  la  plus 
petite,  soit  : 

d = 162  - 10  - 7,5  = 144,5  cm. 

La  hauteur  du  miroir  doit  permettre  aux  deux  personnes  de  se 
voir. 

C’est  la  personne  la  plus  grande  qui  donne  sa  valeur  minimale, 
soit : 

L = d'-d  avec  d'=  185  - 10  + 5 = 180  cm. 

L = 35,5  cm. 

En  conclusion,  un  miroir  de  40  cm  place  a 1,42  m du  sol 
conviendra  tres  bien. 


O Stigmatisme  de  I'oeil 

Un  rayon  paraxial  parallele  a l’axe  optique  doit  couper  ce 
dernier  sur  la  retine  car  l’ceil  emmetrope  au  repos  vise  a l’in- 
fini. 


Sur  le  schema,  ou  les  angles  sont  petits,  on  peut  lire  : 
vR  = Xj  + h cotan  (/  - r) 


= R 


(1  - cos  i)  + 


sin  i 

tan  (i  - r)  _ 


0  + 


ill-- 

n 


n - I 

Pour  n = 1,33  et  R = 6 mm,  la  retine  se  situe  done  a 24  mm 
derriere  le  dioptre  spherique  d’entree. 


(jtjl  Etude  drun  periscope 

1 • Soit  Aj  l’image  de  A donnee  par  M1 . 

0\A{  doit  etre  le  symetrique  de  0\A  par  rapport  a M\ . 
0\A(x,y  -h)  done  O^ty-  h,x),  puisque  Mx  est  incline  de 
45°. 

On  en  deduit  les  coordonnees  de  Ax  : 

OAx  = OOx  + OxAx  = (y  - h,  x + h). 

A'  est  l’image  de  Ax  donnee  par  M2 . OA'  est  le  symetrique 
de  OAx  par  rapport  a M2 . Done  : 

OA'  (x  + h,y-  h) . 

Le  point  A'  est  done  visible  par  l’ceil. 

2 • Le  vecteur  AB  est  transforme  en  ,471'  , avec  ,471'  =AB 
(voir  figure  ci-dessous). 

Ce  systeme  permet  de  visualiser  un  objet  dans  le  cas  ou  un 
obstacle  existe  devant  l’ceil.  Les  miroirs  etant  stigmatiques, 
l’image  est  nette. 
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CORRIGES 


C)  Lentille  mince  plan  convexe 


Une  reflexion  totale  a lieu  au  point  M si  i > arcsin 


soit  y = R tan  i > r = , , ce  qui  definit  le  rayon  maxi- 

V«2  - 1 

mal  utile  d’ouverture  de  la  lentille. 

L’ equation  de  la  face  bombee  est  x2  + y2  = R2,  en  prenant 
l’origine  en  C. 


On  a done  : xs  = R,  et  xA  = yR1  - r2  = R 


L’epaisseur  maximale  vaut  alors  : e = xs  - xA  ~ 0,55 R pour 
n ~ 1,5. 

Pour  une  lentille  mince,  e « R , done  yA  < r,  et  cette  limite 
n’intervient  pas. 


2 • Le  point  F'  est  a l’intersection  du  rayon  emergent  et 
de  l’axe  Ox,  soit : xF>  = xM  + y cotan  (i ' - i ). 

Dans  l’approximation  de  Gauss  : 

x0  = xm~xs  = R,  /=  j-,  i'  « 

A A 


de  sorte  que  /'  = OF'  = — — — = 2 R pour  n = 1,5. 
n - 1 

Pour  une  lentille  equiconvexe,  juxtaposition  de  deux  lentilles 
plan  convexe,  il  suffit  d’additionner  les  vergences,  done  : 

/'=  — =R  si  n = 1,5. 

2 (n  - 1) 


Formation  d'images 


o Principe  drun  telemetre 
elementaire 


On  note  A2  P image  de  A par  M2  : JA  ■ 


- a 
d-b 


done  JA2 


d-b 
- a 


puisque  M2  est  pour  le  moment  a 45°. 

Par  le  miroir  Mx,  A2  a pour  image  A'  : IA2  = ( 

done  IA  = | a 

d - b + a 


d-b  + a 
- a 


On  en  deduit  OA'  = 


soit  : tan  6- 


a + d 


- a 
d + a )’ 


■ 0,04  rad  = 2°  17’. 
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Lorsque  M2  passe  en  M'2  par  rotation  de  0,  A2  passe  en  A2 
par  rotation  de  20  autour  de  J dans  le  plan  de  figure.  Pour 
que  1’ image  A'  vienne  sur  l’axe  01,  il  faut  que  A2  soit  sur 
l’axe  IJ  horizontal,  comme  sur  la  figure. 

On  cherche  la  position  de  A,  done  la  valeur  de  Tangle  a. 

On  remarque  que  JAH  = JA2H  = — — a. 

Dans  le  triangle  JA2H,  la  somme  des  angles  donne  : 

-M  7-mMH 

car  JHA2  = — et  HJA2  = — + 20.  On  en  tire  : a =20. 

2 4 

Comme  Al  = d - b et  IJ  = a,  il  vient  : 

tan  20  = tan  a = — — — . 

d-b 

Numeriquement  : 0 ~ 0,02  rad  = 1°14’. 


3»  L’ angle  0 est  petit,  tan  20 ~ 20= . 

d-b 


L’erreur  sur  Tangle  20  est  de  C d’arc. 


A(20) : 


D’oii : 


a\d 
(d-b)1 

Ad  = -(‘/~/)l~  A(20). 


1'  = — x 
60 


180 


■ rad. 


a 

A.N.  : Ad  = 0,8  cm. 

Ce  telemetre  est  d’autant  plus  precis  qu’il  est  utilise  pour  de 
courtes  distances. 


Lentille  demi-boule 

Soit  Mle  point  oii  le  rayon  emerge  de  la  lentille  : OM  = R . 

De  plus  : sin  i = n sin  r,  avec  sin  r = — . 

R 


Dans  le  triangle  rectangle  OHM,  on  a : 

OM2  = OH1  + HM2,  soit  OH  = \R2  - h2 . 
Dans  le  triangle  HMA  , Tangle  en  M vaut : 


/, 

On  en  deduit  tan(i  - r ) = 

il  \ 


SA=  SO  + OH  + HA  = -R  + ^R2  - h 2 + . 

tan(z'  - r) 

Le  rayon  emergent  existe  si  sin  r — , soit : 

n 


h ^ — = 66,7  mm. 
n 


n = 1500 

fi(mm) 

r(°) 

in 

SA 

0 

0 

0 

200 

7 

4 

6 

199 

13 

8 

12 

196 

20 

12 

17 

191 

27 

15 

24 

183 

33 

19 

30 

174 

40 

24 

37 

161 

47 

28 

44 

145 

53 

32 

53 

124 

60 

37 

64 

96 

67 

42 

90 

34 

Lorsque  h est  petite  devant  R,  on  a un  stigmatisme  approche. 
On  essaie  de  donner  un  ordre  de  grandeur  du  h maximal 
admissible  : 

sin  r ~ r,  sin  i ~ i,  tan(i  — r)  ~ i - r et  r ~ — . 
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sin  i = n sin  r conduit  a i = nr  : 


SA--R  + \Ir2  -h2  + — . 


SA~  - R + \7?2  - h2  ■ 


n - 1 


si  h ->  0,  SA->SF'  = 

n-  1 

• Avec  n — 1,5  , SF'  = 2 R = 200  mm. 

Si  on  accepte  une  erreur  de  5 % sur  SF' , soit  SA  2=  190  mm, 
ii  faudra  prendre  h =S  20  mm. 



• Avec  n = 1,6  , SF'  = =167  mm.  Le  calcul  montre  que 

0,6 

pour  la  meme  erreur,  il  faudra  prendre  h ■■£  25  mm. 

On  remarque  que  /tmax  depend  de  R et  de  1’ indice  optique, 
done  de  la  longueur  d’onde. 


4Q?  Stigmatisme  du  miroir  spherique 

1 • Les  rayons  issus  de  A ne  se  coupent  pas  en  un  endroit 
precis,  et  nous  ne  pouvons  pas  definir  une  image  A'  du  point 
A.  En  utilisant  des  rayons  trop  inclines,  nous  n’avons  pas  de 
stigmatisme  realise  par  le  miroir  spherique. 

2 • Lorsque  le  faisceau  est  diaphragme  au  voisinage  de  C, 
les  rayons  utilises  constituent  un  pinceau  de  faible  ouverture. 
Nous  constatons  qu’ils  se  coupent  en  un  point  A'  assez  bien 
defini : le  stigmatisme,  approche,  est  realise,  malgre  une  incli- 
naison  assez  importante  du  pinceau  lumineux  par  rapport  a 
l’axe  du  miroir. 

Nous  pouvons  le  comprendre  en  envisageant  l’axe  SaCA , 
obtenu  par  rotation  d’ angle  6 autour  du  point  C,  dans  le  plan 
de  figure.  Le  faisceau  de  rayons  lumineux  issus  de  A,  dia- 
phragme, permet  de  se  retrouver  dans  le  cas  d’un  miroir  sphe- 
rique effectif  de  centre  C,  d’axe  SaCA,  utilise  dans  les  condi- 
tions de  Gauss  pour  former  l’image  A'  de  A.  D’ou  le  stig- 
matisme observe  sur  la  simulation... 


3 • Nous  pouvons  alors  construire  le  point  A'  en  utilisant  la 
relation  de  conjugaison  du  miroir  d’axe  SaCA,  avec  origine 

, 11  2 2 
CA  CA'  CSA  R 

Or  CA  = — ^ — , done  : CA'  = . 

cos  6 1+-^  cos  6 

2d 

Nous  reconnaissons  l’equation,  en  coordonnees  polaires 
d’origine  C qui  constitue  l’un  de  ses  foyers,  d’une  conique 

d’excentricite  e = — (ellipsoide  si  e < 1,  paraboloi'de  si 
2d 

e > 1). 

Les  images  A'  sont  reparties  sur  cette  surface,  qui  n’est  pas 
un  plan  de  front  perpendiculaire  a l’axe  optique  : le  systeme 
realise  est  stigmatique  (stigmatisme  approche),  mais  pas 
aplanetique. 

4 ® La  surface  precedente  est  plane  si  son  excentricite  devient 
infinie,  done,  a R donne,  lorsque  d tend  vers  zero.  Cela 
signifie  que  le  miroir  spherique  realise  un  stigmatisme  et  un 
aplanetisme  approches,  au  voisinage  de  son  centre,  meme  en 
dehors  des  conditions  de  Gauss. 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Miroirs 
et  lentilles 


mu+iumtm 

• Mettre  en  oeuvre  le  stigmatisme  des  miroirs  et  len- 
tilles  dans  les  conditions  de  Gauss,  et  etudier 
quelques  associations. 


• Constructions,  conjugaison,  grandissement  des  len- 
tilles et  miroirs  utilises  dans  les  conditions  de  Gauss. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• A peu  pres  rien,  comme  d’habitude. 


ESSENTIEL 


< Constructions  graphiques 


Les  conditions  de  Gauss  assurant  stigmatisme  et  aplanetisme  approches,  une  construction  d’ima- 
ge  a l’aide  de  deux  traits  lumineux  permet  une  etude  rapide  des  systemes  centres. 

II  est  utile  de  mettre  a profit  les  proprietes  tres  simples  de  quelques  points  remarquables  du  sys- 
teme optique. 

Les  representations  simplifies  des  miroirs  et  dioptres  spheriques  par  leurs  plans  tangents  sur 
l’axe  optique  sont  effectuees  sur  des  schemas  ou  les  dimensions  transverses  sont  dilatees. 

Sur  les  schemas,  les  axes  sont  orientes : les  positions  et  tailles  des  objets  sont  reperees  par  des 
valeurs  algebriques. 


4 Conjugaison  et  grandissement 


Le  stigmatisme  est  traduit  par  une  relation  de  conjugaison  liant  les  abscisses  des  points  A et  A' 
conjugues  sur  l’axe  par  le  systeme. 


La  linearite  entre  la  taille  de  l’objet  et  celle  de  l’image  est  traduite  par  le  grandissement  transverse 


7= 


A'B' 
AB  ' 


C’est  une  grandeur  algebrique,  qui  depend  de  la  position  de  l’objet  et  des  caracteris- 


tiques  du  systeme  centre. 
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Miroirs  et  lentilles 


3 


ESSENTIEL 


< Miroirs  spheriques 


Le  miroir  est  defini  par  son  centre  C et  son  sommet  S.  On  note  R = SC  son  rayon  de  courbu- 
re,  positif  pour  un  miroir  convexe  (divergent),  negatif  pour  un  miroir  concave  (convergent). 


R 


Les  foyers  du  miroir  sont  confondus : F = F',  et  au  milieu  du  segment  CS:f=SF=  FC  = — 


La  distance  focale  du  miroir  est:  f=SF=  ^ , sa  vergence  est:  V = — , exprimee  en  dioptries. 


Construction  de  l’  image  forme  e par  un  miroir  spherique. 

La  construction  de  base  permet  de  retrouver  rapidement  les  relations  de  conjugaison  de  Newton : 


d2 

U A U A'  — UC2  _ iV 


FA  .FA'  = FS2  = — , ou  Descartes : =■  + 


1 


4 CA 

expressions  du  grandissement  transverse  y= 


CA' 

fVB' 


2 Qu  1 i 1 
CS  °U  SA  SA' 


= , ainsi  que  les 
SC 


CA' 


SA' 

SA 


SF 

AF 


A'F' 


AB  CA  SA  AF  SF 
En  particulier : C est  son  propre  conjugue,  et  yc  = - 1 ; S est  son  propre  conjugue,  et  ys  = + 1. 


i Lentilles  minces  spheriques 

La  lentille  mince  spherique  a les  memes  effets  sur  lumiere  lorsqu’on  la  retourne  face  pour  face. 
Les  foyers  objet  F et  image  F',  sur  l’axe  optique,  sont  symetriques  l’un  de  l’autre  par  rapport 
au  centre  O de  la  lentille. 

La  lentille  est  definie  par  son  centre  O et  sa  focale. 

1 


La  focale  d’une  lentille  est  /'  = OF'  = - OF  = -/  ou  sa  vergence  V 


f 


Les  lentilles  minces  spheriques  a bords  minces  sont  convergentes,  leurs  foyers  objet  et  image  sont 
reels.  Celles  a bords  epais  sont  divergentes  et  leurs  foyers  sont  virtuels. 

Un  rayon  passant  par  O n’est  pas  modifie  par  la  traversee  de  lentille. 


fi 
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Miroirs  et  lentilles 


La  construction  permet  de  retrouver  rapidement  les  relations  de  conjugaison  de  Newton: 


FAF'A'  = OF  OF'  =//'  = -/'2,  ou  Descartes : 


1 


1 


1 


1 


OA' 


que  les  expressions  du  grandissement  transverse  y- 


OA 

OF' 

OU  

p' 

A'B' 

_ OA' 

- p'  - 

AB 

OA 

p 

J_  _ 

P 

To 

FA 


1 


r_ 

= Wo 

FA' 


= V,  ainsi 


En  particulier : le  «plan  » de  la  lentille,  contenant  O.  est  son  propre  conjugue,  et  y0  = + 1. 


i Associations  de  systemes  centres 

Les  elements  associes  sur  un  meme  axe  optique  dans  un  systeme  compose  realisant  un  stigma- 
tisme  et  un  aplanetisme  au  moins  approches,  ces  proprietes  se  retrouvent  dans  l’instrument  glo- 
bal. 

Les  constructions  et  relations  de  conjugaison  peuvent  etre  utilisees  de  proche  en  proche  dans  le 
systeme  compose.  Le  grandissement  obtenu  est  le  produit  des  grandissements  successifs. 

En  general,  une  association  de  deux  lentilles  (ou  plus)  n’est  pas  assimilable  a une  unique  lentille 
equivalente.  Mais  lorsque  deux  lentilles  sont  accolees,  elles  forment  un  systeme  equivalent  a une 
seule  lentille,  de  meme  centre,  et  de  vergence  obtenue  par  addition  des  deux  vergences  (theore- 
me  des  vergences). 

Deux  lentilles  minces  accolees  forment  un  systeme  equivalent  a une  lentille  mince. 

Un  systeme  catadioptrique  compose  peut  se  ramener  a un  miroir  « equivalent ». 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Toujours  prendre  des  rayons  de  propriete  connue  (passage  par  F,  0,C,S,  ...  parallele  a l’axe,  ...) 
pour  faire  des  constructions  d’image. 

• Deux  rayons  suffisent,  mais  un  troisieme  permet  de  verifier  une  construction. 

• Attention  au  sens  de  la  lumiere  pour  ecrire  les  relations  de  conjugaison  de  Descartes. 

© sens  de  la 
lumiere 
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sens  de  la 
lumiere 
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En  invoquant  le  retour  inverse  de  la  lumiere,  on  retrouve  bien  que  A'  a pour  image  A. 
Dans  les  situations  precedentes,  les  relations  de  Newton  s’ecrivent : 
cas©  FA.FA'  =-f2 

® fa'.Wa  = - f2 . 
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Conseils 


Exercices 


O Traversee  d'une  lentille 

Determiner,  par  une  construction  geometrique,  le  rayon 
emergent  issu  du  rayon  incident  represente,  dans  les  deux 
cas  ci-dessous  : 


Trois  rayons  ont  un  comportement  evident...  Le 
rayon  passant  par  0 n’est  pas  devie,  le  rayon  passant 
par  F sort  parallele  a l’axe,  le  rayon  parallele  a l'axe 
sort  par  F' . II  s’agit  d’en  mettre  au  moins  un  a profit. 


O Reflexion  sur  un  miroir 

Determiner,  par  une  construction  geometrique,  le  rayon 
apres  reflexion  sur  le  miroir  dans  les  deux  cas  suivants  : 
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c 

Pour  realiser  ce  type  de  construction,  il  faut  utiliser 
les  proprietes  du  plan  focal  et  du  centre  du  miroir. 

On  rappelle  que  tout  faisceau  incident  de  rayons 
paralleles  converge  vers  un  point  du  plan  focal  apres 
reflexion.  Comment  determine-t-on  ce  point  ? 

De  meme,  tous  les  rayons  passant  par  un  point  du  plan 
focal  sont  reflechis  en  formant  un  faisceau  parallele. 
Comment  obtient-on  la  direction  de  ce  faisceau  ? 


O Construction  d'une  image 

Determiner,  par  une  construction  geometrique,  la  position 
de  l’image  A'  d’un  point  objet  A , dans  les  cas  suivants  : 
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EXERCICES 


Miroirs  et  lentilles 


On  verifiera  le  resultat  au  moyen  des  relations  de  conju- 
gaison  de  Descartes  et  de  Newton. 

On  precisera  la  nature  (reelle  ou  virtuelle)  de  l'objet  et  de 
1' image. 


~ Pour  construire  l’image  d’un  objet  appartenant  a l’axe 
optique,  on  utilise  la  propriete  d’ aplanetisme . Soit  B 
un  point  objet  tel  que  AS  soit  normal  a l’axe,  et  B' 
son  image.  Ou  se  situe  l’image  A'  de  A ? 


Pour  construire  P image  B'  de  B , on  utilise  les 
rayons  remarquables.  Rappeler  la  construction  du 
rayon  emergent  lorsque  le  rayon  incident  : 

• passe  par  le  centre  optique ; 

• passe  par  le  foyer  objet ; 

• est  parallele  a l’axe  optique. 


Combien  y-a-t-il  de  rayons  remarquables  necessaires 
pour  construire  P image  S'? 


O Objet  virtuel 


Construire  l’image  A’B'  d’un  objet  virtuel  AS,  perpendi- 
culaire  a l’axe  optique,  par  un  miroir  : 
a) concave  ; b)  convexe. 


y II  faut  se  rappeler  la  construction  du  rayon  reflechi 
( lorsque  le  rayon  incident  passe  par  S,  F ou  C. 
Combien  de  rayons  remarquables  sont  necessaires  ? 


0 Concentration  du  flux  solaire 

Sur  son  lie  deserte,  un  naufrage  depourvu  d’allumettes 
tente  d’allumer  un  feu  avec  une  loupe  trouvee  dans  les 
debris  du  navire.  Celle-ci  est  une  lentille  convergente  de 
diametre  D = 2 cm  et  de  distance  focale  image  /'  = 10  cm. 
Vu  de  la  surface  terrestre,  le  Soleil  a un  diametre  angulaire 
a de  l’ordre  de  10-2  rad  , et  envoie  par  rayonnement  sur 
une  surface  S une  puissance  (ou  flux)  2?  = 0oS(po  , flux 
surfacique  solaire,  de  l’ordre  de  1 kW . m-2 . 

Le  naufrage  fait  l’image  du  Soleil  sur  une  feuille  seche  et 
il  attend  qu’elle  s’enflamme. 

1 • Quel  est  le  diametre  d de  l’image  du  Soleil  par  la  len- 

tille  ? 

2 • Quelle  est  la  valeur  q>  du  flux  surfacique  au  niveau  de 
cette  image  ? 

3 • On  admet  que,  lorsque  l’equilibre  thermique  est  atteint 

et  en  dehors  de  toute  conduction  thermique,  la  temperatu- 

re absolue  T d’un  corps  absorbant  soumis  a un  rayonne- 

ment caracterise  par  un  flux  surfacique  <p  est  donnee  par 

la  loi  de  Stefan  : 

cp=oT1 2 3 4 * * *  avec  <7=  5,67. 10"8  W.m^.R-4  . 


Determiner  l’ordre  de  grandeur  de  la  temperature  atteinte 
au  niveau  de  P image  du  Soleil.  Discuter  la  vraisemblance 
du  resultat. 


3 Le  Soleil  etant  a l’infini,  dans  quel  plan  se  trouve  son 
image  ? 

A chaque  direction  de  rayons  solaires  correspond  un 
point  du  plan  focal  image.  Comment  construire  sim- 
plement  ce  point  ? 

L’image  du  Soleil  regoit  tous  les  rayons  incidents  sur 
la  lentille,  done  toute  la  puissance  qui  traverse  la  len- 
tille. 


Plans  conjugues 

Un  objet  lumineux  AB  et  un  ecran  sont  normaux  a l’axe 
optique  d’une  lentille  mince  convergente  de  distance  foca- 
le image  /' . La  distance  de  l’objet  a l’ecran  est  egale  a d . 

1 • A quelle  distance  de  P ecran  doit-on  placer  la  lentille 
pour  faire  une  image  nette  de  l’objet  AB  sur  P ecran?  Ce 
probleme  a-t-il  toujours  une  solution? 


2 • Determiner  le  grandissement  pour  chacune  des  deux 
solutions  quand  elles  existent. 


II  s’agit  ici  d’exprimer  que  le  point  A'  (intersection  de 
l’ecran  et  de  l’axe  optique)  est  conjugue  du  point  A . 
On  dispose  pour  cela  de  deux  relations  de  conjugaison 
equivalentes,  celle  de  Descartes  et  celle  de  Newton. 
Pour  le  calcul  du  grandissement  y , il  faut  faire  un 
schema  representant  l’objet,  l’image,  la  lentille  et  un 
rayon  remarquable  reliant  l’objet  B a son  image  5'; 
1 ’expression  de  y se  trouve  alors  simplement  en 
considerant  des  triangles  homothetiques. 


O Observation  drun  miroir  edaire 

Une  source,  modelisee  par  un  disque  lumineux  de  centre  A 
et  de  diametre  BD  = 2 cm,  est  placee  devant  un  miroir 
spherique  concave  de  rayon  de  courbure  R = 30  cm,  de 
rayon  d’ouverture  r = 6 cm,  de  centre  C , de  sommet  S et 
de  foyer  F . 


B 

A 


D 


d 
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EXERCICES 


1 • La  source  est  placee  au  milieu  de  FC  . Construire,  puis 
preciser  la  position  et  la  taille  de  l'image  de  la  source  don- 
nee  par  le  miroir  spherique. 

2 • Un  observateur,  dont  l’ceil  est  place  sur  l’axe  optique 
a distance  d du  miroir,  regarde  celui-ci.  Comment  le 
disque  argente  du  miroir  apparait-il  eclaire  ? 

3 • Reprendre  cette  etude  dans  le  cas  oil  la  source  est  pla- 
cee au  milieu  de  SF  . 

4 • Que  deviennent  ces  resultats  lorsque  la  source  est  dans 
le  plan  focal  du  miroir  ? 

Utiliser  les  proprietes  du  foyer  et  du  centre  d’un 
miroir  spherique. 

Pour  qu’un  point  du  miroir  paraisse  eclaire,  il  faut 
qu’un  rayon  partant  de  la  source  et  reflechi  en  ce 
point  parvienne  a l’ceil. 


O Profondeur  de  champ 

d'un  objectif  photographique 

L’objectif  d’un  appareil  photographique  a mise  au  point 
fixe  est  constitue  d’une  seule  lentille,  de  distance  focale 
/'  = 50  mm,  limitee  par  une  monture  de  rayon  R. 

Son  nombre  d’ouverture,  egalement  fixe,  est : 

f' 

N = — — = 11. 

2 R 


La  position  de  la  pellicule  est  telle  que  l’image  d’un  objet, 
de  hauteur  h = 2 m et  situe  a une  distance  d0  du  foyer 
objet,  soit  nette  et  longue  de  h'  = 35  mm. 


1 • Determiner  la  valeur  de  d0  ainsi  que  la  distance  d'0 
entre  la  pellicule  et  le  foyer  image. 

2 • Un  objet  ponctuel  est  situe  sur  l’axe  optique,  a une  dis- 
tance d (differente  de  d0)  du  foyer  objet. 

Determiner  le  rayon  r de  la  tache  image  obtenue  sur  la 
pellicule. 

On  supposera  que  d reste  grand  devant  /' . 


3 • On  considere  que  la  nettete  de  l’image  est  acceptable 
si,  apres  un  agrandissement  de  rapport  25,  le  rayon  de  la 
tache  image  d’un  objet  ponctuel  n’excede  pas  1 mm. 
L’image  d’un  objet  a l’infini  est-elle  « nette  » ? 
Determiner  la  profondeur  de  champ,  c’est-a-dire  l’ensem- 
ble  des  valeurs  de  d pour  lesquelles  l’image  est  conside- 
ree  comme  nette. 


u,  Les  points  sont  reperes  par  leurs  distances  aux  foyers. 
= Quels  rayons  remarquables  faut-il  tracer  pour  cons- 
truire l’image? 


Miroirs  et  lentilles 


La  relation  entre  le  grandissement  et  la  position  des 
points  conjugues  se  determine  comme  toujours  en 
considerant  des  triangles  homothetiques. 

Quelle  relation  de  conjugaison  (Descartes  ou 
Newton)  faut-il  utiliser? 

Pour  determiner  le  rayon  de  la  tache  image,  on  cons- 
truit  le  faisceau  qui  converge  vers  l’image  du  point 
objet;  l’intersection  de  ce  faisceau  avec  la  pellicule 
determine  la  tache  image. 


Retroviseur 

Un  retroviseur  de  vehicule  est  assimile  a un  miroir  sphe- 
rique de  rayon  de  courbure  R. 

1 • Un  objet  situe  a 20  m apparait  par  reflexion  avec  une 
taille  5 fois  plus  petite  que  1’ original. 

Preciser  les  caracteristiques  du  miroir. 


2 • Le  conducteur  est  a 1 m du  retroviseur.  Quelle  taille 
faut-il  donner  au  miroir  pour  percevoir,  a une  distance  de 
100  m,  un  champ  de  largeur  30  m ? Ces  conditions  d’uti- 
lisation  semblent-elles  bien  compatibles  avec  l’approxi- 
mation  de  Gauss  ? 


’3  Comment  pe^oit-on  un  objet  eloigne  par  reflexion 
sur  un  miroir  concave  ou  convexe  ? Quel  est  le  trajet 
associe  a un  rayon  reflechi  au  bord  du  miroir  ? 


CE)  Doublet 

1 • Determiner,  par  une  construction  geometrique,  la  posi- 
tion de  l’image  A'  de  l’objet  A a travers  le  systeme  de 
deux  lentilles  L,  et  L2  . On  precisera  la  position  de 
l’image  intermediaire  A{  (image  de  A par  L{)  ainsi  que 
sa  nature  (reelle  ou  virtuelle). 
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2 • Verifier  le  resultat  en  utilisant  les  relations  de  conju- 
gaison. 

3 • Tracer  un  faisceau  de  rayons  issu  de  A . 
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EXERCICES 


Miroirs  et  lentilles 


•3  Pour  une  association  de  lentilles,  on  determine  les  ima- 
ges successives  de  A : 

, Li  . , L2 


-»A' 


Pour  determiner  A t a partir  de  A , puis  pour  deter- 
miner A'  a partir  de  Ax , on  utilise  les  methodes  de 
construction  et  formules  de  conjugaison  usuelles. 


(D  Lentille  demi-boule 
a face  argentee 

Determiner  les  caracteristiques  du  miroir  equivalent,  dans 
1’ approximation  de  Gauss,  a une  lentille  demi-boule  dont 
la  face  bombee  a ete  rendue  reflechissante. 


Pour  ce  systeme  catadioptrique,  il  faut  rechercher  le 
centre  et  le  sommet  du  miroir  equivalent,  dans  les 
conditions  de  Gauss. 

Revoir  VEssentiel  si  besoin.  Attention,  la  lentille 
demi-boule  n’est  pas  une  lentille  mince  ! 


CD  Association  de  miroirs 

Par  definition,  un  miroir  spherique  est  constitue  par  une 
surface  reflechissante  en  forme  de  calotte  spherique.  L’axe 
de  symetrie  de  cette  calotte  est  appele  axe  optique  princi- 
pal. Cet  axe  passe  par  le  centre  C du  miroir  et  « perce  » 
celui-ci  en  son  sommet  S . 

On  donne  la  relation  de  conjugaison  entre  un  point  objet  A 
et  son  image  A'  sur  l’axe  principal,  pour  un  miroir  sphe- 
rique de  sommet  S et  de  centre  C , suivant  les  conditions 
de  Gauss  : 

1 

5 A’  SA~  SC 

1 • a)  En  deduire  les  distances  focales  objet  SF  et  image 
SF'  d’un  tel  miroir  spherique. 

b)  Faire  les  schemas  de  miroirs  concaves  et  convexes  avec 
leurs  foyers. 

c)  Un  miroir  concave  est-il  convergent  ou  divergent  ? Et 
un  miroir  convexe  ? Faire  les  schemas  correspondants. 

2 • On  realise  un  systeme  optique  constitue  par  l’associa- 
tion  de  deux  miroirs  spheriques  Ml  (concave,  sommet 


Sj  , centre  Cj)  et  M2  (convexe,  sommet  S2 , centre  C2) 
de  meme  axe  optique  principal,  disposes  comme  sur  la 
figure  ci  dessous. 


Le  miroir  Mi  est  perce  en  son  sommet  Sj  d’un  petit  trou 
permettant  a la  lumiere  de  passer,  mais  ne  modifiant  pas 
ses  proprietes. 

Les  distances  focales  f\  et  f2  des  deux  miroirs  Mx  et  M2 
sont  telles  que  l/jl  = 3,0  m et  \f2 1 = 2,0  m . 

a)  On  note  d =S2S{  . 

Determiner  d pour  que  tout  rayon  incident  parallele  a 
l’axe  optique  et  reflechi  par  les  deux  miroirs  passe  par  Si . 
Verifier  le  calcul  par  un  graphique  a l’echelle  de  2 cm  pour 
1 m.  Dans  la  suite,  on  conservera  cette  valeur  de  d . 

b)  Determiner  la  position  des  foyers  F et  F'  de  ce  sys- 
teme optique. 

c)  Verifier  graphiquement  que  ce  systeme  optique  est 
equivalent  a une  lentille  mince  dont  on  donnera  les  carac- 
teristiques. 

d)  Quel(s)  avantage(s)  ou  inconvenient(s)  possede(nt)  ce 
montage  par  rapport  a la  lentille  equivalente  ? 


VEssentiel.  Quelle  est  la  definition  d’un 

foyer  ? 

Utiliser  le  trace  des  rayons  lumineux  pour  resoudre  la 
deuxieme  question. 


Mise  au  point 


Sur  le  schema,  la  distance  D est  fixe  ; le  reglage  du  sys- 
teme est  realise  en  jouant  sur  la  distance  d . 

Donne es  : f{=  4 cm  et  f2'=  - 6 cm  . 


B 

A 

x’ 

A 


L 

1 

1 ^ 

2 

4 eci 

an 

' 

0, 

1 

02  0 

\ d 

D 

1 • Mise  au  point  a l’infini 

a)  Le  systeme  est  regie  de  fa§on  a ce  que  les  objets  a l’in- 
fini  donnent  une  image  nette  sur  l’ecran.  Quel  est  neces- 
sairement  le  signe  de  D -/'  pour  que  ceci  soit  possible  ? 
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EXERCICES 


b)  Lorsque  cette  condition  est  realisee,  quelle  est  la  valeur 
de  d , notee  dr„  , correspondant  a ce  reglage  ? 

c)  Faire  un  schema  du  systeme  et  construire  l’image  d’un 
objet  AB  a l’infini  vu  sous  Tangle  a , pour  D = 5 cm  . 

d)  Calculer  la  taille  de  Timage  en  fonction  de  a . 

2 • Modification  du  systeme 

a)  Lorsque  Ton  veut  mettre  au  point  sur  un  objet  a distan- 
ce finie,  dans  quel  sens  faut-il  deplacer  la  lentille  diver- 
gente  ? 

b)  On  souhaite  realiser  un  systeme  tel  que  cQ  correspon- 
de  a la  valeur  D . Calculer  la  nouvelle  longueur  de  I)  a 
donner  au  systeme.  Interpreter  cette  valeur. 


3 • Latitude  de  mise  au  point 

a)  Dans  le  cas  precedent,  indiquer  la  profondeur  de  mise 
au  point  du  systeme,  c’est-a-dire  le  domaine  des  positions 
de  Tobjet  AB  susceptibles  de  donner  une  image  nette  sur 
l’ecran  lorsque  Ton  donne  a d une  valeur  adaptee. 

b)  Faire  une  construction  soignee  a Techelle  1/2  permet- 
tant  de  determiner  la  position  de  A . 

Retrouver  le  resultat  par  le  calcul. 

Donnee  : d = 6 cm. 


Soit  A ,5 1 Timage  de  AB  par  , et  A'B'  Timage 
finale  par  L2  . Comment  sont  places  les  points  02  , 
A1  et  A'  surl’axe? 

Quelle  est  done  la  valeur  minimale  de  D? 

Pour  calculer  d„  , il  suffit  d’ecrire  que  F[  et  0 sont 
conjugues  par  L2 . 

Quand  Tobjet  est  a distance  finie,  ou  se  trouve  son 
image  par  L , avant  ou  apres  F[  ? Quand  on  appro- 
che  une  lentille  divergente  d’un  objet  virtuel,  Tima- 
ge, quand  elle  est  reelle,  s’approche-t-elle  ou  s’ecar- 
te-t-elle  de  Tobjet  ? 


<D  Doublet  achromatique 

L’ indice  d’un  verre  depend  de  la  longueur  d’onde  de  la 
lumiere.  Pour  caracteriser  sa  dispersion,  on  utilise  trois  raies 
spectrales  de  reference  : 

- raie  D : 589  nm  ; raie  F : 486  nrn  (bleu) ; 

- raie  C : 656  nm  (rouge) . 

Sa  constringence  est  alors  definie  par  : 

v = n°~l  (v > 0). 

nF  ~ nC 

De  plus,  la  vergence  V d’une  lentille  mince  est  propor- 
tionnelle  a (n  - 1)  : 

V=  (n  - 1)  A , ou  A est  un  facteur  geometrique  qui  depend 
de  la  courbure  des  dioptres. 

1  • Deux  lentilles  minces,  de  vergences  V1  et  V2  sont  acco- 
lees  : elles  ont  meme  axe,  et  on  considere  que  les  centres 


Miroirs  et  lentilles 


optiques  sont  confondus.  Montrer  que  ce  doublet  est  equiva- 
lent a une  lentille  unique  dont  on  calculera  la  vergence. 

2  • Une  lentille,  de  distance  focale  image  f^=  150  mm 
pour  la  raie  D , est  taillee  dans  un  verre  de  constringence 
v = 40  . 

Determiner  l’ecart  entre  les  distances  focales  /p  et  /</  . 
Quelle  est  la  consequence  pratique  de  cette  dispersion  ? 


3  • On  accole  deux  lentilles,  de  vergences  moyennes  (ver- 
gence pour  la  raie  D)  egales  a Vj  et  V2  , taillees  dans 
deux  verres  de  constringences  V|  et  v2  . 

a)  A quelle  condition  les  distances  focales  /p  et  fc  sont- 
elles  confondues  pour  le  doublet  ? 

b)  Ce  doublet  est-il  rigoureusement  achromatique? 
(Autrement  dit,  /'  est-elle  rigoureusement  independante 
de  la  longueur  d’onde?) 

c)  Application 

On  veut  construire  un  doublet  approximativement  achro- 
matique de  focale  /'  = 500  mm  avec  un  flint  pour  lequel 
V,  = 30  et  un  crown  pour  lequel  v2  = 60. 

Calculer  les  focales  des  deux  lentilles  accolees. 


^ Pour  etudier  un  systeme  de  deux  lentilles  Ll  et  L2. 
o il  faut  considerer  une  image  intermediaire. 

Si  A est  un  point  quelconque  de  l’axe,  alors  : 


L i 


-vT 


La  position  de  A{  puiscellede  A'  sont  determinees 
par  les  relations  de  conjugaison. 

Un  systeme  optique  (ici  le  doublet)  est  assimilable  a 
une  lentille  mince  si  la  relation  de  conjugaison  qui 
relie  les  positions  de  deux  points  conjugues  peut 
s’identifier  a celle  d’une  lentille  mince. 

En  general,  un  systeme  de  plusieurs  lentilles  n’est 
pas  equivalent  a une  lentille  mince  unique. 

Quelle  relation  de  conjugaison  (Descartes  ou 
Newton)  est  ici  la  plus  appropriee  ? 

Quelle  est  la  signification  du  signe  de  la  vergence 
d’une  lentille  ? 


© Doubleur  de  focale 


objectif  boTtier 
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EXERCICES 


Miroirs  et  lentilles 


Un  appareil  photographique  est  modelise  par  une  focale 
/[  = 60  mm  qui  peut  etre  deplacee  par  rapport  a un  plan 
de  mise  au  point  dans  lequel  est  place  le  capteur  d’image  : 
la  distance  d est  adjustable. 

1 • L’objet  photographie  est  loin  (a  200  m),  et  mesure 
20  m.  Quelle  est  la  taille  de  l’image  sur  le  capteur  ? Quelle 
focale  faudrait-il  employer  pour  doubler  cette  taille  ? 
Commenter. 

2 • On  envisage  de  realiser  ce  doublement  a l’aide  d’un 
dispositif  « doubleur  de  focale  »,  d’epaisseur  e contenant 
une  lentille  mince  divergente  de  focale  f'2 . 

Le  reglage  de  la  premiere  lentille  etant  inchange,  determi- 
ner e et  f 2 permettant  de  realiser  cet  agrandissement 
d’ image.  Que  penser  de  l’encombrement  de  l’appareil  ? 

3 • Que  deviennent  les  resultats  precedents  si  l’objet 
photographie  est  a distance  finie  ? 


© Une  association  lentille-miroir 

On  considere  un  systeme  catadioptrique  constitue  par  une 
lentille  divergente  de  focale  image  f et  centre  0,  pla- 
cee  devant  un  miroir  concave  de  rayon  R et  sommet  S,  a 
distance  OS  = -f. 

Pour  les  constructions  et  calculs,  on  prendra  f = - 2 R. 


\ 

0 

s 

/ 

1 • On  repere  un  point  A de  l’axe  optique,  et  son  image 
A'  par  ce  systeme  catadioptrique,  par  les  abscisses  x = OA 
et  x'  = OA' . Etablir  la  relation  de  conjugaison  : 

6xx'  - 5xR  - 5x'R  + 4R2  = 0. 

2 • Justifier  qualitativement,  constructions  graphiques  a 
l'appui,  l’equivalence  du  systeme,  en  termes  de  position 
des  objets  et  images,  a un  miroir  spherique  de  sommet  Z 
et  centre  Q. 

3 • Verifier  la  qualite  des  constructions  effectuees  en  cal- 
culant  les  positions  de  £ et  Q. 


4  • Retrouver  la  relation  de  conjugaison  en  utilisant  les 
caracteristiques  du  miroir  equivalent. 


Utiliser  les  constructions  usuelles  et  les  formules  de 
conjugaison  des  miroirs  et  lentilles.  Attention  au  sens 
de  parcours  de  la  lumiere,  qui  traverse  la  lentille  deux 
fois,  mais  dans  des  directions  opposees  ! 

Revoir  si  besoin  les  rappels  de  cours  pour  la  determi- 
nation du  miroir  equivalent. 


<D  Equation  d'un  rayon  lumineux 
dans  un  systeme  de  lentilles 


Un  rayon  lumineux  traverse  un  systeme  de  N lentilles  min- 

1 


ces,  identiques,  convergentes,  de  convergence  C 


f 


paralleles  et  regulierement  espacees  d’une  distance  a sur  le 
merne  axe  optique  (Ox) 


1 • Considerons  l’une  des  ces  lentilles.  Le  rayon  lumineux 
y arrive  avec  une  incidence  a,  en  un  point  N d’ordonnee 
y ; il  en  ressort  avec  une  inclinaison  a'.  Determiner  une 
relation  entre  a , a' , y et  C. 


2 • On  suppose  que  les  lentilles  sont  suffisamment  proches 
l’une  de  l’autre  ( a «/')  pour  pouvoir  assimiler  le  rayon 
lumineux  a une  courbe  d’equation  y = y(x)  dont  la  derivee 
est  continue. 

a)  Etablir  l’equation  differentielle  verifiee  par  la  fonction 

y(x). 

b)  Resoudre  cette  equation  en  supposant  que  le  rayon 
passe  par  O avec  une  incidence  a0. 


■53  On  utilise  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes 
o pour  une  lentille,  puis  on  passe  a un  modele  continu 
en  ecrivant  que  a = dx. 
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Miroirs  et  lentilles 


Cavite  formee  par  deux  miroirs 
confocaux 

On  se  propose  d'etudier,  dans  le  cadre  de  l'approximation 
de  Gauss,  deux  miroirs  spheriques  dont  les  faces  reflechis- 
santes  sont  en  regard,  distantes  de  D,  ont  le  meme  axe  (O.v) 
et  le  meme  rayon  R. 


X 

C2 

O A 

Ci 

Si 

\ 


/ 


1 • Un  point  objet  A sur  l'axe  est  repere  par  son  abscisse 
x = OA. 


EXERCICES 


a)  Quelle  est  la  relation  liant  x,  R et  I)  qui  assure  que  A est 
sa  propre  image  apres  reflexion  sur  un  miroir  puis  l'autre  ? 

b)  Discuter  les  solutions  correspondantes,  en  precisant  la 
forme  des  miroirs  (concaves,  convexes)  et  la  distance  D 
devant  les  separer.  Quelle  particularite  distingue  le  cas 
d'une  cavite  confocale  (Fl=F2)r! 

2 * On  suppose  desormais  les  miroirs  spheriques  confo- 
caux Fx  = F 2 , note  F. 

a)  Decrire  1'evolution  dans  la  cavite  d'un  rayon  incident 
parallele  a l'axe,  puis  d'un  rayon  passant  par  F. 

b)  Pour  un  objet  AlB1  situe  dans  un  plan  de  front,  A , etant 
sur  l’axe,  preciser  son  image  apres  2 N reflexions  dans  la 
cavite,  ainsi  que  le  grandissement  correspondant. 

JA 

•3  1)  II  est  preferable  ici  d’utiliser  la  relation  de  conju- 
0 gaison  de  Newton. 

2)  Un  schema  clair  permet  une  discussion  efficace,  ce 
qui  est  souvent  le  cas  en  optique  geometrique. . . 
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Corriges 


Q Traversee  d'une  lentille 

1 • Premiere  methode  : on  utilise  des  rayons  « evidents  » 
paralleles  a celui  etudie.  Ils  sortent  tous  par  le  meme  point  B 
du  plan  focal  image. 


Deuxieme  methode  : on  utilise  des  rayons  « evidents  » qui 
passent  par  le  meme  point  A du  plan  focal  objet,  et  qui  sor- 
tent tous  paralleles  a celui  recherche. 


2 • On  utilise  le  meme  principe,  F et  F'  etant  ici  virtuels. 
Methode  1 : 


Methode  2 : 


0 Reflexion  sur  un  miroir 

1 • Certains  rayons  ont  un  comportement  evident  a repre- 
senter : 

- un  rayon  passant  par  C revient  sur  lui-meme  ; 

- un  rayon  reflechi  en  S revient  symetriquement  par  rapport 
a l’axe  ; 

- un  rayon  passant  par  F revient  parallele  a l’axe  ; 

- un  rayon  parallele  a l’axe  revient  en  passant  par  F. 

II  suffit  done  d’utiliser  au  moins  l’un  de  ces  rayons  pour 
effectuer  la  construction. 

Premiere  methode  : Prendre  au  moins  un  rayon  « evident  » 
parallele  a celui  etudie.  Apres  reflexion,  tous  passent  par  le 
meme  point  B du  plan  focal. 


Deuxieme  methode  : Prendre  au  moins  un  rayon  « evident  » 
passant  par  le  meme  point  A du  plan  focal  objet.  Apres 
reflexion,  tous  reviennent  dans  la  meme  direction. 
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tuels. 

Premiere  methode  : 


& Construction  d'une  image 

Pour  construire  l’image  d’un  point  A de  l’axe  optique,  on 
prend  un  point  objet  B tel  que  AB  est  normal  a l’axe.  On 
trace  au  moins  deux  des  trois  rayons  remarquables  issus  de  B 
et  passant  respectivement  par  le  foyer  objet,  par  le  centre 
optique  et  par  le  foyer  image. 

L’ intersection  de  ces  rayons  definit  l’image  B'  de  B . 

En  raison  de  la  propriete  d’a/r/tf«efwme,  Pimage  A'  de  A est 
determinee  par  la  projection  orthogonale  de  B'  surl’axe. 


OA  =-3a  ,/'  = 5a  . D’apres  la  relation  de  Descartes  : 

= = , d’ou  OA'  = -1,5  a. 

OA'  5 a 3 a 

FA  =2a  . D’apres  la  relation  de  Newton  : 

^ 5 Q ^ 

F7!'  = , d’ou  F77!'  = - 12,5  a. 

2 a 

On  retrouve  bien  : 

OA'  = OF'  + = - 7,5  a . 

A'  est  l’image  virtuelle  de  l’objet  reel  A . 


OA  = - 6 a , f = -5a  . D’apres  la  relation  de  Descartes  : 

— =-  — — , d’ou  OA'  = - 2,73  a. 

OA'  5a  6 a 


FA  = - lit; . D’apres  la  relation  de  Newton  : 

rye  _2  

¥1'  = -- , d’ou  F'A'  = 2,27  a . 

-11  a 

On  retrouve  bien  : 

OA' = OF' + F74'  = - 2,73  a . 

A'  est  l’image  virtuelle  de  l’objet  reel  A . 
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CORRIGES 


Miroirs  et  lentilles 


OA  = 3a  ,f'  = 5a  . D’apres  la  relation  de  Descartes  : 

— i—  = — + — , d’ou  OA'  = 1,87  a . 
OA'  5 a 3 a 

FA  = 8a  . D’apres  la  relation  de  Newton  : 

2 

F'A'  = — - — , d’ou  F'A'  = -3,13  a. 

8 a 


On  retrouve  bien  a nouveau  OA' . 

A'  est  l’image  reelle  de  l’objet  virtuel  A : en  effet,  A et  B 
ne  sont  pas  definis  par  une  intersection  de  rayons ; ce  sont  les 
points  vers  lesquels  convergeraient  les  rayons  d’un  faisceau 
incident  si  celui-ci  n'etait  pas  intercepts  par  la  lentille. 


C)  Objet  virtuel 


a)  AB  virtuel,  A'B'  reel. 


e Concentration  du  flux  solaire 

1 • II  suffit  de  construire  les  rayons  lumineux  emis  par  deux 
points  du  Soleil  diametralement  opposes.  A chaque  direction 
de  rayons  solaires  correspond  un  point  du  plan  focal  image 
determine  par  le  rayon  non  devie  qui  passe  par  le  centre 
optique  0 . 

Avec  F approximation  de  Gauss,  les  images  des  deux  extre- 
mites  d’un  diametre  sont  distantes  de  d =f'a  . 


On  obtient  d = 1 mm  . 


2 • Sur  la  tache,  de  diametre  1 mm,  se  trouve  concentree 
toute  l’energie  lumineuse  entrant  par  la  lentille. 

La  puissance  lumineuse  entrant  dans  la  lentille  s’exprime  par  : 

-.2 


9G 


<Po- 


nD~ 


La  puissance  lumineuse  sur  l’image  s’exprime  par  : 

rm  71  d2 
2P  = ffl . 

4 

Ces  deux  puissances  sont  egales,  et  done  : 

f = (Po{~j\  > soit  <p  = 400  % = 400  kW . nr2 . 


3 • D’apres  la  loi  de  Stefan 


soit  T ~ 1 600  K . La  temperature  est  en  fait  inferieure  : la  len- 
tille absorbe  une  partie  du  rayonnement,  et  surtout,  l’energie 
thermique  ne  reste  pas  localisee  sur  l’image  du  Soleil,  mais 
diffuse  tout  autour  par  conduction. 

L’experience  montre  cependant  que,  avec  un  peu  de 
patience,  la  temperature  devient  suffisante  pour  provoquer 
l’inflammation  de  la  feuille. 


© Plans  conjugues 

1 • Soit  O le  centre  optique,  A’  l’image  de  A sur  l’ecran, 
p = OA  et  p'  = OA' . 

• Soit  on  utilise  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes  : 

= — en  remarquant  que  p = p - d : 

P'  P f 

p'2  - dp'  + df'  = 0 ; 

• Soit  on  utilise  la  relation  de  conjugaison  de  Newton  : 

FA  . F'A'  = -f'2  , avec  (p  - f)  (p'  - f)  =ff  ou  encore 
ip'  - d -/)  (p'  - f)  =ff  et  on  obtient  la  meme  equation  du 
second  degre  en  p’ , 

Cette  equation  a deux  solutions  si  d2  > 4 df  , soit  si  d > 4 f . 
On  retrouve  un  resultat  connu  : pour  une  lentille  conver- 
gente,  la  distance  minimale  entre  un  objet  reel  et  son 
image  reelle  est  egale  a 4/' . 
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Les  deux  solutions  sont  alors  : 


, d 
et  ft  — 


1 + 


On  remarque  que  p[  = -p2  et  p'2  = - P\  ; les  deux  positions 
sont  equivalentes  si  on  intervertit  la  source  et  l’ecran. 


2 • Le  grandissement  est,  dans  le  premier  cas  : 

On  passe  d’une  solution  a l’autre  en  echangeant  p'  et  d-p' , 
done  : 

r _ Pi  _ Pi  _ Pi~d  _ 1 
Pi  Pi~d  p2  y2 

• Les  grandissements  sont  done  inverses  l'un  de  l’autre. 

• Le  cas  limite  (d  = 4 /')  est  caracterise  par  un  grandissement 
egal  a - 1 . 

Observation  d'un  miroir  eclaire 

1 • La  construction  utilisant  les  rayons  passant  par  le  centre 
et  le  foyer  figure  ci-dessous.  Le  disque  image  a pour  diame- 
tre  B’D' . 


Les  triangles  BCD  et  B'CD'  sont  homothetiques  : 

B'D'  _ CA' 

BD  ~ CA  ' 


Avec 


— = -7,5  cm,  la  formule  de  conjugaison 


2 c 9 

= + = = = donne  CA1  = = 15  cm 

CA'  CA  CS  2 


et  B'D'  = 2BD=  4 cm. 


Miroirs  et  lentilles 


2 • Une  partie  du  disque  apparait  lumineuse  s’il  existe  des 
rayons  emis  par  la  source  qui  sont  pergus  par  Lobservateur 
apres  reflexion  sur  cette  partie  du  miroir.  Elle  apparait  som- 
bre s’il  n’y  en  a pas. 

Les  rayons  emis  par  le  disque  de  diametre  BD  ressortent  par 
le  disque  image  de  diametre  B'D' . 

L’ceil  ne  reijoit  done  de  la  lumiere  que  si  le  segment  joignant 
le  point  du  miroir  a l’ceil  coupe  B'D'  . 

L’observateur  perijoit  de  la  lumiere  a 1’interieur  d’un  cone 
d’ angle  : 


limite  par  ce  disque  image. 

Le  miroir  est  vu  sous  Tangle  : 


Deux  cas  peuvent  alors  etre  envisages. 


et  seule  une  partie  du  miroir  apparait  lumineuse. 


Cas  2.  a>  ft , et  tout  le  miroir  apparait  lumineux 
et  l’ ceil  ne  peut  voir  que  BqD'q  par  reflexion. 

La  distance  limite,  au-dessus  de  laquelle  le  miroir  n’apparait 
que  partiellement  lumineux,  vaut : 

, SA' 

d0  = — YJy  = 67-5  cm  • 

1 2 V 

3 R 

Le  cas  etudie  correspond  a SA'  = — < d0,  done  au  cas  2. 
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Miroirs  et  lentilles 


3 • L’image  B'D'  est  a present  virtuelle  comme  le  montre  le 
schema  ci-dessous. 


B’D’  est  plus  petit  que  2 r : le  miroir  n’apparait  jamais  tota- 
lement  lumineux. 


4 • Comme  le  disque  est  dans  le  plan  focal,  l’image  B'D'  est 
maintenant  a l’infini,  definie  par  Tangle  : 


„ „ FB 

2 a=  2 — . 
FC 


Le  miroir  apparait  totalement  eclaire  lorsque  : 


n r FB 

B=—<a= — 
d FC 


BD 
R ’ 


partiellement  eclaire  le  cas  echeant. 

y 

La  distance  critique  est  ici  dn  = — — = 90  cm  . 

BD 


Cas  1.  Le  miroir  apparait  entierement  lumineux, 
et  I’ceil  ne  voit  que  la  partie  B0D0  reflechie. 


Cas  2.  Le  miroir  est  partiellement  lumineux, 
mais  B et  D sont  pergus  par  reflexion. 


Remarque  : Ces  observations  peuvent  etre  extrapolees  au  cas 
d’un  phare  de  voiture,  dont  le  disque  apparait  entierement 
lumineux  si  on  le  regarde  a une  distance  sujflsante,  et  seule- 
ment  lumineux  au  voisinage  de  son  centre  si  on  se  rapproche. 
Dans  le  cas  du  miroir  d’un  phare,  la  forme  est  plutot  para- 
bolique,  et  l’ ampoule  est  positionnee  au  voisinage  du  foyer. 


O Profondeur  de  champ 

d'un  objectif  photographique 


1 • D’apres  la  construction  geometrique  representee  sur  le 
schema  : 


±=f_ 

h’  d'0 


77’  d’ou  d0  = /,y7  = 2,86  m 
I h 


2 • D’apres  la  relation  de  conjugaison  de  Newton,  T image  de 
l’objet  se  trouve  a une  distance  d’  du  foyer  image  telle 

f'2 

que  F'A'  = d'  = - — . 

4 d 

La  representation  qui  suit  est  faite  avec  d > d0,  done  d'  < d'0. 
Pour  d < d0.  A'  se  trouve  apres  la  pellicule  et  donne  une 
tache  de  rayon  r sur  celle-ci. 
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Pour  les  deux  cas,  le  cone  de  rayons  issu  de  la  lentille  conver- 
ge vers  A'  et  intercepte  la  pellicule  sur  un  cercle  de  rayon  : 

r = k-l^. 

OA' 

Comme  d est  grand  devant  /' , A'  est  tres  proche  du  foyer 
image  et : 

r.  Rld’-d'0\_f2 

r 2n 


~d~~d o' 


3 • Sur  la  pellicule,  la  tache  image  ne  doit  pas  depasser  une 


taille  /'0 


x 

25 


mm  = 40  pm.  Pour  d infini,  on  calcule 


= 39,7  pm,  ce  qui  est  acceptable.  Done  toute  valeur 
d > d0  donne  une  image  « nette  ». 

A l’inverse,  pour  d > d0  , la  limite  dmin  donnant  une  image 
encore  acceptable  correspond  a : 


2N  \dmia  dj 

d’ou  dmin  = 1,43  m. 

Avec  ce  critere  (peu  exigeant),  Pimage  est  suffisamment  nette 
pour  d compris  entre  dmin  et  1’infini. 

Comme  on  peut  le  constater,  avec  ce  type  d’appareil,  les 
photographies  « familiales  » de  personnages  prises  a environ 
3 m de  distance  sont  tres  satisfaisantes,  contrairement  aux 
paysages  ou  aux  gros  plans. 


Retroviseur 

1 • D’un  objet  eloigne,  un  miroir  concave  donne  une  image 

reelle  renversee  : ce  n’est  vraiment  pas  souhaitable  pour  un 

retroviseur...  On  considere  done  un  miroir  convexe,  qui 

donne  ici  une  image  virtuelle  et  droite  (figure  1). 

T ■ ■ 11  2 2 
La  coniugatson  = + = =■  = , 

SA  SA’  SC  R 

A’g1  i 

avec  un  grandissement  y=  = — — = — , 

AB  SA  5 

donne  : R = 10  m. 

Le  miroir  du  retroviseur,  convexe,  a un  rayon  de  courbure 
de  10  m. 

2 • Pour  le  rayon  limite  reflechi  (figure  2),  on  per£oit  le 
bord  du  champ  accessible  : € = 15  m (done  2€  = 30  m)  pour 
D = 100  m. 


Mirons  et  lentilles 


Sachant  que  SA  = 1 m,  on  obtient  SA’  = - 0,83  m. 

r ( 

Le  rayon  limite  indique  : = , soit  r ~ 12  cm. 

A'S  A'l 

C’est  une  valeur  raisonnable. 

On  peut  discuter  L approximation  de  Gauss  : le  rayon  r est 
largement  inferieur  au  rayon  de  courbure  R,  done  le  miroir 
est  bien  utilise  au  voisinage  de  son  sommet. 

£ 

D'autre  part : a ~ tan  a - — est  inferieur  a 10°,  done  les 
D 

rayons  sont  peu  inclines.  Les  conditions  de  Gauss  sont 
satisfaites,  et  Pexperience  montre  que  Pimage  ne  subit  pas 
de  distorsion  notable. 

Remarque  : pour  elargir  le  champ  de  vision,  le  bord  exte- 
rieur  du  retroviseur  peut  etre  complete  par  une  partie  nette- 
ment  plus  bombee.  Le  champ  est  bien  elargi,  au  prix  d’une 
distorsion  visible  sur  son  bord. 


CE>  Doublet 


F 

2 

a 

I 

1 

\ 

1 

) 

i 

l 

/ 

/ 

1 

\ 

F 

iT 

/’ 

c 

\ 

o 

F 

0 

1 

\ 

4 

k 

V 

B 

<\ 

1 

' 

i 

1 

2 • On  utilise  les  relations  de  conjugaison  de  Newton. 
• Pour  Pimage  intermediate  Aj  : 


4 a 

F\A\  = — = 2a  . 

-2a 
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Miroirs  et  lentilles 


A{  est  une  image  reelle,  determinee  par  l’intersection  de 
rayons  reels. 

• Pour  l’image  finale  A'  : 

9 a2  

F[A'  = = 1,8  a ou  encore  02A'  = - 1,2  a . 

-5a 


3 • A’  est  une  image  virtuelle.  Les  rayons  emergents  forment 
un  faisceau  divergent  et  leurs  prolongements  se  coupent 
en  A'  . 


\2 

1 

1 

1 

r 

a 

l 

l 

) 

/ 

F 

1 

A 

1^ 

"^1 

0 

0 

f 

1^ 

2 

\ 

2 

\ 

< 

1 

1 

(D  Lentille  demi-boule 
a face  argentee 

II  est  clair  qu’un  rayon  arrivant  au  centre  de  la  lentille  demi- 
boule  revient  sur  lui-meme  : le  centre  £2  du  miroir  equiva- 
lent coincide  avec  ce  centre  C. 


La  construction  du  sommet  E utilise  un  rayon  qui  va  se  refle- 
chir  en  S : 


Dans  les  conditions  de  Gauss  : a=nj5 

avec  h = a.CS  = [S.CS,  done  C£2  = — . 

n 

Les  points  £2  et  E sont  le  centre  et  le  sommet  du  miroir 

equivalent,  de  rayon  — , concave. 

n 

Association  de  miroirs 

1 • a)  Le  foyer  objet  a son  image  a l’infini,  soit  SA'  = °°  ; 
d’ou  SF'  = SC/2  . 

Les  deux  foyers  sont  confondus  et  sont  au  milieu  du  segment 

[SC]. 

b)  et  c) 


2 • a)  Un  rayon  parallele  a l’axe  optique  sort  apres  reflexion 
sur  Mj  en  passant  par  F1  . Apres  reflexion  sur  M2 , pour  qu’il 
passe  par  Sj  , il  faut  que  l’image  de  Fl  par  M2  soit  S j : 

>fj — . 

Ceci  donne  — — + — — = ~ = ^ , 

S2S\  S2Fl  S2C2  S2F2 

avec  S2Sl  = d ,SlFl  = - 3m,  S2F2  = - 2 m ; 

d’ou  — H — - — = ou  d2  + d - 6 = 0 qui  a pour  solu- 

d d- 3 2 

tion  d = 2 m ou  <i  = -3m.  Seule  la  solution  d = 2 m est 
acceptable,  car  M2  est  avant  Ml  . 

b)  D’apres  a),  un  rayon  parallele  a l’axe  ressort  en  passant  par 
S]  , done  Sj  est  le  foyer  image  F'  du  systeme  optique. 

Un  rayon  passant  par  le  foyer  objet  ressort  parallelement  a 
l’axe.  Done  son  image  par  M1  est  le  foyer  F2  de  M2  : 

F—^>F2  Ml  >Ai  . 

En  utilisant  la  formule  de  conjugaison  pour  M1  : 

+ — 1 = = — 1 — : S!F2  = -4met  5^=- 3 m, 

StF  SJ. j SjFj 

d’ou  S\F  = — 12  m . 

Cf.  schema  page  suivante. 

c)  Si  le  systeme  est  equivalent  a une  lentille  mince,  un  rayon 
parallele  a l’axe  recoupe  l’emergent  au  niveau  de  la  lentille. 
De  meme  un  rayon  emergent  parallelement  a l’axe,  coupe 
l’incident  au  niveau  du  plan  de  la  lentille.  Ce  plan  est  le  plan 
mediateur  du  segment  FF'  . On  verifie  ce  resultat  graphi- 
quement. 
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La  lentille  equivalente  a une  distance  focale  de  6 m et  son 
centre  optique  est  tel  que  0SX  = 6 m . 

On  peut  remarquer  que  :0  = Cl  = C2,de  sorte  que  0 est  bien 
son  propre  conjugue. 

De  plus,  les  conjugaisons  des  miroirs  peuvent  s’ecrire  : 

OA  OAx  OS  i 

OAx  OA'  OS2 

ce  qui  donne  la  conjugaison  d’une  lentille  : 

_L 1_  = _1 2_  = _J_ 

OA'  OA  OS2  OSx  OF' 


Miroirs  et  lentilles 

d)  Ce  systeme  presente  les  avantages  suivants  par  rapport  a 
une  lentille  mince  : 

• compacite  : si  on  place  une  plaque  photographique  dans  le 
plan  focal  du  systeme,  celui-ci  occupe  2 m pour  les  miroirs  et 
6 m pour  la  lentille  ; 

• achromatisme  : un  miroir  est  toujours  achromatique  alors 
qu’une  lentille  doit  etre  corrigee  ; 

• luminosite  : il  y a toujours  des  pertes  par  reflexion  et  trans- 
mission dans  une  lentille. 

II  presente  comme  seul  inconvenient  un  probleme  de  champ 
d’utilisation.  Celui-ci  est  limite  par  la  taille  du  trou  au  niveau 
de  et  par  la  taille  du  miroir  M2 . 


© Mise  au  point 

I • a)  Soil 

L’ image  A'B’  doit  etre  reelle.  Une  lentille  divergente  ne  donne 
d’image  reelle  que  si  l’objet  est  entre  0 et  F (foyer-objet),  l’i- 
mage  est  alors  apres  l’objet.  Les  points  02 , Ax , A’  sont  done 
dans  cet  ordre  sur  l’axe. 

Si  A est  a l'infini,  Ax  est  en  F[  . La  distance  D doit  done 
etre  superieure  a /[ , soit  D —f[  3=  0 . 

b)  La  relation  de  Descartes  pour  L2  donne  : 

1 1 _ 1 
W>  ojpf  fi 

avec  020  = dx  , 02F[  =f[-D  + cL  , 
d’ou:  <L+(f[-D)dm-f’2(f[-D)  = 0. 

Le  discriminant  de  cette  equation  du  second  degre  est : 

A = (f[  - D)1  + 4 f'Jfl  -D)  = (D  -f[)  (D  -f{  - 4/0 
A > 0 , car  D >f[  et  f’2  < 0 . 

II  y a done  deux  solutions  dont  une  est  positive.  C’est  la  seule 
acceptable. 

d~  = \\D-  fi  + V(£»-/i^-/i'-4/2')]  • 

c)  d«,  = 3 cm.  L’image  AXBX  est  dans  le  plan  focal  image  de 

Li  . 


L 

) 

x’  

1 c 
0, 

2 

r ecr 

02  F\  0 

an 

(a>  0) 

1 

f 

k ^ 

dx 

S’ 

D 

Un  rayon  passant  par  02  et  Bx  n’est  pas  devie  done  02  , 
Bx  et  B’  sont  alignes. 

d)  D’apres  le  schema, 

AJF  = F!B[  = - af[  et  A^B7  = + 2£=~AB, 

o2f; 


d’ou  : 


A'B'  = -a 


dJ{ 

f{+(L-D 


2 • a)  L’objet  AB  est  a distance  finie  de  Lx  . Son  image 
A1Bl  est  apres  F{  (on  suppose  que  l’objet  est  avant  le  foyer 
objet  de  Lx). 

Pour  une  lentille  divergente  et  un  objet  virtuel,  l’image,  si  elle 
est  reelle  (objet  entre  0 et  F),  est  situee  entre  0 (objet  en 
0)  et  l’infini  (objet  en  F). 
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Miroirs  et  lentilles 


Quand  on  approche  la  lentille  de  l’objet,  l’image  passe  de  l’in- 
fini  a 0 , elle  se  rapproche  done  de  l’objet. 

II  faut  diminuer  d : d <dx. 


b)  Si  d^  = D , les  deux  lentilles  sont  accolees.  En  utilisant  la 
formule  d’addition  des  vergences,  ces  lentilles  sont  equiva- 


lentes  a une  lentille  de  vergence  — = — + — soit : 

/'  fi  fi 


r- 


m 


fi+fi 

O est  le  foyer  image  de  cette  lentille  done  : 

fifi 


D- 


fi+fi 


■ 12  cm . 


3 • a)  Les  positions  limites  de  L2  sont  d = 0 et  d = D . 
Dans  le  cas  ou  d = 0 , A1Bl  est  confondu  avec  A'B' , car 
02  = 0. . 

La  formule  de  conjugaison  ^ ^ = _L  donne  : 

0,-4,  0XA 

OA  =f2  , car  0,A,  =D  et  — = — + — 

D f{ 

La  plage  de  mise  au  point  est  done  de  l’infini  a 6 cm  en  avant 
de  L,  : elle  est  tres  etendue. 

b)  — =■—  d’oit  0-A,  = 3 cm  . 

o2A'  o2a,  f' 


1 

OiAj 


— = — , d’oit  0,A  = - 7,2  cm  . 

0^  fi 


© Doublet  achromatique 


1 • Soit  0 le  centre  optique  commun.  Soit  A un  point  objet 
( OA  = p)  , A,  l’image  de  A par  la  premiere  lentille 
(OA,  = pi) , et  A'  (OA'  = p')  l’image  de  A,  par  la  seconde 
lentille.  II  semble  plus  simple  de  definir  la  position  des  points 
par  rapport  au  centre  optique  commun  aux  deux  lentilles, 
aussi  on  utilise  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes. 


4j  = — 


Pi 


P 


et 


^2 


P Pi  ’ 


d’oit : — - = V1+V2  = V . 

P'  P 

La  lentille  equivalente  a pour  centre  optique  0 et  sa  vergen- 
ce est  V=VI  + V2. 


2 • D’apres  la  relation  entre  vergence  et  indice  : 

VF  -Lc  = (nF-nc)A  = ^^VD  = ^ . 

nD  - 1 V 

1 1 /c-/f.  1 

fi  fi  fifi  /dv' 

Or,  la  dispersion  est  faible  et  fifi  ~ fi,2  , d’ou  : 

fr  f 
JC~  JF  ~ 

V 

Pour  la  lentille  etudiee  fi  -fi,  = 3,7  mm.  Les  bords  des  ima- 
ges sont  irises,  ce  qui  nuit  a la  nettete  de  V image. 

3 • a)  II  faut  satisfaire  les  conditions  : 

v = y1F  + y2F  = ylc  + y2C , 

soit  A,(«1F  - 1)  + A2(n2F  - 1)  = A,(/71C  - 1)  + A2(n2C  - 1) 
ou  A,(«1F  - «1C)  + A2(«2F  - n2C)  = 0 . 

V,  V,  Vn 

Or,  A,=— ; d'oit  2A  + -^  = 0. 

"to-1  v,  v2 

Une  des  lentilles  doit  etre  convergente  et  1’ autre  divergente. 

b)  La  condition  n’a  ete  ecrite  que  pour  les  raies  F et  C . Les 
autres  vergences  restent  a priori  differentes,  mais  l’ecart  est 
devenu  tres  faible.  Le  doublet  est  approximativement  achro- 
matique. 

c)  Pour  le  sy steme  etudie  V,  + V2  = 2 dioptries  et : 

2y,  + y2  = o ; 
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done  Vl=  - 2 dioptries  et  V2  = 4 dioptries,  ou  : 
f[=-  500  mm  et  f'2  = + 250  mm  . 

© Doubleur  de  focale 

1  • L’ image  A'  du  point  A tres  eloigne  est  au  foyer  : 

A’  =F[. 

h 

L’objet  est  m sous  Tangle  a = — , ee  qui  donne  une 

taille  A’B’  = - af[  pour  T image  : A'B’  =6  mm 
20 

car  a ~ tan  a = =0,1  rad. 

200 

Doubler  cette  taille  demande  une  focale  double,  et  multiplie 
l’encombrement  de  l’objectif  d’autant,  soit  120  mm,  ce  qui 
est  assez  encombrant. 


B 

^ 

a A'=  F'i 

A 

B' 

2  • Les  schemas  avec  et  sans  doubleur  de  focale  sont  les  sui- 
vants  : 


II  faut  traduire  la  conjugaison  de  A'  et  A"  par  la  lentille 
divergente,  et  le  grandissement  obtenu  : 


F2A'.F',A'  = -fC  et  y2=^£^ 
n , 


On  en  tire  : F2A'  = et  F2A"  = - 2 f2  , puis 
la  distance  d = 02A"  = 02F2  + F2A"  = - f2  , 


Miroirs  et  lentilles 

ainsi  que  Tepaisseur  du  dispositif  : 

e = ~ArA'  = A%  + F2F2  + F2A"  = - y • 

Numeriquement  : d = 40  mm  et  e = 20  mm.  Le  dispositif 
complet  est  plus  long  de  2 cm. 

3  • Si  A est  a distance  finie,  le  reglage  de  Tappareil  cor- 
respond a une  distance  0YA'  un  peu  superieure  a f[  sur  le 
premier  schema  : Tobjectif  est  ajuste. 

Ceci  fait,  la  conjugaison  A'  — > A"  du  doubleur  sera  conser- 
vee,  avec  le  meme  grandissement  : Tobjectif  est  ajuste,  et  le 
doubleur  joue  encore  son  role. 


Une  association  lentille-miroir 


1 • On  effectue  les  conjugaisons  successives  : 

lentille 

A >A! 

,,  lentille  ) mlTOlr 

a >a2 

traduites  par  les  relations  de  conjugaison  : 


1 

1 

1 

(1) 

OAl 

UA 

/' 

J-  + 

1 

2 

(2) 

sa2 

SAt 

SC 

1 

1 

1 

(3) 

0A2 

OA' 

/' 

ou  on  a bien  tenu  compte  du  sens  de  la  lumiere  pour  la  der- 
niere  conjugaison. 

Avec  f'=  - 2 R,  les  relations  (1)  et  (2)  donnent  : 


0A,  = - et  OA2  = — 

x-2R  x'-2  R 

On  reporte  alors  dans  (2),  sachant  que 

SAl=f'  + OAl=~OAx-2R  et 

SA2  — OA-,  + 2 R, 

ce  qui  donne  bien  la  relation  souhaitee  : 

6xx'  - 5 Rx  - 5 Rx'  + 4 R2  = 0. 


2 • Un  rayon  qui  se  reflechit  en  S apres  avoir  traverse  la  len- 
tille revient  symetriquement  par  rapport  a l’axe  optique. 


Pour  la  construction,  on  remarque  que  le  rayon  transmis  IS 
est  parallele  a un  rayon  de  construction  OJ,  apres  la  lentille. 
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Miroirs  et  lentilles 


Avant  la  lentille,  ces  deux  rayons  sont  done  passes  par  le 
point  J du  plan  focal  objet  de  la  lentille,  le  rayon  OJ  n’e- 
tant  pas  devie. 

Cette  construction  montre  qu’un  rayon  incident  passant  par  le 
point  E ressort  symetriquement  par  rapport  a l’axe  optique. 
Ce  point  E a la  propriete  d’un  sommet  de  miroir  equivalent. 
La  conjugaison  E — — > S determine  ce  point  E. 

Les  raisonnements  et  constructions  sont  analogues  pour  deli- 
nk le  point  £2,  centre  du  miroir  equivalent.  II  faut  maintenant 
que  le  rayon  passant  par  £2  revienne  sur  lui-meme. 


Sur  la  construction  le  rayon  incident  © et  le  rayon  de  cons- 
truction JO  non  devie  sont  paralleles,  et  sortent  de  la  lentille 
en  passant  par  J dans  le  plan  focal  image  de  la  lentille. 

La  conjugaison  £2 — — > C determine  le  point  £2. 


_ , . _ lentille 

3 • On  traduit  Q > C par  : 

1 1 1 , 7T77  f'-OC  2 R 

= = — , soit  0£2  = 1 — = — 

OC  0£2  f f'.OC  3 

De  meme,  E — — > S donne  : 

1 1 1 ..7^  f'.OS  D 

= — . soit  OE  = 1 — = = R 

OS  OE  f f'.OS 

4 • En  ecrivant  la  conjugaison  par  le  miroir  equivalent : 

EA  EA'  E£2 

avec  EA  = EO  + OA  = x -R,  EA'  = x'  - R, 

et  E£2  = EO  + 0£2  = — , 

3 

il  vient  : 

x-R  x'-R  R 


qui  redonne  bien  la  relation  : 

6xx'  - 5 Rx  - 5Rx'  + 4 R2  = 0. 

Cette  obtention  est  plus  eflicace  en  utilisant  le  miroir  equiva- 
lent, puisqu’elle  ne  necessite  qu’une  conjugaison  au  lieu  de 
trois. 


© Equation  drun  rayon  lumineux 
dans  un  systeme  de  lentilles 

1 • La  relation  de  conjugaison  pour  la  lentille  consideree 
s’ecrit:  J_  _ 1 _ Q 

MA'  MA  f 

Or  a=  et  a'  = -v  , d’ou  a- a'  = Cy. 

AM  A'M 


2 • a)  Sur  un  intervalle  a,  a varie  : A a = a'  - a = - Cy. 

On  assimile  la  derivee  a 

dx  a a 

a ~ tan  a est  aussi  la  pente  de  y(x) : a = — , 

d.v 

d^y 

done  — — + Cy  = 0. 

dx2 

b)  En  x = 0,  y = 0 et  a = — = a0, 
dx 


alors  : y = \l~^y  «o  sin  ( \l~~x ). 


Le  rayon  lumineux  a une  trajectoire  sinusoidale  de  periode 


*0  - 2J[  y/  — . 


Sur  le  document  ci-dessus  (trace  avec /=  5a),  la  periode  .v0  est 
bien  egale  a 27t  v5  a ~ 14a. 

Remarque  : Cet  exercice  correspond  a une  modelisation  des 
fibres  optiques.  II  est  ainsi  possible  de  retrouver  les  resultats 
relatifs  aux  fibres  optiques  a gradient  d' indice. 
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CORRIGES 


fj*)  Cavite  formee  par  deux  miroirs 
confocaux 

1 • a)  Notons  A'  l’image  de  A par  reflexion  sur  le  premier 
miroir  et  A"  celle  de  A'  par  reflexion  sur  le  second  miroir. 
Utilisons  les  formules  de  conjugaison  de  Newton  pour  chaque 
miroir  : 

R 2 R2 

F,A  F,A'  = — — et  F -A'  F2A"  = — ; avec  A"  = A on  obtient : 
4 4 


En  eliminant  x',  il  reste  ( D - R)(x2  - ^ = 0. 

b)  Si  D it  R,  il  y a deux  solutions  x = ± \j  ~ accep- 

tables  si  D > 2R  et  si  R > 0 \\x\  ^ — V done  si  les  miroirs 
V 2/ 

sont  concaves  et  distants  de  plus  du  double  de  leur  rayon. 

Si  D = R,  done  pour  une  cavite  confocale,  on  constate  que  le 
resultat  est  assure  pour  tous  les  points  de  l’axe. 


Miroirs  et  lentilles 


2 • a)  Ces  deux  rayons  sont  identiques,  a une  reflexion  sur  le 
miroir  pres,  et  se  retrouvent  identiques  a eux-memes  ensuite. 


b)  Pour  construire  les  images  successives  A2B2,  A3B3,  A4B4,. . . 
de  l’objet  AXBU  on  utilise  un  rayon  passant  par  Bh  parallele  a 
l’axe  et  un  autre  passant  par  F,  d’ou  : 


On  constate  que  : 

* \ + 2 = \ '■  resultat  cor- 
respondant  a 1’ etude  de  la 
question  1)  ; 

•Ap+2Bp+2  = - ApSp : au 
bout  de  deux  reflexions, 
l’image  est  dans  le  meme 
plan  que  l’objet,  retour- 
nee  : y(2)  = - 1 ; 

* Ap  + 4 Bp  + 4 — ApBp  . au 
bout  de  quatre  reflexions, 
l’image  et  l’objet  sont 
confondus  : y(4)  = + 1. 
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Instruments 

d'observation 


Appliquer  les  raisonnements  precedents  a des  syste- 
mes  optiques  usuels  (ceil,  lunette...),  eventuellement 
destines  a des  mesures  (pointes  de  position,  taille...). 


Conjugaisons  des  systemes  elementaires  : miroirs  et 
lentilles. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Toujours  pas  grand-chose... 


ESSENTIEL 


« L'ceil 


Au  repos,  l’ceil  voit  net  son  punctum  remotum  PR  a distance  dM. 

Une  augmentation  de  la  vergence  du  cristallin  permet  de  raccourcir  la  distance  de  vision  nette 
jusqu’au  punctum  proximum  PP  a distance  dm. 

Pour  1’ ceil  emmetrope:  dM  est  infinie,  dm  = 25  cm. 

Une  observation  sans  fatigue  dans  un  instrument  d’optique  doit  dispenser  l’ceil  d’accommoder: 
l’instrument  fournit  une  image  a l’infini,  au  PR  de  l’ceil  emmetrope. 


emmetrope 

myope 

hypermetrope 

L’ceil  au  repos  et  la  vision  a l’infini 

PRoo 

J> - 

Trop  convergent 

Trop  peu  convergent 

Domaine  de  vision  distincte 

_ 

PP=°  PP^^^-""'^ 
. dm 

PR  p^cX^^ 

T^>PR 

, dM 

PR  a l’infini,  PP  a dm  = 25  cm 

PR  pas  a l’infini,  PP  plus  pres 

PR  virtuel,  PP  plus  loin 
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Instruments  d'observation 


ESSENTIEL 


emmetrope 

myope 

hypermetrope 

CEil  corrige  (en  vision  a Tinfini) 

PR°° 

F> 

/JA’cEil 

Doc.l.  L'eeil  emmetrope,  myope  ou  hypermetrope. 


4 Puissance  et  grossissement  d'un  instrument 

Q> 

Le  grossissement  d’un  instrument  est  le  rapport  G = — , ou  9 est  Tangle  sous  lequel  est  percu 

9 

l’objet  a l’ceil  nu,  et  9’  Tangle  sous  lequel  il  est  vu  a travers  Tinstrument.  11  caracterise  l’aug- 
mentation  de  la  resolution  apportee  par  Tinstrument. 


La  puissance  de  Tinstrument  est  le  rapport  positif  P = 


9’ 

AB 


. Elle  s’exprime  en  dioptries. 


Si  l’image  donnee  par  Tinstrument  est  a Tinfini,  la  puissance  intrinseque  Pi  est  atteinte. 

Si  l’objet  est  vu  au  PP  (25  cm)  a l’oeil  nu,  et  au  PR  (a  Too)  de  l’oeil  emmetrope,  le  grossissement 
commercial  Gc  est  obtenu. 


a.  observation  de  AB  a l’oeil  nu  b.  perception  de  Timage  (virtuelle)  A'B'  a travers  Tinstrument 


Doc.  2.  Grossissement  d’un  instrument  d’observation. 


4 Instruments  grossissants 

Loupe : En  pla£ant  l’objet  au  voisinage  de  son  foyer  objet,  la  loupe  donne  une  image  grossie  vue 
sans  fatigue.  Le  grossissement  commercial  Gc  = dmV  est  le  facteur  d’ amelioration  de  resolution 
apportee  par  la  loupe,  dont  la  puissance  intrinseque  est:  P,  = V. 


Avec  la  methode  b,  il  y a peu  de  distorsions  de 
de  la  loupe. 


B' 


’image  si  on  approche  l’ceil  du  centre  optique 


B' °o 


Doc.  3.  Observation  a la  loupe. 
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ESSENTIEL 


Instruments  d'observation 


Microscope : II  associe  le  grandissement  de  son  objectif  au  grossissement  de  son  oculaire  pour 
rendre  discernables  des  objets  de  tres  petite  taille. 


a.  aspect  du  microscope 


b.  principe  de  l’appareil 


Doc.  4.  Le  microscope  optique. 


Lunette  astronomique : Les  foyers  de  la  lunette  astronomique  sont  a l’infini:  c’est  un  systeme 
afocal.  Dans  une  lunette  astronomique,  le  plan  focal  image  de  Fobjectif  et  le  plan  focal  objet  de 
l’oculaire  sont  confondus.  Le  grossissement  de  la  lunette  est  le  rapport  des  focales  de  son  objec- 
tif et  de  son  oculaire : G = -f'ilf'2  ■ 


Doc.  5 


< Visees  et  pointes 

Une  lunette  de  visee  comprend  un  objectif,  qui  donne  de  l’objet  observe  une  image  intermediai- 
re,  ou  objective.  Elle  possede  un  oculaire  qui  permet  de  regarder  l’image  objective  «a  la  loupe  ». 
Un  reticule  peut  etre  associe  a un  oculaire  positif  (plan  focal  objet  reel). 


Doc.  6.  Oculaire  (ici  positif,  associe  a un  reticule). 

Le  reglage  d’une  lunette  est  effectue  en  reglant  Foculaire  a sa  vue,  puis  Fobjectif  de  fa£on  a viser 
l’objet  recherche.  Le  reglage  de  Fobjectif  peut  etre  affine  en  laissant  jouer  la  parallaxe  par  depla- 
cement lateral  de  l’ceil  devant  Foculaire. 
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Instruments  d'observation 


ESSENTIEL 


Reglage  1 


* 


a.  tirage  de  l’oculaire 


objectif 


Reglage  2 


oculaire 

b.  tirage  de  l’objectif 


Doc.  7.  Reglages  d’une  lunette. 


Si  la  lunette  est  reglee,  un  changement  d’utilisateur  peut  necessiter  une  adaptation  de  1’oculaire  a 
sa  vue,  mais  le  reglage  de  1’objectif  n’a  pas  a etre  perturbe. 

Un  viseur  reduit  sensiblement  la  profondeur  d’accommodation  de  l’ceil.  L’appareil  est  adapte  a la 
visee  d’objets  situes  a une  distance  precise.  Muni  d’un  oculaire  a reticule  micrometrique,  il  per- 
met  d’effectuer  des  pointes  transversaux,  et  une  mesure  de  la  taille  de  l’objet. 

Une  lunette  de  visee  a l’infini  peut  etre  reglee  par  autocollimation  si  elle  est  munie  d’un  reticule 
eclaire.  Elle  peut  etre  utilisee  pour  regler  un  collimateur  a l’infini,  ou  pour  effectuer  des  pointes 
de  direction. 


B 

/ 

— ™ — 

- 

A 

y 

L 

r 

b.  viseur 


c.  transformation  de  la  lunette  en  viseur  par  une  bonnette  additionnelle 
Doc.  8.  Lunette  reglee  a I’infini,  mutation  en  viseur. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Un  ceil  emmetrope  est  un  oeil  normal:  le  PR  est  a l’infini,  et  le  PP  est  a environ  25  cm  devant 
l’ceil. 

• Un  oeil  qui  n’accommode  pas  voit  net  le  PR. 

• Le  conjugue  de  F (foyer  objet)  est  a l’infini  et  le  conjugue  de  l’infini  est  en  F'  (foyer  image). 

• Souvent  l’utilisation  des  relations  de  Newton  est  preferable  a celles  de  Descartes. 
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Exercices 


Q PR  d'un  ceil  myope 


Pour  un  ceil  normal  « standard »,  les  limites  d’accommo- 
dation  sont : 

PP  a dm  = 25  cm  et  PR  a l’infini. 

On  considere  qu’un  ceil  myope,  de  meme  taille  (distance 
cristallin-retine),  possede  la  meme  faculte  d’accommoda- 
tion:  la  difference  AV  entre  les  valeurs  extremes  de  la 
vergence  est  egale  a celle  de  l’ceil  « standard  ». 

Son  PP  est  a d^=  12,5  cm.  Determiner  son  PR,  situe  a une 
distance  D'n  de  l’ceil. 

On  pourra  raisonner  sur  un  ceil  fictif  ou  le  milieu  liquide 
qui  separe  le  cristallin  de  la  retine  est  remplace  par  de  Pair, 
et  en  admettant  que  cela  ne  modifie  pas  le  resultat. 


Revoir  les  definitions  du  PP  et  du  PR. 

La  distance  entre  le  cristallin  (la  lentille)  et  la  retine 
ou  se  forment  les  images  est  constante.  II  semble 
judicieux,  ici,  d’utiliser  la  relation  de  conjugaison  de 
Descartes. 

La  relation  de  conjugaison  appliquee  a Pceil  normal 
pour  deux  cas  particuliers  permet  de  determiner  AV  . 


Correction  d'un  ceil  myope 

Un  ceil  myope  a son  PR  a 26  cm  et  un  PP  a 13,5  cm. 

1  • Quelle  doit  etre  la  vergence  d’un  verre  correcteur  place 
a 1 cm  du  cristallin,  pour  que  le  PR  de  Pensemble  soit  a 
Pinfini? 


2 • Ou  est  situe  le  PP  de  Pensemble  j ceil-lentille } ? 

3 • Reprendre  le  probleme  pour  une  lentille  de  contact. 


Est-il  necessaire  de  connaitre  la  structure  de  Pceil  pour 
repondre  a ces  questions  ? Faire  un  schema  qui  indique 
clairement  la  fonction  de  la  lentille  correctrice. 

Pour  repondre  a la  deuxieme  question,  il  faut  utiliser 
une  relation  de  conjugaison. 


Pouvoir  separateur  d'un  ceil 
myope  non  corrige 

Soit  Dm  la  distance  entre  Pceil  et  le  PR  pour  un  ceil 
myope,  R le  rayon  de  la  pupille  de  Pceil,  et  /'  la  distan- 
ce focale  image  du  cristallin  au  repos,  assimile  a une  len- 
tille mince.  On  pourra  raisonner  comme  si  le  liquide  inter- 
mediate entre  le  cristallin  et  la  retine  etait  remplace  par  de 
Pair.  Pour  simplifier  les  calculs,  on  remarquera  que  Dm 
est  tres  grande  devant  la  distance  focale  du  cristallin. 


1 • Determiner  le  rayon  r de  la  tache  image  associee  a un 
objet  ponctuel  a Pinfini  si  Pceil  n’accommode  pas. 

2 • On  considere  que  deux  objets  sont  resolus  par  Pceil  si 
leurs  taches  images  sont  disjointes.  Calculer  le  pouvoir  de 
separation  angulaire  A a de  cet  ceil,  defini  comme  le  plus 
petit  ecart  angulaire  entre  deux  objets  a Pinfini  resolus. 

3 • Dm  est  egal  a 25  cm.  Calculer  A a si  R = 1 mm,  et  si 
R = 0,1  mm.  Pourquoi  les  myopes  ont-ils  tendance  a fer- 
mer  les  paupieres  lorsqu’ils  ne  sont  pas  pourvus  de  leurs 
lunettes  ? 


Lorsque  Pceil  n’accommode  pas,  quel  est  le  plan 
conjugue  de  la  retine  ? 

Le  foyer  image  du  cristallin  est-il  en  avant  ou  en 
arriere  de  la  retine  ? Faire  un  schema  pour  repondre  a 
cette  question. 

La  tache  image  est  determinee  par  Pintersection  du 
faisceau  de  rayons  issus  d’un  point  a Pinfini  et  de  la 
retine.  Par  quel  point  tous  ces  rayons  passent-ils? 
Faire  le  schema  de  la  construction  de  la  tache  image 
(on  pourra  prendre  un  point  a Pinfini  dans  la  direction 
de  l’axe  optique). 

Pour  determiner  la  distance  entre  le  foyer  image  et  la 
retine,  on  peut  utiliser  une  relation  de  conjugaison. 
Quelle  est  la  plus  appropriee  ? 

Le  centre  de  la  tache  image  sur  la  retine  d’un  point 
objet  a Pinfini  est  determine  par  un  rayon  lumineux; 
lequel  ? 


© Loupe  d'horloger 

Cette  loupe,  lentille  convergente  d’une  distance  focale 
/'  = 5 cm,  est  fixee  a e = 1 cm  de  Pceil.  L’ objet  est  place 
a distance  d de  la  loupe. 

1 • L’observateur  est  legerement  myope : son  oeil  a un  PP 
situe  a dm  = 20  cm  et  un  PR  situe  a Dm  = 1 m.  Pour  quel- 
les  valeurs  de  d voit-il  une  image  nette  et  non  renversee 
de  l’objet? 

2 • On  se  limite  aux  valeurs  de  d precedemment  definies. 
L’objet,  qui  a une  hauteur  (normalement  a l’axe  optique) 
h de  1 mm,  est  vu  sous  un  angle  a' . 

Exprimer  a'  en  fonction  de  c/,/7,/'  et  e. 

Etudier  sommairement  la  fonction  a\d)  , determiner  les 
positions  ou  a'  est  maximal  et  minimal. 

3 • Calculer  le  maximum  et  le  minimum  de  a' . Les  com- 
parer avec  l’angle  maximal  a0  sous  lequel  le  meme  objet 
est  vu  a Pceil  nu.  Conclure. 

4 • Reprendre  la  question  3)  pour  un  ceil  « normal » dont 
le  PP  est  a 25  cm  et  le  PR  a Pinfini. 
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EXERCICES 


1)  Impose  deux  conditions  a priori  independantes : 
’image  vue  par  l’observateur  est  nette; 

• cette  image  est  non  renversee. 

2)  II  est  necessaire  de  faire  un  schema  sur  lequel  Tan- 
gle a'  est  clairement  repere.  On  rappelle  que,  dans 
les  conditions  de  Gauss,  sin0=  tan 6~  0 . 

3)  Ou  faut-il  placer  un  objet  pour  le  voir  a Tceil  nu 
sous  un  angle  maximal  ? 

4)  On  remarquera  que  la  valeur  minimale  de  a'  peut 
etre  deduite  du  grossissement  commercial  de  la 
loupe. 


0 Loupe  ou  oculaire 

1 • Une  lenlille  de  focale  /'  = 4 cm  sert  de  loupe  pour  un 
ceil  emmetrope  ( dm  = 25  cm)  place  au  foyer. 

a)  Definir  et  exprimer  la  puissance  intrinseque  de  la  loupe. 

b)  Quelle  est  la  profondeur  d’ accommodation,  intervalle 
accessible  a la  vision  dans  la  loupe  ? 


2  • Un  oculaire  est  forme  en  associant  deux  lentilles  de 
meme  focale  f'  = 3a  distantes  de  e = 2a,  ou  a est  une 
distance  qui  sera  determinee  ulterieurement. 

a)  Construire  les  foyers  de  Toculaire.  Retrouver  les  resul- 
tats  en  calculant  les  positions  de  F et  F'  pour  cet  ocu- 
laire. Peut-on  lui  associer  un  reticule? 

b)  Quelle  valeur  faut-il  donner  a a pour  que  Toculaire  ait 
la  meme  puissance  intrinseque  que  la  loupe  precedente  ? 

c)  Quelle  est  la  nouvelle  profondeur  d’ accommodation 
lorsque  Tceil  est  place  au  foyer  de  Toculaire?  Commenter 
les  resultats  obtenus. 


2)  a)  • Un  faisceau  parallele  a l’axe  optique  sort  du 
sy steme  en  passant  par  le  foyer  image  F'  (conjugue 
d’un  point  a Tinfini). 

• Un  faisceau  issu  du  foyer  objet  F sort  du  systeme 
parallele  a Taxe  optique  (image  a Tinfini). 


Grossissement  d'une  lunette 

1 • Comment,  avec  deux  lentilles  de  vergences  5 et  - 20 
dioptries,  obtenir  une  lunette  afocale  grossissante  ? 
Determiner  son  grossissement. 


2 • Peut-on  voir  sur  la  Lune  les  crateres  de  Copernic  (dia- 
metre  93  km)  et  de  Clavius  (diametre  225  km)  a Toeil  nu? 
Qu’en  est-il  en  utilisant  la  lunette  ? La  distance  Terre-Lune 
vaut  384  000  km,  et  le  pouvoir  separateur  de  Tceil  vaut  1 '. 


'3  Pour  un  systeme  afocal,  un  rayon  arrivant  parallele  a 
o Taxe  optique  ressort  parallele  a Taxe  optique.  Les 
foyers  sont  rejetes  a Tinfini. 


Instruments  d'observation 


0 Caracteristiques  d'un  microscope 

On  considere  un  microscope  dont  les  caracteristiques  sont 
les  suivantes : 

f[  = 3,2  mm  ,/2  = 25  mm  et  A = 160  mm, 
ou  /,'  designe  la  distance  focale  de  Tobjectif, /2'  celle  de 
Toculaire  et  A la  distance  entre  le  foyer  image  de  Tob- 
jectif  et  le  foyer  objet  de  Toculaire  (A  = F\F2). 

II  est  regie  de  fagon  a former  une  image  a Tinfini  d’un 
objet  place  sur  sa  platine. 

1 • Exprimer  le  grandissement  transversal  '/\  de  Tobjectif. 

2 • Exprimer  la  puissance  intrinseque  5/L  et  le  grossisse- 
ment commercial  G2 c de  Toculaire. 


3  • Quel  est  le  grossissement  commercial  du  microscope  ? 


^ En  quel  point  doit  etre  l’image  de  l’objet  par  l’objec- 
0 tif  pour  que  l’image  finale  soit  a Tinfini? 

Utiliser  ensuite  la  formule  de  Newton  pour  calculer 


7\  • 

Revoir  les  definitions  de  grandissement  et  de  puis- 
sance. 


(j)  Telescope  de  Schmidt-Cassegrain 


Lame  compensatrice 
de  fermeture 


Ce  telescope  est  compose  de  deux  miroirs  spheriques : le 
miroir  primaire  est  concave,  de  rayon  de  courbure 
A1 1 = 80  cm,  le  miroir  secondaire  M2  est  convexe, 
de  rayon  de  courbure  R2  = 28  cm.  Ils  sont  distants  de 
d = S2Si  = 30  cm. 
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EXERCICES 


Instruments  d'observation 


Une  lame  compensatrice  ferme  le  tube  du  telescope  en 
limitant  les  aberrations  du  miroir  primaire. 


1  • Faire  un  schema  du  dispositif,  calculer  et  positionner 
le  foyer  primaire  Fu  puis  le  foyer  image  F'  du  telescope. 


2  • On  note  r,  = 12,5  cm  le  rayon  d’ouverture  du  miroir 
primaire,  r2  celui  du  miroir  secondaire.  En  considerant  le 
flux  lumineux  capte  par  le  telescope  pour  un  objet  a l’infi- 
ni  dans  la  direction  de  l’axe,  quelle  valeur  faut-il  donner  a 
r2  pour  recuperer  tout  le  flux  reflechi  par  M ? 


3 • Le  telescope  est  muni  en  sortie  d’un  oculaire  de  foca- 
le /„  = 4 cm  assimile  a une  lentille  mince.  Ou  faut-il  posi- 
tionner cet  oculaire  pour  une  observation  de  la  Lune  ? 

4 • Quels  sont  les  diametres  /?  et  l)2  des  images  pri- 
maire et  secondaire  de  la  Lune?  Quelle  focale  aurait-il 
fallu  employer  pour  obtenir  une  image  finale  de  meme 
taille  avec  une  simple  lentille  de  projection  ? Commenter. 


5  • Sous  quel  angle  est  vue  la  Lune  a travers  le  telescope  ? 
Que  vaut  le  grossissement  de  l’appareil? 

Donnees : diametre  de  la  Lune  Dh  = 5 346  km ; distance 
Terre-Lune  dL  = 386. 106  m. 


£ II  est  conseille  de  faire  un  schema  a l’echelle. 


0 Lunette  de  Galilee 

D’apres  CAPES 

En  1610,  Galilee  temoigne  de  ses  travaux  concernant  la 
lunette  qui  portera  bientot  son  nom : 

« le  me  suis  mis  a penser  aux  moyens  de  fabriquer 

l’  instrument.  J’y  parvins  si  paifaitement  que  j’  en  cons- 
truisis  un,  forme  d’un  tube  de  fer,  exterieurement  recon- 
vert d’  un  drop  cramoisi  et  long  d’  environ  trois  quarts  de 
coudee*,  il  comprenait  deux  lentilles  de  la  grandeur  d’un 
ecu  a chaque  extremite,  l’ une  plan  concave,  contre  laquel- 
le  on  plagait  l’ ceil,  l’ autre  plan  convexe...  » 

* La  coudee  est  une  unite  de  mesure  correspondant  a 50  cm. 

Lettre  de  Galilee  a B.  Landucci. 

« Quel  spectacle  magnifique  et  passionnant  que  de  voir 

le  corps  lunaire,  eloigne  de  nous  de  presque  soixante 
rayons  terrestres,  rapproche  au  point  de  nous  sembler 
eloigne  seulement  de  deux  rayons:  son  diametre  nous 
apparait  ainsi  trente  fois  plus  grand. ..  qu’ a I’ceil  nu. . . » 

Adapte  de  Sidereus  Nuncius, 
Le  Message r des  Etoiles, 
(Galilee). 

1 • Quelle  est  la  nature  des  lentilles  utilisees  par  Galilee  ? 

2 • La  lunette  est  reglee  de  fagon  a donner  d'une  etoile, 
objet  a l’infini,  une  image  a l'infini  ce  qui  permet  a l’obser- 


vateur  d’eviter  toute  fatigue  puisqu'il  voit  sans  accommo- 
dation. Dans  ces  conditions  la  lunette  est  dite  « afocale  ». 

a)  Preciser  et  justifier  la  position  des  foyers  dans  une 
lunette  « afocale  ». 

b)  Realiser  un  schema,  sans  respecter  les  echelles,  mon- 
trant  le  devenir  d’un  rayon  incident  faisant  un  angle  a 
avec  l’axe  optique  et  emergeant  sous  un  angle  a'  dans  les 
conditions  de  Gauss. 

cc' 

c)  Determiner  l’expression  du  grossissement  G = — de 

a 

la  lunette  en  fonction  de  f[  distance  focale  de  l’objectif, 
et  f2  distance  focale  de  l’oculaire. 

d)  Montrer,  en  utilisant  le  texte  de  Galilee,  que  le  grossis- 
sement de  sa  lunette  est  a peu  pres  egal  a 30 ; en  deduire 
les  valeurs  approximatives  des  distances  focales  et  des 
vergences  de  chacune  des  lentilles  utilisees. 


3  • Du  haut  du  Campanile  de  Venise,  les  senateurs  veni- 
tiens  invites  par  Galilee  observent  avec  cette  lunette  en 
direction  de  Murano,  distante  de  deux  kilometres  et  demi. 
Us  distinguent  avec  enthousiasme  le  mouvement  des  gens ! 

a)  Sous  quel  angle  les  personnes  de  1,70  m sont-elles  ob- 
servees  a travers  L instrument? 

b)  A quelle  distance  les  senateurs  ont-ils,  dans  ces  condi- 
tions, Limpression  de  voir  les  habitants  de  Murano,  si  Lon 
se  refere  aux  textes  de  Galilee  rapportes  ci-dessus? 
Comparer  avec  la  position  reelle  de  l’image  obtenue. 


'S  Si  l’image  d’un  objet  a travers  une  lunette  est « loin » 
p de  l’ceil  (ici  2,8  m),  l’oeil  ne  peut  pas  apprecier  sa 
position  reelle  ; pour  pouvoir  apprecier  les  distances, 
il  faut  une  vision  binoculaire. 


fftH  Mesure  cTindice  a Taide 
d'un  microscope 

Soit  un  microscope  comprenant  un  objectif  assimile  a une 
lentille  mince  de  focale  /,' , et  un  oculaire  de  focale  f2  dis- 
tants  de  A + f(  + f2  . Son  grossissement  commercial  est 

donne  par  Gc  ~ > ^es  distances  etant  exprimees  en 

metre.  On  realise  la  serie  d’experiences  suivantes  a l’aide 
de  ce  microscope. 


objectif  du  microscope 


lamelle 


lame 
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EXERCICES 


On  marque  une  lame  de  verre  avec  un  trait  de  feutre  bleu, 
puis  on  place  par-dessus  une  lamelle  sur  la  face  superieu- 
re  de  laquelle  on  fait  une  marque  de  feutre  rouge.  On  met 
au  point  le  microscope  en  visant  successivement  la 
marque  de  feutre  rouge  de  la  lamelle,  la  marque  bleue  de 
la  lame  vue  a travers  la  lamelle  et  la  marque  bleue  de  la 
lame  vue  directement.  La  vis  micrometrique  de  reglage 
graduee  indique  les  valeurs  suivantes  (en  |im)  : 259,  121, 
62. 

1  • Quel  grossissement  minimal  doit-on  utiliser  pour  que 
l’erreur  due  a la  latitude  de  mise  au  point  soit  inferieure  a 
1 pm? 


2  • Montrer  que  Ton  peut  deduire  de  ces  mesures 
Pepaisseur  et  l’indice  de  la  lamelle  et  donner  leurs  valeurs. 
L’ceil  est  suppose  place  au  foyer  image  de  l’oculaire,  et  le 
microscope  regie  pour  un  ceil  normal  sans  accommodation 
(PP  ii  dm  = 20  cm,  PR  a l’infini).  De  plus  on  supposera  que 
fi1 2«  A. 


1)  La  latitude  de  mise  au  point  est  due  a P accommo- 
dation de  l’ceil,  c’est  la  distance  entre  l’objet  vu  a tra- 
vers le  microscope  au  PR  de  l’ceil  et  a son  PP. 
Comme  l’ceil  est  place  au  foyer  image  de  l’oculaire, 
la  formule  de  Newton  est  la  mieux  adaptee. 

2)  Le  trait  inferieur  (bleu)  est  vu  a travers  la  lamelle. 
II  faut  chercher  l’image  de  ce  trait  par  la  lamelle  en 
utilisant  les  lois  de  Descartes  pour  les  petits  angles. 


G>  Le  viseur 

Extrait  de  E.S.M.  de  Saint-Cyr. 


A.  Principe  d’un  viseur 

On  designe  par  dm  la  distance  minimale  de  vision  distincte 
d’un  observateur  emmetrope  (c’est-a-dire  ayant  une  vision 
normale). 

Un  viseur  est  constitue  d’un  objectif  et  d’un  oculaire  de 
meme  axe  optique  (Ox)  (systeme  centre).  On  assimilera 
l’objectif  a une  lentille  mince  convergente  Lx  de  centre  Ox  et 
de  distance  focale  fx  et  l’oculaire  a une  lentille  mince 
convergente  L2  de  centre  02  et  de  distance  focale/2'.  On  pose 
OxO  - D et  00 2 = d (les  distances  D et  d sont  positives  et 
reglables). 

Dans  le  plan  orthogonal  a l’axe  (Ox),  est  dispose  en  0 un 
reticule  constitue  de  deux  traits  fins  perpendiculaires,  graves 
dans  une  lame  de  verre  a faces  paralleles  et  servant  a reperer 
la  position  de  0.  L’ observateur  place  son  ceil  a une  distance 
a derriere  l’oculaire  (a  < dm). 

1 • Quel  est  l’intervalle  des  valeurs  de  d permettant  a l’ob- 
servateur  de  voir  net  le  reticule  ? 

En  deduire  une  methode  de  reglage  de  la  position  de 
P oculaire  pour  une  observation  sans  fatigue. 


Instruments  d'observation 


2 • Le  reglage  precedent  est  suppose  realise.  On  souhaite 
observer  un  objet  A situe  sur  l’axe  optique  a l’abscisse 
x = OA  ; l’observation  de  l’image  de  l’objet  A et  du  reti- 
cule doit  se  faire  dans  un  meme  plan.  Preciser  dans  quel 
intervalle  de  valeurs  doit  etre  situe  x.  En  deduire  la  plage 
de  reglage  de  la  distance  D que  le  constructeur  doit  pre- 
voir.  Determiner  l’expression  de  D en  fonction  de  x. 

3 • a)  Un  observateur  myope  souhaite  utiliser  le  viseur 
sans  ses  verres  correcteurs  pour  observer  un  objet  A situe 
a l’infini,  dans  les  conditions  definies  precedemment. 
Sachant  que  sa  distance  maximale  de  vision  distincte  est  8, 
calculer  les  valeurs  des  reglages  qu’il  doit  effectuer. 

b)  En  supposant  que  tous  les  utilisateurs  du  viseur,  qu’ils 
soient  myopes  ou  hypermetropes,  ont  des  verres  correc- 
teurs de  vergence  comprise  entre  - 8 8 et  + 8 8,  determiner 
la  plage  de  reglage  de  P oculaire  a prevoir  pour  que  le 
viseur  soit  utilisable  par  tous  sans  verres  correcteurs. 
Donnees : a = 0 et  f2  = 2 cm. 

B.  Etude  de  l’oculaire 

L’oculaire  est  en  fait  un  doublet  de  lentilles  minces  conver- 
gentes : L3  de  centre  Ox  et  de  distance  focale  et  L4  de 
centre  04  et  de  distance  focale  f4,  distantes  de  e = 0S04 
0). 


1 • Le  reticule  etant  toujours  place  en  0 , l’observateur 
etant  emmetrope,  determiner  la  valeur  de  0,0  pour  une 
observation  sans  fatigue. 


2 • Un  oculaire  de  Ramsden  verifie /,'  = f4.  Donner  les 
€ 

conditions  sur  le  rapport  — pour  que  le  reticule  puisse 

h 

etre  place  en  avant  de  L3. 


A.l)  L’image  du  reticule  par  P oculaire  doit  etre  situee 
devant  l’ceil  a la  distance  minimale  dm. 

2)  Se  rappeler  que  la  distance  minimale  objet  reel- 
image  reelle  est  d = 4 f par  une  lentille  convergente. 

3)  Pour  differents  utilisateurs  seul  le  tirage  de  P ocu- 
laire est  a modifier. 


B.  Lors  de  l’etude  d’un  oculaire,  les  formules  de 
conjugaison  de  Newton  sont  mieux  adaptees. 


© Viseur  a frontale  fixe 

1 • Une  lunette  est  constitute  par  un  objectif,  un  reticule 
et  un  oculaire.  On  admettra,  pour  simplifier,  qu’objectif  et 
oculaire  sont  des  systemes  minces  de  distances  focales 
images  /0'  et  /,' . 

a)  L’utilisateur  a vue  normale  observe  sans  effort  le  reti- 
cule a travers  l’oculaire. 

• Quelle  doit  etre  la  position  du  plan  du  reticule  par  rap- 
port a l’oculaire? 

• Ou  l’utilisateur  doit-il  placer  son  ceil? 
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EXERCICES 


Instruments  d'observation 


• Ce  placement  represente-t-il  une  contrainte  importante 
pour  1’ observation? 

b)  Le  reglage  de  la  lunette  necessite  l’observation  sans 
fatigue  de  l’image  nette  d’un  objet  situe  a grande  distance. 

• Quelle  est  la  distance  entre  objectif  et  oculaire  dans  ce  cas  ? 

• Comment  peut-on  qualifier  la  lunette  ainsi  realisee  ? 

c)  Donner  l’expression  du  grossissement  (rapport  des 
dimensions  angulaires  de  l’image  et  de  l’objet)  en  fonction 
des  distances  focales  de  l’objectif  et  de  l’oculaire;  ce  gros- 
sissement peut-il  etre  positif,  negatif? 

Une  lunette  sans  reticule  presente-t-elle  les  memes 
contraintes  ? 


2 • Transformation  en  «frontale  fixe»  par  adjonction 
tl’une  bonnette 

a)  On  place  en  avant  de  l’objectif  une  lentille  supplemen- 
taire,  la  bonnette,  de  distance  focale  /g  et  assimilee  a une 
lentille  mince. 

• Montrer  qu’un  tel  dispositif  permet  de  viser  des  objets  a 
distance  constante  de  la  bonnette. 


• La  distance  entre  bonnette  et  objectif  est-elle  quel- 
conque  ? 

b)  On  suppose  connues  toutes  les  distances  focales. 
Exprimer  la  taille  de  1’ objet  vise  en  fonction  de  la  taille  de 
son  image  vue  dans  le  plan  du  reticule  (on  supposera  que 
le  plan  du  reticule  porte  des  graduations). 

3 • Transformation  en  «frontale  fixe»  par  deplace- 
ment de  l’objectif 

L’objectif  est  eloigne  de  1’oculaire  de  telle  sorte  que  l’ob- 
servateur  obtienne  une  image  nette  d’un  objet  place  a une 
distance  donnee  de  l’objectif  egale  a d . 

• Quel  est  le  deplacement  de  cet  objectif? 

• Pourquoi  dit-on  que  le  viseur  permet  des  pointes  relatifs  ? 


’jj  1)  L’ceil  doit  pouvoir  observer  une  image  sans 
accommoder  la  plus  lumineuse  possible. 

2)  Pour  avoir  un  champ  bien  eclaire,  il  faut  que  la 
bonnette  soit  placee  contre  l’objectif. 
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Corriges 


PR  d'un  ceil  myope 


Soit  p'  la  distance  entre  le  cristallin  et  la  retine  (pour  l’oeil 
fictif).  La  formule  de  conjugaison  de  Descartes  pour  les  len- 
tilles  minces  donne : 

• Pour  l’ ceil  normal : 

- objet  au  PR : 

0 + — = Klin  i 


- objet  au  PP : 

— + — = V 

, / rmax  * 

< p 

De  ces  deux  relations,  on  deduit : 

W = ymax  - Vmin  = — , soit  AL  = 4 dioptries. 

dm 

• Pour  1’ ceil  myope : 

- objet  au  PR : 

— + — = V'  ■ ■ 

D'm  P'  Vm’ 


- objet  au  PP : 


— + — = V'  ■ 
d'm  p’ 


— — = v'  -V'  = AV 

max  mm  ' • 

cL 


D’ou: 

A.  N. : D'm  = 25  cm,  ce  qui  est  peu ! 


0 Correction  cTun  ceil  myope 

1 • L’image  par  la  lentille  d’un  objet  a l'infini  doit  etre  dans 
le  plan  PR.  De  cette  faijon,  l’ceil  peut  en  faire  une  image  nette 
sans  accommoder. 


Le  schema  montre  que  la  lentille  doit  etre  divergente,  et  que 
son  foyer  image  F'  doit  coincider  avec  le  PR. 

La  focale  de  la  lentille  est  done  f'  = - (26  - 1)  cm,  soit 
f = -25  cm. 

La  lentille  a une  vergence  negative  de  - 4 dioptries  (lentille 
divergente). 

2  • Lorsque  l’ceil  accommode  au  maximum,  l’objet  A est 
situe  au  PP  du  systeme  j ceil-lentille } ; son  image  A'  par  la 


lentille  est  au  PP  de  l’ceil.  On  applique  la  relation  de  conju- 
gaison de  Descartes : 

— = V avec  OA'  = - (13,5  - 1)  = - 12,5  cm. 

OA'  OA 

On  obtient  AO  = 25  cm.  Le  PP  du  systeme  se  trouve  done  a 
26  cm  de  l’ceil. 

3  • Les  resultats  sont  peu  modifies  pour  une  lentille  de 
contact.  La  difference  provient  du  fait  qu’elle  est  accolee  a 
l’ceil.  On  a maintenant : 

f'=  — 26  cm,  soit  V = - 3,85  dioptries. 

— = V avec  OA'  =-  13,5  cm; 

OA'  OA 

d’ou  AO  = 28  cm. 

Le  PP  se  trouve  maintenant  a 28  cm  de  l’ceil. 

0 Pouvoir  separateur  d'un  ceil 
myope  non  corrige 

1 • Lorsque  l’ceil  n’accommode  pas,  l’image  du  PR  est  sur  la 
retine.  La  construction  geometrique  du  doc.  1 montre  que  le 
foyer  F'  est  situe  en  avant  de  la  retine. 

Tous  les  rayons  issus  d’un  point  a l’infini  (dans  la  direction  de 
l’axe  sur  le  doc.  2)  passent  par  un  point  du  plan  focal  image 
(F'  sur  le  doc.  2),  et  foment  un  faisceau  dont  la  trace  sur  la 
retine  est  un  disque.  Le  rayon  r de  cette  tache  image  se  deter- 
mine simplement  si  on  connait  la  distance  a entre  le  foyer 
image  et  la  retine. 


> 

1 

i 

i i 

F’\ 

" 

F 

a 

PR 

Dm 

r "i 

cristallin  retine 

Doc.  2.  L’ objet  AB  est  place  a l’infini. 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


Instruments  d'observation 


Soit  A un  objet  place  au  PR.  D’apres  la  relation  de  Newton, 
FA.a  = -f'2\ 

— f2 

comme  Dm  »/' , FA  ~ - Dm  et  a ~ - — «/'. 

Dm 


D’apres  le  doc.  2,  r = R 


r 


Rf_ 


2 • Les  positions  des  taches  images  des  objets  ponctuels  sont 
determinees  par  P intersection  du  rayon  non  devie  passant  par 
le  centre  optique  avec  la  retine  {doc.  3). 

Si  la  distance  angulaire  entre  les  deux  objets  est  A a , les  cen- 
tres des  taches  images  sont  distants  de : 

h = A a{f  + a)  ~ A a.f 

Les  deux  taches  sont  disjointes  si  h > 2 r = '—L  . 

Dm 


Doc.  3.  Les  deux  taches  ne  se  recouvrent  pas. 


3 • Si  R = 1 mm,  A a =8.1 0-3  rad : cette  resolution  est  envi- 
ron vingt  fois  moins  bonne  que  celle  de  l’ceil  normal  ou  cor- 
rige ; ainsi,  a 10  metres  par  exemple,  la  resolution  est  de  8 cm, 
ce  qui  rend  impossible  la  lecture  des  panneaux  indicateurs 
routiers. 

Si  K = 0,1  mm,  Aa=8.10^rad. 

Le  fait  de  fermer  les  paupieres  limite  l’ouverture  de  la 
pupille,  ce  qui  ameliore  la  resolution,  au  prix,  bien  sur,  d’une 
perte  de  luminosite : ainsi  un  ceil  myope  « regardant » a tra- 
vers  un  trou  circulaire  de  0,1  mm  de  diametre  peut  voir  «net» 
sans  correction. 

Ceci  est  a rapprocher  de  l’utilisation  du  diaphragme  d’un 
appareil  photographique  pour  augmenter  la  profondeur  de 
champ  d’une  photographie. 


CJ  Loupe  d'horloger 

1 • L’observateur  voit  une  image  nette  de  l’objet  si  l’image 
de  celui-ci  par  la  lentille  est  comprise  entre  le  PR  et  le  PP. 

Si  cette  condition  est  satisfaite,  alors  l’objet  et  l’image  sont 
du  meme  cote  de  la  lentille  et  celle-ci  n’est  pas  renversee.  La 
premiere  condition  seule  est  done  suffisante. 

On  utilise  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes : 

1 1 _ 1 
OA'  ~ OA~  f' 


• Si  l’image  est  au  PR, 
tance , positive). 


1 = — (d  est  une  dis- 

Dm  ~ C f4nax  / 


Alors : 


d = dm 


f + Dm-e  ’ 


Si  l’image  est  au  PP,  on  remplace  Dm  par  dm  dans  le  resultat 
precedent. 

• Finalement,  l’intervalle  cherche  est: 

f\dm-e)  ; f(Dm-e) 
f'  + dm~e  f'  + Dm-e 

Numeriquement : 3,96  cm  < d < 4,76  cm. 


Le  centre  optique,  le  point  objet  B et  son  image  B'  sont  ali- 
gnes.  On  en  deduit : 

h'  = hd-. 
d 

Dans  L approximation  de  Gauss: 

, h'  ltd'  h 

a d'  + e d(d'+e)  d | { + e_ 

D’apres  la  relation  de  Descartes : - — + — = — ; 

d’  d r 

d’ou:  a'  = — 

d 

• On  remarque  que,  si  l’ceil  est  au  foyer  image  {e  =/')  , a' 
est  independant  de  d , done  de  la  position  de  l’objet. 

• Dans  le  cas  etudie,  e < /',  et  a'{d)  est  une  fonction 
decroissante : La  valeur  maximale  de  a'  est  atteinte  pour : 
d = d ^ ; la  valeur  minimale  pour  d = dmax. 


1 — 


f 


+ e 


3 * * a'max  = a'(^min) 

_ h _ h[f'  + dm-e) 

rfmio(  X~f)  + e dmf' 

A.N.:  a'max  = 0,024  rad. 

* & m i n — CC  (<7max). 

On  obtient  de  meme : 


h f'  + d max  _hf+D m~ 

nd'mw+e)  fV 


A.N.:  a'max  = 0,021  rad. 
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• A l’oeil  nu,  Tangle  sous  lequel  on  voit  un  objet  est  maximal 
lorsque  celui-ci  est  au  PP.  Le  meme  objet  serait  alors  vu  sous 
un  angle  a0  = 0,005  rad. 

La  loupe  apporte  done  un  « grossissement  pratique  » — de 

a0 

Tordre  4,5  dans  tout  le  champ  utilisable.  De  plus,  lorsque  cl 
est  voisin  de  dmdx  , Tobjet  peut  etre  observe  sans  accommo- 
dation. 


Instruments  d'observation 


Le  schema  illustre  la  construction  de  F' . II  suffit  de  repren- 
dre  le  trace  de  droite  a gauche  pour  construire  F.  Le  doublet 
etant  symetrique,  on  a ici  OlF  = - 02F' . 

Le  foyer  image  est  determine  par  les  conjugaisons 

> F[  — > F'  soit  F2F[  FjF'  - -f'2  , et  done  : 


f;f' 


f'2  _ 9a 

' - 2 f 4 


ou  encore 


D,F'  = — . 


4 • On  reprend  les  memes  expressions  avec  dm  = 25  cm  et 
Dm  infini  . 

amax  = 0,023  rad  , a'm in  = 0,020  rad 
et  a0  = 0,004  rad. 

Le  « grossissement  pratique » est  ici  de  Tordre  de  5. 

Or,  l’observation  a travers  la  loupe  d’une  image  a Tinfini  et 
Tobservation  directe  a 25  cm  permettent  de  definir  le  grossis- 
sement commercial.  On  retrouve  bien : 


V,, 


(dioptries) 


si  <3‘i  represente  la  puissance  intrinseque. 


% 

4 


o Loupe  ou  oculaire 


1 • a) Lorsque  Tobjet  AB  observe  est  place  au  foyer  de  la 
loupe  (A  = F),  son  image  A'B'  a Tinfini  est  vue  sans  fati- 
gue (sans  accommodation)  par  Tceil  emmetrope  sous  Tangle 

' A5  . , . . - 

a =- -yy~ , et  la  puissance  intrinseque  vaut  : 


?A  = 


a' 

AB 


— =25  dioptries. 


— f'2 

done  si  0 < FA  < - — , correspond  a une  profondeur 


f'2 

d’ accommodation  - — = 0,64  cm. 


2 • a) 


De  meme,  on  a : 0,F  = - - — . On  verifie  Taccord  entre  ces 
4 

valeurs  et  les  constructions  graphiques. 

Le  foyer  objet  F est  reel  (avant  Lt ),  de  sorte  qu’un  reticule 
place  dans  son  plan  apparait  net,  sans  accommodation,  a un 
observateur  emmetrope  qui  le  regarde  a travers  Toculaire. 

b) 


Pour  un  objet  AB  dans  le  plan  focal  objet  de  Toculaire 
(A  = F),  T image  intermediate  AlB1  est  dans  le  plan  focal 
objet  de  la  lentille  d’oeil  L2  (A]  = F2) , et  l’image  finale  A'B' 
a Tinfini. 


Le  schema  indique  alors  : 


AtB  i 
AB 


FiO\  4 , 

-=-  = — , alors  que 
FOx  3 


Timage  finale  est  vue  sous  Tangle  a' 


r 


3 a 


La  puissance  intrinseque  vaut  done  : 91,  = 


a 


AB 


_4_ 

9a 


Elle  est  egale  a celle  de  la  loupe  pour  a = 1,78  cm,  done 
/'  = 5,33  cm. 

c)  L’ ceil  est  en  F'  , et  Timage  A'  telle  que  -<=<3  <F'A'  <-dm. 

9 a 


On  note  F'A'  = - d , soit  F2A'  = - d 


. -f'2  9a2 

puis  F2Al  = -=d=-  = 


ensuite  Z7,' A,  = F2AX  + e - 2f  = 


-cr-r  -f'2  9 a ( 9 a \ 

et  enfin  F,  A = . = — — + d . 

FjAj  4d  \ 4 / 


Id 

L’image  A'  est  associee  a Tobjet  A tel  que  : FA  = ( -y- ) . 


9 a 
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Instruments  d'observation 


Pour  d = °°  , A = F , et  pour  d = dm,  la  profondeur  d’accom- 

/ ga  \2 /d 

modation  vaut  I ■ — j = 0,64  cm.  Elle  est  inchangee,  mais 


la  focale  plus  longue. 


Grossissement  d'une  lunette 

I • Le  systeme  est  afocal  si  F[  = F2 , comme  le  montre  le  pre- 
mier schema. 

Le  deuxieme  montre  que  le  grossissement  de  la  lunette  est : 

G=  <f_  _ h>fi  _ /[  _ _ i!l  _ 4 
a h / f{  f2  vx 

II  est  superieur  a 1 si  on  met  la  plus  longue  focale  en  position 
d’objectif,  et  la  plus  courte  en  position  d’oculaire. 


2 • A l’ceil  nu:  otopemic  = 0,83'  et  aclavius  = 2,0',  done  seul 
le  cratere  de  Clavius  est  discemable.  Avec  la  lunette,  les  deux 
sont  visibles. 


Caracteristiques  d'un  microscope 


1 • L’image  finale  est  a l’infini  done  l’image  intermediaire 
donnee  par  l’objectif  est  dans  le  plan  focal  objet  de  l’oculai- 
re.  Si  on  utilise  la  formule  de  Newton  du  grandissement : 


on  obtient  yl  = 


MB' 


Ml  fix 


AB  f{ 


F'A' 

~~F’ 

(voir  le  schema  ci-dessous). 


On  obtient  y,  = — - = - 50  . (Le  - fait  que  l’image  obser- 

f\ 

vee  est  renversee  dans  un  microscope.) 

2 • D’apres  la  definition  de  la  puissance  intrinseque : 


AB 


ou  aL  est  Tangle  sous  lequel  on  voit  Timage 


de  l’objet  AB  quand  elle  est  a Tinfini : 

= 40  dioptries. 

fi 

Le  grossissement  commercial  est  le  rapport 


a' 


a 


25 


OU  a 25 


est  Tangle  sous  lequel  on  voit  l’objet  quand  il  est  a 25  cm  de 
Tceil. 

' a' 


■■0,25 


AB 


h 

4 


10. 


3 • L’image  finale  est  definie  par  Tangle : 


«2~  = 9>i2  l^iBil  d’ou  af  = <3'1i\yxAB\. 


Done : 


|7i|2Pi2  “ 500  ' 


0 Telescope  de  Schmidt-Cassegrain 


1 • L’image  primaire  est  formee  dans  le  plan  focal  du  miroir 

Ml  = = - — = - 40  cm. 

2 

L’image  finale  sera  dans  le  plan  focal  du  telescope,  et  le  foyer 
F1  est  Timage  de  Fx  par  le  miroir  M2 : 

S1Fl  S2F’  s2c2 


•t  R->(R\-2d)  or 

soit:  S2F  1 — = 35  cm. 

2(R2  + 2d-Rx) 


2 • La  figure  precedente  est  construite  de  sorte  que  le  rayon 
incident,  parallele  a l’axe  du  telescope,  soit  juste  capte  par  le 
miroir  secondaire,  et  on  peut  lire  sur  cette  representation  : 

r\  _ r2 


, soit : r2  = r, , 


1_  2 d_ 

R, 


■ 3,75  cm. 


SiF i S2F  i 

Ce  resultat  est  conforme  a Tallure  du  telescope  reel  visible 
dans  Tenonce  de  l’exercice. 
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3 • Une  observation  sans  effort,  par  un  oeil  emmetrope,  sup- 
pose de  placer  l’oculaire  a distance  focale  derriere  le  foyer 
F' : le  telescope  donne  de  l’objet  humain,  a l’infini,  une 
image  a 1’°°. 


Si  la  Lune  est  vue  sous  Tangle : 

a=  — = 9,0. 10-3  rad  -0,5°, 

4 

I’image  primaire,  dans  le  plan  focal  du  miroir  Ml,  a un 

diametre  D,  = a.  — - = 3,6  mm. 

2 


L’image  finale  a un  diametre  D2  = DX. 


S2F' 

S2Fi 


1,25  cm. 


Do 

Une  lentille  de  focale  /'  = — — = 1,4  m donnerait  une  image 

a 

de  taille  identique  dans  son  plan  focal  image.  L’encom- 
brement  du  telescope,  de  l’ordre  de  d = 30  cm,  est  nettement 
inferieur. 

5 • L’image  finale,  a Tinfini,  est  vue  dans  Toculaire  sous 
D2 

Tangle  a'  = — = 0,31  rad  = 18°.  Cette  valeur  est  un  peu 

foe 

elevee  pour  T approximation  de  Gauss,  mais  on  peut  conside- 
rer  que  Ton  voit  bien  des  details  a la  surface  de  la  Lune. . . 

ex' 

Le  grossissement  G = — vaut  ici  35. 

a 


d Lunette  de  Galilee 

1 • Une  lentille  a bords  minces  est  convergente,  une  lentille 
a bords  epais  divergente. 


Instruments  d'observation 

L’objectif  plan  convexe  est  conver- 
gent, Toculaire  plan  concave  est 
divergent. 

2 • a)  On  a la  conjugaison  suivante : 

A.  °bje—  >4  = F{  ocuk-^  >AL 

L’image  intermediaire  se  forme  dans 
le  plan  focal  image  de  Tobjectif. 

Pour  que  l’image  finale  soit  a Tinfini, 

il  faut  que  cette  image  intermediaire  soit  dans  le  plan  focal 

objet  de  Toculaire. 

Soit  F[  = F2 : le  foyer  image  de  Tobjectif  est  confondu  avec  le 
foyer  objet  de  Toculaire. 

b)  Attention:  Toculaire  est  divergent.  Son  foyer  objet  est  a 
sa  droite  ! (doc.  2) 

Pour  le  trace  du  rayon  lumineux,  on  utilise  un  rayon  paralle- 
le  passant  par  le  centre  de  Lj  non  devie  par  Ll  . 
Comme  ces  rayons  sont  paralleles  avant  Ll  , leurs  supports 
se  recoupent  apres  L{  dans  le  plan  de  front  de  F[  = F2  au 
point  B\  . 


Pour  tracer  les  rayons  apres  L2  , on  trace  le  rayon  qui  entre 
L{  et  L2  passe  par  02  et  par  Sj  . 

Ce  rayon  n’est  pas  devie  et  a la  sortie  de  L2 , les  trois  rayons 
sont  paralleles,  car  leurs  supports  dans  le  milieu  incident  de 
L2  se  coupent  dans  le  plan  focal  objet  de  L2 . 

c)  D’apres  le  schema  ci-dessus  (doc.  2): 

F\  4 _F  i Bi  _ F I Bi  et  „_Fi  fi]  _F\  g]  . 
02F  j Oo_F2  f 2 OyF\  f j 

,,  v r a’  f\ 

d ou : G = -^7  = - -rr  . 

u J 2 

d)  D’apres  Tobservation  de  la  Lune,  le  diametre  angulaire  de 
celle-ci  est  multiplie  par  30,  done  G = 30  . D’apres  le  doc.  2 : 

Ofi~2  = OFl+F^O~2=f[+fi. 

f/ 

On  a done  f[  +f2  = 37,5  cm  et  f2  = — - . D’oil  ~ 38,8 
cm  et  f2  ~ — 1 ,3  cm  . 


3 
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Doc.  3.  L’ ail  normal 
n’a  pas  besoin  d’ac- 
commoder  a 2,8  m, 
done  il  n’y  a pas  de 
difference  entre  voir 
V image  d’un  homme 

de  <=  5,7  cm  a 
30 

2,8  m ou  de  1,70  m a 
83  m. 


3 • a)  Les  gens  observes  peuvent  etre  consideres  comme 
etant  a l’infini. 

I, 

On  a done  a'  = Ga  avec  a = — ou  h est  la  taille  de 

D 

rhommeet  D la  distance  homme-lunette.  Soit  a'  = 2,0.10-2 
rad  ou  a' = 1°10' . 


b)  Si  on  extrapole  1’ impression  de  rapprochement  obtenu 
dans  le  cas  de  la  Lune,  les  gens  semblent  a une  distance 

apparente:  Da  = ~ 83  cm,  car  ils  sont  vus  sous  Tangle 

a'  = 30a  = 30  — . 

D 


h' 

En  fait,  cet  angle  correspond  a a'  = ou  h'  est  la  taille 
reelle  de  l’image,  et  D'  sa  distance  reelle. 

f!  h 

Sur  le  doc.  4,  on  peut  lire : h'  = - — h=  — . On  en  deduit 

/;  30 


que  Timage  est  en  fait  a D'  = ^ = — — ~ 2,8  m. 

a'  30a  900 

C’est-a-dire  encore  30  fois  plus  pres  qu’on  le  pensait  par 
simple  impression  visuelle. 


B 

cette  haut 
la 

i ^ 

eur  represente 

taille  d eA'B' 

2 

H 

A 

II 

to 

Doc.  4 


(D  Mesure  d'indice  a I'aide 
d'un  microscope 

1 • Soit  APR  (APP)  le  point  dont  Timage  se  forme  au  PR  (PP) 
de  Tceil.  La  latitude  de  mise  au  point  <5  est  la  distance 
AprApp  . 


Si  Li  est  l’objectif  et  L2  l’oculaire: 

Apr  — F2  — PR(  °o) . 

App  — > App  — > PP  . 

• La  formule  de  conjugaison  de  Newton  pour  Ll  et  APR 
donne : 

f/2 

FA PR  . F [F 2 = -tf  , soit  FA pR  =-±~. 

A 

• La  formule  de  Newton  pour  L2  et  PP  donne : 


f 2 

F^PP  = - dm  (PP  avant  Tceil),  done  F2APP  = . 


La  formule  de  Newton  pour  Lx  donne : 

FiApp  .F/A'pp  = —f\  ■ 


soit  F[APP  = 


Done  : 


-/i'2 


/i'2 


* + fi2/dm 

r/2  rr 2 

_ h h . 


i-i 

Ad, 


2 ) 


A1  cl 


16  Gc  dm 


m) 


et  G„  > 560 


pour  <5  < 1 pm. 


2 • En  posant  x1  = 259  pm,  jc2  = 12 1 pm  et  a'3  = 62  pm,  x1  - x2 
represente  l’epaisseur  e de  la  lamelle  \xl-x2  represente  la  dis- 
tance e'  entre  Timage  du  trait  bleu  par  la  lamelle  et  la  surface 
de  la  lame. 

n sin i = sin/' , soit  ni  ~ i' . 

01  OI 

tan;  = et  tan;  = ; 

OA  OA’ 

OA  . , e 

d ou  OA  = , soit  e = — . 

n n 

On  a done  e = 197  ± 2 pm ; 
e'  = 138  ± 2 pm  et  n = —=  1,43 . 


o\  if  / 

e 

e ’ 

a| 

/ sf 

SJ  // 
ll  J 
i/  j / 

i / 

7/ 

lamelle 

ft 

i 

i lame 
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Le  viseur 


A.  • Soit  0"  la  position  de  l’ceil  et  O'  l’image  de  0 par  l’o- 
culaire. 


L’ceil  peut  voir  O'  si  O'  est  situe  devant  lui  entre  dm  et  l’infini. 


dm  -S  O'O"  ou  020'  a - dm<  0. 
D’apres  la  relation  de  Descartes  : 

1 


020'  020  fi 


1 1 ,,  . 1 1 1 
= — d ou  


d fi  020' 


0,0' ft. 

020’ -fi 


d est  une  fonction  decroissante  de  020'  quand  020'  varie  de 
- oo  a a - dm. 

Pour  une  observation  sans  fatigue,  on  doit  placer  0 en  F2. 

La  plage  de  reglage  du  reticule  est  donnee  par : 

_ fi'2 


A d=f2'-- 


a~dm  -fi  fi  + dm-  a 
Ac/  est  minimale  si  a = 0:  l’observateur  a tout  interet  a col- 
ler  son  ceil  contre  L,  pour  regler  la  position  de  l’oculaire. 


2 • 


A et  0 sont  reels,  on  a done  Of  >//. 

Si  A est  a l’infini,  son  image  se  forme  en  F[.  On  doit  avoir 
F{=  0 , done  Dmin  = //. 

D’autre  part,  la  distance  minimale  objet  reel-image  reelle  est 
egale  a 4 f{  (resultat  a connaitre).  On  a alors  A situe  a 2//  de 


et  OxO  = 2 //,  soit:  Dmax  = 2f[. 

Done : x < - 4//  et  //  < D < 2//. 

Pour  un  .v  donne,  on  determine  D : 


1 


1 1 


0,0  0,A  f{ 


— avec  0,0  = D et  0,A  = D + x. 


Done : D2  + Dx  - xf[  - 0 et  D = 


-x  + fx(x  + Af{) 


3 • a)  L’objet  A est  a l’infini.  Son  image  se  forme  en  0 pour 

D = ff 
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c5 


CORRIGES 


L’observateur  myope  observe  O'  sans  fatigue  si: 

1 


OiO ' = a - 8. 


II  doit  regler  l’oculaire  pour  avoir 


1 


1 


Of)'  Of)  fi 


soit oj)=M^L  et  d=f^-sK 

- a-S-fi  a-S-fi 


L’observateur  devra  commencer  par  regler  l’oculaire  de  fa§on 
a voir  net  le  reticule  ; ensuite,  il  devra  regler  le  tirage  de  la 
lunette  pour  voir  l’image  de  A nette : l’image  A'  de  A par  l’ob- 
jectif  sera  dans  le  plan  du  reticule. 


1 m 


b)  (EH  myope : 8 = = 12,5  cm  ; dmin  = 1,72  cm. 


1 m 


(Eil  hypermetrope : 8 = 


B.  1 • 0 est  au  foyer  objet  F de  l’oculaire  fH  F4H  °°. 


Formule  de  Newton:  F2F.  FiFA  = -fi2. 


avec  F3'F4  = e -fi~  fi  ; 

— - fi 2 


FE-. 


e-fi-fi 


et  Of)  = Of  = Of,  + Ff 


o3o  = -fi 


fi 7 


e-fi-fi 


'-fi 


e~fi 


e-fi-fi 


e - fi 

2 • Oculaire  de  Ramsden:  020  < 0,  soit : > 0 


e-2.fi 


d’oit  e > 2fi  ou  e <fi  . 

© Viseur  a frontale  fixe 


1 • a)  Pour  que  l’ceil  normal  observe  sans  effort  un  objet, 
celui-ci  doit  etre  a l’infini  par  rapport  a l’ceil.  Le  reticule  doit 
etre  place  dans  le  plan  focal  objet  de  l’oculaire. 

• La  position  de  l’ceil  n’a  pas  d’importance  pour  la  nettete  de 
l’image  du  reticule  car  celle-ci  est  a l’infini.  Cependant  le 
champ  de  vision  depend  de  la  position  de  l’ceil.  La  position 
optimale  correspond  a l’emplacement  du  cercle  oculaire 
image  de  l’objectif  par  l’oculaire.  En  pratique,  elle  est  assez 
proche  du  foyer  image  de  1’ oculaire. 


Doc.  1 

■ Cette  contrainte  est  assez  faible  car  la  distance  focale  de 
’oculaire  est  courte  et  il  suflit  de  placer  l’ceil  contre  l’oculaire. 


i 


CORRIGES 
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b)  L’objet  observe  est  a grande  distance  de  la  lunette,  done 
l’objectif  donne  une  image  intermediate  dans  son  plan  focal 
image.  L’image  finale  devant  etre  rejetee  a l’infini,  le  foyer 
image  de  1’objectif  est  confondu  avec  le  foyer  objet  de  l’ocu- 
laire.  La  distance  objectif-oculaire  est  done  /0'  +f[  . 

La  lunette  obtenue  est  dite  afocale,  car  elle  ne  possede  pas  de 
foyer:  un  rayon  lumineux  parallele  a l’axe  optique  ressort 
parallelement  a l’axe  optique. 

c)  On  utilise  les  documents  suivants  {doc.  2 et  3). 


1 

a 

i i 

F'o 

Ft 

1 

B' 

F\  r^a’ 

< 

0, 

/// 

/ 

i 

B , 

r 1 i 

Doc.  2.  L’oculaire  est  une  lentille  convergente. 


a~ 


F1Bl 

/o 


a' » 


zM  1 

/; 


D’ou:  G = — = - — . 

a f{ 

/o'  est  toujours  positive,  en  revanche : 

• si  l’oculaire  est  une  lentille  convergente  (f[  > 0),  le  grossis- 
sement  est  negatif:  L image  est  renversee  (lunette  astrono- 
mique)  (cas  du  doc.  2)  ; 

• si  l’oculaire  est  une  lentille  divergente  (f\  > 0),  le  grossis- 
sement  est  positif : l’image  est  droite  (lunette  de  Galilee)  (cas 
du  doc.  3). 

Pour  voir  le  reticule,  il  est  necessaire  que  le  foyer  objet  de 
l’oculaire  soit  reel.  L’oculaire  est  alors  une  lentille  conver- 
gente et  G < 0 . 

2 • a)  On  peut  decomposer  le  dispositif  en  deux  parties,  la 
bonnette  qui  donne  d’un  objet  AB  une  image  AbBb  et  la 
lunette. 


• La  lunette  est  reglee  a l’infini,  done  AbBb  doit  etre  a l’infi- 
ni, e’est-a-dire  que  l’objet  pointe  se  trouve  dans  le  plan  focal 
de  la  bonnette,  done  a la  distance  fB  de  celle-ci. 


Doc.  4.  Plus  la  lunette  est  proche  de  la  bonnette, 
plus  le  champ  de  vision  est  important. 


• La  position  de  la  bonnette  par  rapport  a la  lunette  est  a priori 
indifferente,  AbBb  reste  toujours  a 1’infini.  Cependant  pour 
des  raisons  de  champ  de  vision,  il  est  conseille  de  la  coller 
contre  la  lunette. 

b)  Soit  un  objet  AB  dans  le  plan  focal  objet  de  la  bonnette. 
Les  rayons  lumineux  provenant  de  B ressortent  sous  un 


angle  a = 


-AB 


/b 


de  la  bonnette.  D’apres  1)  c),  a = 


Mi 

/o' 


d’ou  le  rapport  des  tailles 


AB 

~Mx 


3 • L’image  d’un  objet  place  a d de  l’objectif  est  dans  le  plan 
focal  objet  de  l’oculaire : 

A objectif  >A,  = fj  oculaire  >A'°°  . 

La  formule  de  conjugaison  des  lentilles  appliquee  a l’objectif 

111  d f' 

donne  — + = — , soit  OA,  = — — 

d OA , /o'  d-fi 

Il  faut  done  que  d > /0'  et  avancer  l’objectif  par  rapport  a 

r'2 

1’ oculaire  de  OA,  - f', , soit  de  — 2 — 

d-fo 

On  peut  reperer  de  fagon  precise  la  position  de  la  lunette.  La 
mesure  absolue  de  la  position  d’un  objet  avec  la  lunette  est 
impossible  car  on  ne  connait  ni  d , ni  la  position  exacte  de 
l’objectif  dans  la  lunette  avec  precision. 

En  revanche,  ces  deux  grandeurs  sont  constantes,  et  la  diffe- 
rence des  mesures  successives  de  la  position  de  la  lunette  lors 
du  pointe  de  deux  objets  donne  la  distance  entre  ces  objets. 
Le  viseur  permet  done  des  pointes  relatifs. 
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Focometrie 


Observations,  reperages,  mesures  a l’exception  de 
quelques  experiences  simples  a base  de  lentilles  ou 
miroirs. 


Miroirs,  lentilles,  instruments  optiques. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Si  vous  connaissez  les  fractions,  toujours  rien  ! 


ESSENTIEL 


< Methode  d'autocollimation 


L’image  d’un  objet  place  dans  le  plan  focal  objet  est  obtenue  apres  : 

• la  traversee  de  la  lentille  ; 

• la  reflexion  sur  le  miroir  plan  ; 

• la  traversee  de  la  lentille  en  sens  inverse. 

Elle  est  dans  le  plan  focal  objet  de  la  lentille.  Son  grandissement  est  egal  a - 1 ; l’image  est  inversee. 


< Lentille  convergente 

• Methode  de  Silbermann 

Elle  consiste  a obtenir  l’image  reelle  d’un  objet  reel,  celle-ci  etant  le  symetrique  de  l’objet  par  rap- 
port au  plan  de  la  lentille. 

La  distance  objet-image  est  D = 4 /'  . 

• Methode  de  Bessel 

Pour  une  distance  D > 4 /'  entre  un  objet  reel  et  son  image  reelle,  il  existe  deux  positions  de  la  len- 
lille  convergente,  distantes  de  d,  pour  lesquelles  l’image  est  nette.  D,  d et/'  verifient : 

,,  = D2-d2 
1 4 D 
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ESSENTIEL 


Focometrie 


i Lentille  divergente 

Pour  mesurer  la  distance  focale  d’une  lentille  divergente,  il  suffit  de  l’accoler  a une  lentille  suffisam- 
ment  convergente,  de  distance  focale  connue,  afin  de  creer  un  systeme  convergent.  Les  methodes  de 
Silbermann  et  Bessel  sont  alors  applicables. 


< Viseur 

L’emploi  d’un  viseur  permet  de  generaliser  les  methodes  de  mesure  precedentes  ou  de  verifier  la  rela- 
tion de  conjugaison  avec  un  objet  reel  ou  virtuel  et  une  image  reelle  ou  virtuelle. 

Conseils  et  pieges  a eviter 

• Souvent  des  constructions  simples  permettent  de  resoudre  les  exercices. 

• Bien  connaitre  la  methode  d’autocollimation,  aussi  bien  pour  resoudre  des  exercices  qu’en 
Travaux  Pratiques. 

• II  faut  connaitre  les  relations  de  conjugaison  de  Descartes  et  de  Newton  par  coeur. 
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Exercices 


Q Determination  rapide 
d'une  focale 


Un  objet  reel  donne  une  image  reelle  renversee  et  de 
meme  taille.  Quelle  est  la  lentille  utilisee  ? 


'3  Un  schema  et/ou  une  relation  de  conjugaison  suffit  a 
p resoudre  cette  question. 


Deplacement  transversal 


Un  objet  reel  est  place  de  fa9on  a ce  qu’une  lentille  en 
donne  une  image  droite. 

Un  leger  deplacement  transversal  de  la  lentille  entraine  un 
deplacement  de  l'image  observee  dans  le  meme  sens. 

La  lentille  est-elle  convergente  ou  divergente  ? 


£ Ne  pas  hesiter  a faire  des  schemas. 


o Existe-t-il  une  methode  de 

Bessel  pour  les  miroirs  concaves? 


On  place  un  demi-ecran  a une  distance  D d’un  objet  reel. 
Existe-t-il  deux  positions  d’un  miroir  convergent,  distantes 
de  d , donnant  une  image  nette  de  l’objet  sur  le  demi-ecran ? 


^ Appliquer  les  relations  de  conjugaison  de  Descartes, 
o Pour  pouvoir  appliquer  la  methode  de  Bessel,  il  faut 
que  l’objet  et  l’image  soient  tous  deux  reels  pour 
deux  positions  du  miroir  : on  montrera  qu’avec  un 
miroir,  ceci  est  impossible. 


C)  Autocollimation 

Un  systeme  catadioptrique  est  constitue  par  une  lentille 
mince  convergente  associee  a un  miroir  plan  : les  rayons 
utilises  dans  ce  systeme  traversent  la  lentille,  sont  reflechis 
par  le  miroir,  et  traversent  de  nouveau  la  lentille. 


1 • Le  reglage  par  autocollimation 

a)  Quelle  est  l’equation  polynomiale  liant  p = OA  et 
p = OA' , ou  A'  est  le  conjugue  du  point  A par  le  syste- 
me catadioptrique  { lentille-miroir  | ? 

b)  A quelle  condition  1’ objet  AB  et  son  image  A'B'  par 
le  systeme  peuvent-ils  appartenir  au  meme  plan  ? 
Effectuer  les  constructions  correspondantes  et  preciser  le 
grandissement  y obtenu  dans  chaque  cas. 

c)  Rappeler  le  but  et  le  principe  du  reglage  par  autocolli- 
mation. 

cl)  Le  calcul  precedent  semble  laisser  une  ambigui'te  quant 
a la  validite  du  reglage.  Comment  la  lever? 


2 • Un  reglage  curieux 

Un  experimentateur  montre  cette  experience  sur  un  banc 
optique.  En  deplagant  la  lentille,  il  constate  la  formation 
d’une  image  reflechie  nette  dans  le  plan  objet.  Mais  en 
passant  le  bras  entre  la  lentille  et  le  miroir,  il  constate  que 
l’image  ne  disparait  pas ! 

a)  Pouvez-vous  expliquer  ce  qui  se  passe,  en  precisant  ou 
est  reflechie  la  lumiere  qui  forme  cette  image  ? 

b)  La  lentille  mince  spherique  utilisee  est  equiconvexe, 
son  epaisseur  est  de  l’ordre  de  5 mm.  Lorsque  le  « regla- 
ge » precedent  est  realise,  la  distance  - p vaut  6,2  cm. 
Evaluer  le  rayon  de  courbure  des  faces  de  cette  lentille,  et 
discuter  la  validite  de  l’hypothese  de  minceur  de  la  lentille 
utilisee.  Quelle  est  la  vergence  de  la  lentille  utilisee  ? 
Donnee  : La  focale  d’une  lentille  en  verre  d’indice  n , pla- 
cee  dans  Pair,  dont  les  faces  ont  pour  rayon  de  courbure 
R\  et  R2 , est  donnee  par  : 


7 


in- 1) 


J_N 

^1  ^2  j 


Utiliser  les  formules  de  conjugaison  d’une  lentille  et 
d’un  miroir,  et  effectuer  les  constructions  usuelles 
d’images  et  d’objets. 

Attention  au  sens  dans  lequel  voyage  la  lumiere  dans 
ce  systeme  catadioptrique  lors  de  l’utilisation  de  ces 
formules  (et  done  attention  aux  signes) ! 

Pensez  a la  reflexion  partielle  de  la  lumiere  par  les 
faces  de  la  lentille. 


o "Reperage  du  plan  focal 
par  autocollimation 

Un  objet  lumineux  est  constitue  par  une  figure  decoupee 
dans  un  ecran.  Pour  reperer  le  plan  focal  d’une  lentille,  on 
realise  le  montage  represente  sur  le  schema  ci-apres. 

Le  miroir  plan  est  proche  de  la  lentille  (de  faijon  a perdre 
le  minimum  de  luminosite  de  la  source). 
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EXERCICES 


Focometrie 


M 


source 

lumineuse 


miroir 

plan 


1 • Faire  une  construction  graphique  des  images  successi- 
ves  d’un  objet  AB  dans  le  plan  du  diaphragme.  Justifier 
alors  la  valeur  de  la  distance  diaphragme-lentille  lorsque 
Fautocollimation  est  realisee.  L’inclinaison  du  miroir 
a-t-elle  une  influence  sur  ce  reglage  ? 

2 • L’ objet  est  un  trou  de  diametre  d = 1 mm.  La  lentille 
a une  distance  focale  image  /'  egale  a 200  mm,  et  un  dia- 
metre D de  5 cm.  On  s’apercoit  que  l’image  du  trou  est 
floue  si  son  diametre  d'  excede  2 mm. 

Estimer  la  precision  de  la  methode. 

■3  1)  Les  constructions  graphiques  avec  un  miroir  plan 
= ou  une  lentille  mince  sont  classiques.  Faire  un  sche- 
ma  de  Fautocollimation  puis  une  lecture  plus  facile. 

2)  Faire  apparaitre  les  dimensions  de  la  « torche  image  », 
dans  le  cas  ou  le  reglage  n’est  pas  parfaitement  realise. 

Frontofocometre 

On  appelle  distance  focale  frontale  d’une  lentille  L (qui 
peut  etre  epaisse)  la  longueur  algebrique  SF  entre  le 
sommet  S de  sa  face  d’incidence  et  son  foyer  principal 
objet  F . Pour  mesurer  la  distance  focale  frontale  d'une 
lentille,  on  utilise  le  systeme  centre  decrit  ci-dessous, 
appele  frontofocometre.  En  se  limitant  aux  lentilles  min- 
ces, les  distances  focales  frontales  sont  egales  aux  dis- 
tances focales  objet  SF  =f . 

L’appareil  est  construit  de  fafon  a ce  que  le  sommet  S de 
la  lentille  L a etudier  soit  au  foyer  image  principal  F ' 
d’une  lentille  convergente  Lx  de  distance  focale  f[  comiue. 
Un  reticule  R , place  en  avant  de  la  lentille  Lx , peut  se 
deplacer  le  long  de  l’axe  optique  du  systeme,  le  point  de 
croisee  C restant  sur  l’axe. 


c 

h 51 

s 

lunette 

: □ 

0 1 

F’l 

: 1 

Lx  L 


On  regie  la  position  du  point  C de  fa9on  a ce  que  le  reti- 
cule soit  vu  nettement  dans  une  lunette  mise  au  point  a 
l’infini  et  placee  derriere  la  lentille  L . On  releve  la  posi- 
tion du  point  C qui  est  reperee  par  FXC  , c’est-a-dire  par 
rapport  au  foyer  objet  Fx  de  la  lentille  Lx  . 

1  • Determiner,  par  deux  methodes  (application  des  lois  de 
Descartes,  puis  application  des  lois  de  Newton),  la  distance 


focale  f de  la  lentille  L en  fonction  de  /'  et  de  FXC. 
Peut-on  utiliser  la  methode  pour  tous  les  types  de  lentilles  ? 

2  • Quelles  sont  les  distances  focales  des  lentilles  L pour 
lesquelles  Fappareil  est  inutilisable  ? 


3  • Le  frontofocometre  utilise  une  lentille  Lx  de  distance 
focale  /,'  =15  cm.  Pour  une  lentille  L dont  on  veut  deter- 
miner la  distance  focale  /' , il  faut  placer  le  reticule  en  C 
tel  que  FXC  = - 10  cm. 

Determiner  /'  et  tracer  la  marche  d’un  faisceau  lumineux 
issu  de  C . 


‘S  Revoir  les  diverses  relations  de  conjugaison 
(Descartes  et  Newton)  des  lentilles  minces. 


Abaque  a points  alignes 

Pour  une  lentille  L donnee,  on  repere  la  position  de 
l’image  A'  d’un  point  A de  l’axe,  pour  differentes  posi- 
tions 0 de  la  lentille. 

Pour  chaque  mesure,  on  trace  la  droite  passant  par  les 
points  ( OA  ; 0)  et  (0  ; OA')  dans  un  repere  orthonorme. 

1 • Montrer  que  la  pente  de  la  droite  tracee  est  l’opposee 
du  grandissement  entre  A et  A' . 

2 • Montrer  que  toutes  les  droites  sont  concourantes  et 
preciser  leur  point  d’ intersection. 

3 • On  place  sur  un  banc  d’optique  un  objet  (reticule  eclai- 
re),  une  lentille  et  un  viseur. 

• La  lentille  etant  enlevee,  on  pointe  l’objet.  La  position  du 
viseur  est  alors  d0  = 2 1 ,2  cm  . 

• On  place  la  lentille,  puis  on  pointe  successivement  la 
face  de  sortie  de  la  lentille  (position  dx  du  viseur)  et  l’i- 
mage du  reticule  (position  d2  du  viseur). 

On  obtient  les  tableaux  de  mesures  suivants  pour  deux 
lentilles  L et  L' . 


lentille  L 

d1  (cm) 

26,3 

31,0 

41,3 

61,2 

d2  (cm) 

22,5 

25,0 

32,7 

50,3 

lentille  L' 

dx  (cm) 

26,1 

41,3 

51,4 

61,0 

d2  (cm) 

16,1 

61,4 

66,2 

74,3 

Deduire  de  ces  mesures  les  distances  focales  des  lentilles. 


Utiliser  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes  pour 
exprimer  F equation  de  la  droite  tracee  en  fonction  du 
seul  parametre  p = OA  . 

Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  positions  pointees 
d0  , dx  et  d2  et  les  parametres  p et  p'  = OA'  ? 

Le  trace  des  quatre  droites  donne  un  encadrement  de 
/' . Pourquoi  ? 
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Corriges 


Q Determination  rapide 
d'une  focale 


Pour  y=  — , la  relation  de  Descartes  — — = — , 

P P'  P f 

donne  : p'  - - p = 2/'. 

L’objet  etant  reel  (p  < 0),  la  lentille  est  convergente,  de  foca- 
le egale  a la  moitie  de  la  distance  objet-lentille.  On  reconnalt 
ici  la  position  de  Silbermann. 


O Deplacement  transversal 

L’image  est  droite,  done  le  grandissement  est  positif,  et  l’ob- 
jet et  rimage  sont  du  meme  cote  de  la  lentille  : l’objet  est 
reel,  l’image  est  virtuelle. 

C’est  le  cas  avec  une  lentille  divergente,  ou  avec  une  lentille 
convergente  dans  le  cas  ou  l’objet  est  entre  le  foyer  objet  la 
lentille.  II  suffit  d’envisager  ces  deux  cas,  et  de  deplacer  la 
lentille  pour  conclure  : 


Dans  les  deux  cas,  les  distances  dl  et  d2  ne  sont  pas  modifiees 
par  le  deplacement  vers  le  bas  de  la  lentille.  Et  l’image  A'B' 
se  deplace  vers  le  bas  aussi  si  la  lentille  est  divergente. 


€>  Existe-t-il  une  methode  de 

Bessel  pour  les  miroirs  concaves? 

On  note  O le  sommet  du  miroir. 
p = OA  ; p'  = OA' ; D = AA' =AA  . 

Formule  de  Descartes  : 

J_  i_J_ 

7+P_7' 

p < 0 et  p'  < 0 , car  on  veut  une  image  reelle  d’un  objet  reel ; 
de  plus  on  veut  p'  = p + D . D’ou  : 

p2  + p (D  - If)  - Df  = 0 . 

II  y a deux  racines  p1  et  p2  , car  : 

A = (D  - If')2  + 4 Df'2  = D2  + 4 f'2  > 0 . 

Pi  < 0 et  p2  < 0 , done  pl  + p2  < 0 . Or  p1  + p2  = 2 /'  - D, 
d’ou  : D - 2 /'  > 0 , soit  D > 2 /'  . 

/'  < 0 ; Pip2  > 0 ; done  D > 0 . La  difference  entre  ces  deux 

racines  est  -JA  , d’ou  d2  = A = D2  + 4/'2  . 
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Ii  existe  done  deux  positions  du  miroir  distantes  de 
v Id 2 +4 /'"  telles  que  la  distance  objet  image  soit  D > 0 . 
II  reste  a verifier  que  p[  et  p2  sont  bien  negatives  : 
p'  = p + D. 


Soit  p'  solution  de  1’ equation  : 

p'2-p\D  + 2n  + f'D  = 0. 

Le  produit  des  racines  de  cette  equation  est  f'D.  II  est  nega- 
tif  (f'<  0 et  D > 0) , done  les  valeurs  p[  et  p'2  de  p'  sont 
de  signes  opposes.  La  methode  est  done  non  applicable,  car  si 
p'  est  positif,  l’image  correspondante  est  virtuelle,  done  non 
observable  directement  sur  un  ecran.  La  methode  de  Bessel 
n’est  pas  applicable  pour  des  miroirs  concaves. 

Remarque  : On  aurait pu  prendre  AA'  = -D  . Dans  ce  cas, 
on  aurait  eu  une  des  valeurs  de  p positive  correspondant  a 
un  objet  virtuel,  ce  qui  rend  la  methode  de  Bessel  inutilisable 
a nouveau. 


O Autocollimation 


1 • Le  reglage  par  autocollimation 

a)  Le  point  A{p)  a pour  image  Ai  (pt)  par  la  lentille,  dans 


le  sens  de  la  lumiere  incidente  . 

Pi  P f 

Le  point  Ax  ( p [)  a pour  image  A2  (p2)  par  le  miroir  : 
d~Pi  =Pi~d  ■ 


Le  point  A2  ( p2 ) a pour  image  A'  (p')  par  la  lentille,  dans  le 


sens  de  la  lumiere  reflechie  : = — . 

P2  P'  f 


On  a done  d - 


1 


1 


- d , soit : 


1111 

1 1 

/'  p r p' 

2 (d  -f'W  +f\2d  -f')(p  + p ')  + 2 df'2  = 


b)  Si  AB  et  A'B'  sont  dans  le  meme  plan,  alors  A = A' . On 
reporte  la  condition  p = p'  dans  l’equation  precedente,  il 
vient  : 

(d-np2+r(2d-np+df'2=o. 


Le  discriminant  de  cette  equation  de  degre  2 est  A =/'4  (tou- 
jours  positif). 


T • /» / W/ 

Les  racines  sont  p = -t  et  p = : . 

d-f 


La  solution  p = -f  correspond  a un  objet  AB  place  dans 
le  plan  focal  objet  de  la  lentille. 

Le  schema  montre  clairement  que  le  grandissement  obtenu 
est  egal  a - 1. 


La  solution  p = 


df 

d-f’ 


soit  p verifiant : 


I I-_L 

~d~~P~  7’ 


correspond  a un  cas  ou  le  plan  contenant  l’objet  AB  et  le  plan 
du  miroir  sont  conjugues  par  la  lentille. 


Appliquant  le  principe  du  retour  inverse  de  la  lumiere  a la 
lentille,  on  en  deduit  A'  = A et  B’  = B . Le  grandissement 
est  done  ici  y = + 1 . 
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CORRIGES 


Remarque  : Experimentalement,  ce  reglage  ne  pent  pas  etre 
tres  visible  si  A'B'  est  rigoureusement  confondu  avec  AB  ; 
pour  pouvoir  mettre  l’ image  en  evidence  experimentalement, 
ilfaut  incliner  un  peu  le  miroir  plan. 

c)  Le  reglage  par  autocollimation  consiste  a placer  l’objet  AB 
dans  le  focal  objet  de  la  lentille.  L’image  de  l’objet  AB  par 
la  lentille  est  alors  renvoyee  a rinfini.  Elle  peut  alors  servir 
de  « source  a l’infini  » pour  la  suite  du  montage  optique  (le 
miroir  plan  sert  a faire  le  reglage,  il  est  ensuite  ote). 

d)  Classiquement,  on  l’effectue  en  plagant  un  miroir  plan  juste 
derriere  la  lentille  et  en  ajustant  la  distance  - p de  fagon  a 
obtenir  une  image  nette  dans  le  plan  de  l’objet  AB  . On  a vu 
qu’il  existe  deux  reglages  distincts  conduisant  a cette  observa- 
tion. On  note  toutefois  que,  pour  le  premier,  la  position  exac- 
te  du  miroir  est  sans  importance  et  que  l’image  A'B'  est  ren- 
versee  par  rapport  a l’objet  AB  , ce  qui  permet  de  lever  l’am- 
bigui'te.  En  pratique,  on  obtient  done  toujours  sans  probleme 
le  premier  reglage. 

2 • Un  reglage  curieux 

a)  La  lumiere  est  ici  reflechie  par  la  lentille.  En  fait,  les  inter- 
faces air/verre  ne  correspondent  pas  a une  transmission  inte- 
grale  de  la  lumiere  incidente,  une  petite  partie  est  reflechie  (ce 
qui  explique  le  traitement  anti-reflet  des  lentilles  d’un  objec- 
tif  photographique,  car  les  reflexions  sont  en  general  assez 
nombreuses). 


b)  La  reflexion  sur  la  premiere 
face  de  la  lentille  equiconvexe, 
qui  se  comporterait  alors  comme 
un  miroir  convexe,  n’est  pas 
responsable  de  la  formation  de 
1’ image  observee  : ce  miroir 
divergent  ne  peut  dormer  une 
image  reelle  de  l’objet  AB, 
comme  l’indique  le  schema  ci-contre. 

II  doit  done  s’agir  d’une  reflexion  sur  la  seconde  face  de  la 
lentille.  Le  point  A a pour  image  Al  par  la  lentille,  dans  le 
sens  de  la  lumiere  incidente  : 

1 1 _ 1 

Pi  P f 

Le  point  At  a pour  image  A2  par  le  miroir  concave  de  som- 
met  0 forme  par  la  seconde  face  de  la  lentille  : 


Focometrie 


— + — - - 
Pi  Pi  R ’ 

ou  R est  la  valeur  absolue  du  rayon  de  courbure  des  faces  de 
la  lentille  equiconvexe. 

Le  point  A2  a pour  image  A'  par  la  lentille,  dans  le  sens  de 
la  lumiere  reflechie  (attention  aux  signes)  : 

_L  _L-_L 

Pi  P f ’ 

Lorsque  p = p'  , on  a done  —p  = ^ ^ ^ . 

1 

R f 

Pour  une  lentille  en  verre,  on  peut  evaluer  le  rayon  de  cour- 
bure en  prenant  n ~ 1,5  ; en  utilisant  la  formule  donnee  dans 
Tenoned,  il  vient  f'~R,e t la  mesure  — p = 6,2  cm  cor- 
respond a R = 12,4  cm. 

On  constate  que  le  rayon  de  courbure  des  faces  de  la  lentille 
est  tres  superieur  a son  epaisseur,  1’ approximation  de  lentille 
mince  est  bien  justiliee. 

La  vergence  de  cette  lentille  est  : 

111 

v = — = — = = + s dioptnes. 

f R -2  p 

0 "Reperage  du  plan  focal 
par  autocollimation 

1 • Construisons  l’image  A1Bl,  de  l’objet  AB  dans  le  plan 
du  diaphragme,  par  la  lentille.  L’image  A2B2,  de  A^^par 
le  miroir  plan  est  symetrique  par  rapport  au  plan  du  miroir 
(SA2  = - SAj),  de  meme  taille  ( A2B2  = AlBl ). 

Sur  le  schema,  A}B3  constitue  un  objet  virtuel  pour  la  lentil- 
le utilisee  dans  le  sens  de  la  lumiere  reflechie  (symbole 
« ).  L’image  finale  AiBi  s’en  deduit. 

Le  schema  montre  que  si  A est  a gauche  de  F,A’  est  a droi- 
te  de  F,  il  suffit  de  transposer  les  constructions,  en  interver- 
tissant  AB  et  A'B,  AlBl  et  A2B2,  sur  la  figure,  et  A'  sera 
a gauche  de  F. 


On  obtient  A = A'  (et  A'B'  = - AB)  lorsque  A = F = A'  : 
1’ autocollimation  est  realisee. 

Incliner  (moderement !)  le  miroir  decalera  lateralement  A2B2 
et  A'B' , sans  modifier  les  positions  longitudinales  : on  peut 
faire  apparaitre  l’image  A'  reflechie  a cote  du  diaphragme  A, 
ce  qui  est  tout  de  meme  plus  facile  a observer. 
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Focometrie 


2 • On  considere  que  le  reglage  n’est  pas  idealement  realise  : 


AA' 

raitre  une  tache  lumineuse  de  rayon  r,  avec  : r = R. 

A'O 


d’apres  le  schema. 

On  note  x = FA,  petit  (en  valeur  absolue)  devant  /'  si  le 

f'2 

reglage  est  presque  realise.  On  obtient  F'Al  = - •- — , grand 

x 

(en  valeur  absolue)  devant  F' , car  Ax  est  « tres  loin  » si 
A~  F. 

On  en  deduit  OA2  ~ SA2  = - = - OAx  ~ - F’AX  = — — , 

x 

f’2  f'2 

done  F'Aj  ~ - — , et  enfin  FA'  = - / ~-x.  Ainsi,  lorsque 

‘ x F'A2 


l’autocollimation  est  presque  realisee,  A et  A'  sont  sensi- 
blement  symetriques  l’un  de  1’ autre  par  rapport  a F. 

On  en  deduit : r ~ 

/' 

Si  le  diaphragme  a un  diametre  cl,  le  rayon  r designe  Velar- 
gissement  de  la  tache  image,  de  diametre  d'  = d + 2 r. 

On  a bnalement  une  precision  de  mise  au  point : 


x 


= f-jL  = r_ 
2 R 2 


d'  -cl 
D 


= 2 mm 


soit  une  erreur  relative  — de  1 %. 

/' 


© Frontofocometre 

1 • Pour  que  le  reticule  soit  vu  nettement  dans  la  lunette,  il 
faut  que  les  rayons  issus  de  la  croisee  C des  fils  sortent  de  la 
lentille  L parallelement  a l’axe  optique.  Cela  revient  a dire 
que  P image  C'  de  C , donnee  par  la  lentille  L,  , se  forme 
au  foyer  objet  principal  de  la  lentille  L : 

SC'  =W =/. 

Premiere  methode 

On  exprime,  a l’aide  des  lois  de  Descartes,  le  fait  que  C et 
C’  sont  conjugues  par  rapport  a la  lentille  Lx  : 

J_  _L_± 

p[  Pi  K 


avec  : px  = SjC  = SXFX  + FXC  = fx  + FXC  = -f{+  FXC 
p[  = s£'=s2s+sc  = f;+f  = f{-f’. 


II  en  resulte  que  : 


1 


1 


1 


d’ou  : 


Fxc-f[  K-f  fi 

1 __  1 ,1  /' 


FxC-f{  f{  fi-f  fC-f'fC 
soit  encore,  en  inversant  les  expressions  et  en  simplifiant  par 
r'2 

fi , FXC  = -jy- ; d’ou  l’expression  de  la  distance  focale  de  L : 

f = g= 

F\C 

Seconde  methode 

On  exprime,  a l’aide  des  lois  de  Newton,  le  fait  que  C et  C' 
sont  conjugues  par  rapport  a la  lentille  Lx  : 

xx  x\  = -f'2  , avec  xx  = FXC 

et  x[  = W = SC  = / = -f  . 

II  vient  immediatement  : 

F\C 

• Comme  C peut  se  trouver  de  part  et  d’ autre  de  Fx , il  appa- 
rait  que  l’appareil  peut  servir  pour  la  determination  des  dis- 
tances focales  des  lentilles  convergentes  (f’  > 0)  et  diver- 
gentes  If'  < 0) . Si  FXC  > 0 , la  lentille  est  convergente  et  si 
FXC  < 0 , la  lentille  est  divergente. 

2 • Si  C est  avant  Fx,  son  image  C'  est  apres  F'x  : ce  cas 
de  figure  permet  le  reglage  souhaite  pour  toute  lentille  L 
divergent  e. 

Si  C est  entre  Fx  et  ^ , son  image  C'  est  virtuelle  pour 
Lx,  avant  Sx  : ce  cas  est  adapte  aux  lentilles  L convergentes 
si  /</i  (<  0). 

3 • L’ application  de  la  relation  etablie  dans  la  premiere  ques- 
tion donne  : 


r=£L=ll 1. 

1 FCX  -10 


■ 22,5  cm . 


La  lentille  L est  une  lentille  divergente. 

Sur  le  schema  ci-apres  est  represente  le  trace  d’un  faisceau 
issu  de  C , ainsi  que  la  construction  (en  pointilles)  de  l’ima- 
ge  B ' de  B donnee  par  la  lentille  Lx  . Cette  image  se  trou- 
ve  dans  le  plan  focal  objet  de  L . 
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Focometrie 


Schema  de  la  question  3)  de  I’exercice  6 


<01  Abaque  a points  alignes 

1  • La  formule  de  Descartes  donne  : 

1 1 _ 1 
OA'  OA~  f 


et  d’apres  le  schema  ci-dessous  : 

ATT  OA' 


L’ equation  de  la  droite  passant  par  les  points  (p  ; 0)  et  (0  ; 
P ) est:  X + £ = i 

P P 

Sa  pente  est  : — = —£—=  — y,  opposee  au  grandissement 
dx  p 

de  la  lentille. 

2 • Comme  — = — , il  est  clair  que  le  point 

P'  P f 

(x  = -f,y  =/')  est  commun  a toutes  les  droites  pouvant  etre 
tracees  pour  differentes  valeurs  de  p (et  p’). 

3 • Un  viseur  permet  des  pointes  relatifs. 

On  a done  p = OA  = d0  - dx  et  p'  = OA'  = d2  - d\  . 

Ceci  permet  de  remplir  les  tableaux,  puis  de  tracer  les  deux 
families  de  droites. 


lentille  L 

p (cm) 

26,3 

31,0 

41,3 

61,2 

P (cm) 

22,5 

25,0 

32,7 

50,3 

lentille  L' 

p (cm) 

-4,9 

-20,1 

-30,2 

-39,8 

P (cm) 

- 10,0 

20,1 

14,8 

13,3 

On  remarque  que  ces  droites  sont  quasiment  concourantes,  et 
que  toutes  les  droites  de  la  premiere  famille  passent  a moins 
de  2 mm  du  point  (15,0  ; - 15,0)  , et  celles  de  la  deuxieme 
famille  au  point  (-  10,0  ; 10,0) . 

La  premiere  lentille  est  divergente  de  distance  focale  image 
- 15,0  ± 0,2  cm  et  la  deuxieme  convergente  de  distance  foca- 
le image  10,0  ± 0,2  cm  . 

On  remarque  que  la  methode  est  d’autant  plus  precise  que  I p I 
et  \p'\  sont  simultanement  grands.  Les  droites  correspondant 
a A et  A'  proches  de  O ne  sont  pas  utilisables. 
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Le  prisme,  utilisation 
en  spectroscop  e 


Deviation  de  la lumiere  par  un  prisme,  ou  plusieurs... 


• Instruments  d’optique  (collimateur,  lunette), 
reflexion  et  refraction. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Quelques  angles,  done  un  peu  de  trigonometric. 


ESSENTIEL 


Soit  un  prisme  d’angle  au  sommet  A : 


• II  y a toujours  reflexion  totale  si  A > 2A  , avec  sin  A = L , A etant  Tangle  de  refraction  limite  sur 
la  face  d’entree. 

Lorsque  A =£  2A  , le  rayon  emerge  du  prisme  si : 


i0  =£  i ^ , ou  sin  i0  =n  sin  (A  - A). 


• La  deviation  D croit  avec  Tindice  du  prisme,  du  rouge  au  violet  dans  le  domaine  visible. 
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Le  prisme,  utilisation  en  spectroscopie 


ESSENTIEL 


Doc.  2 


• Minimum  de  deviation  : lorsque  1’  angle  d' incidence  i varie  de  i0  a ^ , la  deviation  passe  par  un 
minimum  Dm  verifiant  la  relation  : 


sin 


A + D„ 


- n sin  (4 


Au  minimum  de  deviation,  le  trace  du  rayon  lumineux  est  symetrique  par  rapport  au  plan  bissecteur 
de  Tangle  au  sommet  du  prisme. 


• L’indice  du  prisme  peut  etre  calcule  en  mesurant  A et  en  reperant  le  minimum  de  deviation  Dm  a 
Taide  d’un  goniometre. 


• Le  prisme,  grace  a son  pouvoir  dispersif,  permet  Tanalyse  du  spectre  d’une  source  lumineuse.  Pour 
cela,  on  utilise  un  spectroscope  si  Tobservation  du  spectre  se  fait  a travers  une  lunette,  ou  un  spec- 
trographe  si  Tobservation  se  fait  sur  un  ecran  ou  une  plaque  photographique. 

Ces  appareils  permettent  de  determiner  les  longueurs  d’onde  des  diverses  raies  du  spectre. 
Un  spectrometre  donne  un  enregistrement  graphique  a Taide  duquel  on  peut  connaitre  la  longueur 
d’onde  et  Tintensite  de  chaque  raie. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Attention  a Torientation  des  angles. 

• Penser  aux  symetries  avec  le  prisme. 
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0 Minimum  de  deviation 
d'un  prisme 

1 • Exprimer  la  deviation  D du  rayon  lumineux  a l’aide 
de  i,  i' , et  A. 

2 • Pourquoi  existe-t-il  deux  valeurs  de  i donnant  la 
meme  deviation  ? 


3  • Que  peut-on  en  deduire  au  minimum  de  deviation  ? 
representer  cette  configuration  particuliere.  Indiquer  les 
valeurs  des  angles  si  A = 60°  pour  un  prisme  en  flint  d’in- 
dice  n = 1,75. 


O Equerre  optique 

D’apres  Oral  Centrale-SupElec. 

Un  prisme  ABCB'  d’indice  n , rectangle  en  A et  syme- 
trique  par  rapport  a AC  , recoit  un  rayon  lumineux  SI  sur 
sa  face  AB  . Ce  rayon  incident,  situe  dans  le  plan  de  sec- 
tion droite  du  prisme,  se  reflechit  sur  les  faces  B'C  et  BC 
puis  ressort  du  prisme  par  la  face  AB ' . 

C 


1 • Determiner  la  valeur  de  Tangle  y pour  qu’a  Tinterieur 
du  prisme  les  rayons  /,/  et  J'l'  se  coupent  orthogonale- 
ment,  quel  que  soit  Tangle  d’ incidence  i du  rayon  inci- 
dent SI  sur  la  face  AB  . 

Quelles  relations  lient  alors,  d’une  part,  les  angles  r et  j 
et,  d’autre  part,  les  angles  / et  / ? 

Est-il  necessaire  de  metalliser  les  faces  BC  et  B'C  pour 
que  la  totalite  du  faisceau  se  reflechisse  en  ,/  et  J'  ? 

2 • Determiner  alors  la  deviation  D du  rayon  incident  SI , 
c’est-a-dire  Tangle  que  fait  T emergent  I 'S'  avec  T inci- 
dent SI . 

Justifier  la  denomination  d’equerre  optique  donnee  a ce 
prisme. 

Quel  avantage  presente  ce  systeme  par  rapport  a son  equi- 
valent realise  a Taide  de  miroirs? 

Quelle  peut  etre  l’utilisation  d’un  tel  prisme? 


3  • L’ angle  D depend-il  de  Tindice  n du  prisme  ? Si  le 
rayon  incident  SI  contient  deux  radiations  de  longueurs 
d’onde  differentes,  comment  s’analysent  les  rayons  qui 
emergent  du  prisme  par  la  face  AB'  ? 


4  • Pour  quels  couples  de  points  ce  prisme  est-il  stigma- 
tique  pour  les  rayons  dans  le  plan  de  section  droite  du 
prisme  ? 


Pour  ces  couples  de  points,  le  prisme  presente -t-il  des 
aberrations  chromatiques  ? 


La  metallisation  des  faces  BC  et  B'C  n’est  neces- 
saire que  si  les  reflexions  en  J et  J'  ne  sont  pas  tota- 
les,  afin  de  « garder  » Tintensite  lumineuse  incidente. 
On  rappelle  que  le  prisme  peut  etre  considere  comme 
stigmatique  pour  des  couples  de  points  situes  a Tinfi- 
ni,  dans  un  plan  perpendiculaire  a son  arete. 


0 Etude  d'un  spectroscope 
a prisme  a vision  directe 

D’apres  ENSET. 

1 • a)  On  considere  un  prisme  d’ angle  A et  d’indice  n . 
Demontrer  rapidement  les  formules  du  prisme  reliant  i , 
r , i'  , r'  et  A en  respectant  les  orientations  du  schema 
page  suivante  (doc.  1). 

b)  Calculer  la  deviation  D , du  rayon  emergent  par  rapport 
au  rayon  incident,  en  fonction  de  i' , i et  A . 
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Le  prisme,  utilisation  en  spectroscopic 


EXERCICES 


2 • On  considere  le  train  de  trois  prismes  disposes  comme 
sur  le  schema  ci-dessous  (doc.  2).  Les  deux  prismes  extre- 
mes sont  identiques  d'angle  A = 90°  et  d’indice  n . Le 
prisme  intermediaire  a un  angle  A0  et  un  indice  n0  . 


c)  Pour  les  longueurs  d’onde  indiquees,  on  construit  le 
tableau  de  valeurs  donne  en  fin  d’enonce  (*).  Preciser  la 
signification  des  angles  indiques  et  les  relations  qui  ont 
permis  de  les  obtenir. 

d)  Tracer  la  courbe  donnant  la  deviation  D(X)  du  spec- 
troscope en  fonction  de  la  longueur  d’onde  pour  la  valeur 
de  A0  calculee  au  2)  b). 

e)  On  place  le  prisme  dans  le  montage  presente  ci-apres 
(doc.  3) : L,  et  L2  sont  deux  lentilles  convergentes  iden- 
tiques de  distance  focale  f = 200  mm  et  d’axe  optique 
co'incidant  avec  l’axe  (z'z) . On  dispose  une  fente  tres  fine 
perpendiculaire  au  plan  du  schema  et  passant  par  le  foyer 
objet  F de  la  lentille  Lx  . 

Cette  fente  est  eclairee  par  une  lampe  a vapeur  de  cadmium. 
On  observe  des  raies  pour  les  valeurs  de  ,r  suivantes. 

Lx  L2 

u 


L’ ensemble  presente  une  symetrie  par  rapport  au  plan  Id 


bissecteur  du  diedre.  Les  indices  n et  n0  sont  fonction  de 
la  longueur  d’onde  et  leurs  valeurs  sont  donnees  dans  le 

Doc.  3 

y 

tableau  suivant  pour  cinq  longueurs  d’onde. 

jc  (mm) 

7,7 

7,2 

5,1 

-2,1 

X (nm) 

706,5 

643,8 

589,3 

546,1 

486,1 

n 

1,50707 

1,50895 

1,51105 

1,51314 

1,51700 

«0 

1,62818 

1,63191 

1,63620 

1,64070 

1,64909 

a)  Calculer  la  deviation  I)  en  fonction  de  i' , i et  A{] . 

b)  On  veut  que  cette  deviation  soit  nulle,  pour  la  longueur 
d’onde  Ao  = 589,3  nm,  pour  les  rayons  incidents  paralle- 
ls a l’axe  (z'z)  orthogonal  au  plan. 

• Tracer  la  marche  d’un  tel  rayon. 

• Calculer  A0  en  fonction  de  n et  n0  , pour  qu’il  en  soit 
ainsi. 

• Donner  la  valeur  numerique  de  A0  . 


Donner  la  longueur  d’onde  de  ces  quatre  raies  ainsi  que 
leur  couleur. 


Pour  les  calculs  de  deviation,  il  faut  preter  une  atten- 
tion toute  particuliere  aux  definitions  des  angles  et 
done  aux  signes. 

Pour  calculer  la  deviation  par  le  prisme  a vision 
directe,  on  peut  remarquer  que  la  relation  entre  D , i 
et  i'  dans  un  prisme  ne  fait  pas  intervenir  ce  qui 
constitue  un  prisme. 

Ne  pas  oublier  les  symetries  du  probleme. 

Utiliser  une  calculatrice  (de  preference  programmable 
et  graphique)  pour  faire  les  applications  numeriques. 


(*)  tableau  des  deviations  du  spectroscope  : 


A 

r 

_ *0 

-r« 

r'o 

l0 

-/ 

D 

706,5 

18,76 

71,24 

61,22 

60,81 

70,59 

19,41 

30,06 

- 1,07 

643,8 

18,73 

71,27 

61,12 

60,90 

70,91 

19,09 

29,58 

-0,59 

589,3 

18,71 

71,29 

61,01 

61,01 

71,29 

18,71 

28,99 

0,00 

546,1 

18,68 

71,32 

60,89 

61,14 

71,73 

18,27 

28,31 

0,67 

486,1 

18,63 

71,37 

60,66 

61,37 

72,58 

17,42 

27,01 

1,98 
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EXERCICES 


rt 


Le  prisme,  utilisation  en  spectroscopie 


0 Telemetre  a prismes 

D’apres  Oral  Centrale-SupElec. 

Un  telemetre  est  un  instrument  qui  pennet  de  determiner, 
par  la  lecture  sur  une  graduation,  la  distance  D d’un  point 
eloigne  A dont  on  observe  a la  fois  les  images  dans  deux 
lunettes  convenablement  disposees. 

Aux  extremites  de  la  base  du  telemetre  BXB2  = d , se  trou- 
vent  deux  prismes  Px  et  P2  a reflexion  totale  qui  renvoient 
les  rayons  provenant  de  A vers  deux  objectifs  Lx  et  L2 , 
centres  sur  le  meme  axe  BXB2  et  de  meme  distance 
focale  f . 

On  examine  d’abord  le  principe  de  fonctionnement  du 
telemetre,  en  considerant  que  les  deux  objectifs  ont  une 
distance  focale  f telle  que  leurs  foyers  images  coincident 
en  / , milieu  de  S ,S2  . La  base  B XP>2 etant  supposee  ortho- 
gonale  a ABX  , le  rayon  AB2  est  incline  de  e sur  la  nor- 
male  en  B2  a BXB2 . 

1 * Ou  se  ferment  les  images  A[  et  A2  de  l’objet  A 
respectivement  donnees  par  Lx  et  L2  et  quelle  est  la  dis- 
tance a = A'XA2  qui  les  separe  ? 

2 • Pour  ramener  les  deux  images  A'x  et  A2  en  coinci- 
dence, on  place  sur  les  rayons  issus  de  L2  un  prisme  P 
d’indice  n et  de  petit  angle  a . 


a)  Etablir  l’expression  de  la  deviation  /j  du  prisme  P . 

b)  A quelle  distance  x de  I doit-on  placer  P pour  que 
les  deux  images  coincident  ? 

En  deduire  l’expression  de  la  distance  D , en  fonction  de 
x et  des  caracteristiques  du  montage. 

3 * En  fait,  pour  observer  les  images  A[  et  A2  donnees 
par  les  deux  objectifs,  la  distance  focale  f est  superieure 
a la  moitie  de  la  distance  SXS2  . On  place  alors  en  / , deux 
prismes  P j et  P 2 a reflexion  totale,  chacun  couvrant  un 
demi-faisceau.  Ces  prismes  rejettent  en  F"  , dans  la  direc- 
tion et  dans  le  sens  du  rayon  incident  AB  [ , le  foyer  image 
des  deux  objectifs. 

Un  oculaire  L , place  au-dela,  permet  l’observation  des 
deux  images  A[  et  A2 . Modifier  et  completer  le  schema 
en  bas  de  page  pour  representer  le  telemetre  tel  qu’il  est 
effectivement  realise. 

4 * Determiner  la  nouvelle  expression  de  la  distance  D , 
en  fonction  de  x et  des  nouvelles  caracteristiques  du  mon- 
tage. 

' CO 

•3  L’image  d’un  objet  situe  a l’infini  est  dans  le  plan 
focal  image  de  tout  systeme  optique. 

La  deviation  fi  d’un  prisme  d’indice  n et  de  petit 
angle  au  sommet  A est  egale  a f}=  (n  - 1)  A . 


A A 
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Corriges 


Q Minimum  de  deviation 
d'un  prisme 

1 • En  suivant  le  trajet  du  rayon,  on  lit : D = i - r + i ' — r'. 
D’autre  part,  la  somme  des  angles  d’un  triangle  valant  7t : 

soit : r + r ' = A,  et  done  D = i + i'  — A. 

2 • Dans  les  relations  de  base  du  prisme  : sin  i = n sin  r ; 
sin  i ' = n sin  r ’ ; D = i + i ' - A,  on  peut  echanger  les  angles 
i et  i ' , et  done  les  angles  r et  r ' , sans  modifier  la  valeur 
de  D.  Cette  interversion  montre  que  Ton  a en  general  deux 
valeurs  de  Tangle  d’incidence  associees  a une  deviation  phy- 
siquement  realisable  : on  retrouve  cette  propriete  sur  la  cour- 
be  usuelle  de  deviation  du  prisme,  ou  Tangle  i varie  entre  i0 
(reflexion  totale  sur  la  deuxieme  face)  et  90°  : 


3  • En  particulier,  au  minimum  de  deviation,  Tunicite  de 
valeur  de  i associee  a D impose  i = V : au  minimum  de 
deviation,  le  schema  devient  symetrique  entre  T entree  et  la 
sortie  du  prisme  : 


Sur  cette  figure  ou  les  angles  sont  indiques,  la  relation 
sin  i = n sin  r devient,  au  minimum  de  deviation  : 
sin  im  = n sin  All. 

Numeriquement : im  = 61°  et  Dm  ~ 62°. 


O Equerre  optique 


1 • Les  reflexions  en  J et  J'  font  tourner  le  rayon  lumineux 
des  angles  respectifs  71-2 j et  7t  - 2 j',  dont  la  somme  doit 

etre  egale  a , soit  :/  + /'  = —. 

2 4 


7t 

Dans  le  triangle  JCJ' , la  somme  des  angles j,  y et 

est  egale  a n. 

71 

La  condition  recherchee  est  done  : y=  — . 

4 


En  ecrivant  que  la  somme  des  angles  du  quadrilatere  ABCB' 
est  271  , on  deduit : 

7T  _ r.  _ . n 5jt 

— + lj5  + y = 27t , soit  ji  = — . 

2 8 


II  en  resulte  que  les  normales  en  I et  J font  entre  elles  un 
5k  k k 

angle  aigu  de  = — et  qu'il  en  est  de  meme  pour  les 

8 2 8 

normales  en  /'  et  J' . 

■ 1 ■/  / 7t 

II  vient  alors  : / = r H — et  / = r H — . 

8 8 


Soit  7|jm  , la  valeur  maximale  de  r , correspondant  a T inci- 
dence rasante  n sin/^  = 1 . Cette  valeur  correspond  aussi  a 
Tangle  minimum  d’incidence  assurant  la  reflexion  totale  d’un 
rayon  a l’interieur  du  prisme. 

Comme  r peut  varier  de  - 7'Um  a + , il  en  resulte  que 


, + — =S  / rlim  + — , I j I peut  etre  inferieur  a /-|im  (et 


meme  nul),  ce  qui  signifie  que  la  reflexion  en  J n’est  pas  tou- 
jours  totale  : il  est  done  necessaire  de  metalliser  la  face  BC 
du  prisme  pour  conserver,  en  toutes  circonstances,  la  totalite 
du  faisceau  lumineux. 

On  aboutit  a la  meme  conclusion  pour  la  reflexion  en  J’  et 
a la  necessite  de  metalliser  aussi  la  face  B'C  . 

2 • La  somme  des  angles  du  quadrilatere  AlHl'  est  egale  a 
271 . Les  angles  en  A et  en  H etant  rectangles,  il  en  resulte 
que  les  angles  de  refraction  r et  r'  sont  egaux.  Done  les 
angles  d’incidence  i et  d’emergence  f sont  egaux  aussi. 


CORRIGES 


Le  prisme,  utilisation  en  spectroscopie 


Les  faces  AB'  et  AB  etant  orthogonales,  les  rayons  incident 
SI  et  emergent  S' I'  sont  orthogonaux. 

Jt 

Done  D = — quelle  que  soit  la  valeur  de  1’ angle  d’ inciden- 


ce i . Cela  justifie  le  nom  d’equerre  optique  donne  a ce  prisme. 
Une  fois  taille,  un  tel  prisme  est  indeformable ; ce  qui  n’est 
pas  le  cas  du  systeme  equivalent  realise  par  l’association  de 
deux  miroirs.  Cette  equerre  optique  est  utilisee  en  arpentage 
et  dans  tous  les  montages  ou  l’on  desire  renvoyer  un  faisceau 
lumineux  dans  une  direction  orthogonale. 


3 • L’ angle  D est  independant  de  l’indice  du  prisme.  La 
dispersion  du  prisme  est  done  sans  influence  sur  la  deviation 
D du  rayon  incident. 

Cependant,  si  le  rayon  incident  contient  deux  radiations  de 
longueurs  d’onde  differentes  et  /U  , la  dispersion  du  pris- 
me donne  naissance  a deux  rayons  refractes  distincts  /./,  et 
IJ2  respectivement  d’ angle  de  refraction  r,  et  r2  . Chacun 
de  ces  rayons  refractes  se  reflechit  ensuite  sur  les  deux  faces 
B'C  et  BC  du  prisme  en  des  points  distincts  Jl , J2  et  J[  , 
J2  , puis  coupe  orthogonalement  le  rayon  refracte  qui  lui  a 
donne  naissance.  Enfin,  ces  deux  rayons  tombent  sur  la  face 
AB'  , en  des  points  distincts  I\  et  I2  , en  faisant  des  angles 
de  refraction  r[  = r,  et  r2  = r2  . 

II  suflit,  pour  s’en  convaincre,  de  reprendre  pour  chacun 
d’eux  le  raisonnement  fait  au  paragraphe  precedent. 

En  consequence,  les  deux  rayons  emergents  sortent  parallele- 
rnent  entre  eux,  en  des  points  distincts  mais  tous  deux  ortho- 
gonalement au  rayon  incident  commun  SI . 

Un  faisceau  de  lumiere  parallele  orthogonal  a AB  ressort 
sous  forme  d’un  faisceau  parallele  orthogonal  a A'B'  . 


4 • Ce  prisme  est  done  stigmatique  pour  les  couples  de  points 
(S  , S')  situes  a l’infini  dans  deux  directions  orthogonales  tel- 
les  que  celle  du  rayon  incident  SI  et  celle  du  rayon  emergent 
I'S'  . Pour  ces  couples  de  points,  le  prisme  ne  presente  pas 
d’aberration  chromatique,  puisque  la  dispersion  du  prisme  est 
sans  influence  sur  la  direction  des  rayons  emergents. 

C’est  ce  qui  fait  l’interet  de  cette  equerre  optique. 


€>  Etude  d'un  spectroscope 
a prisme  a vision  directe 


1 • a)  L’ angle  d’ intersection  des  deux  normales  aux  faces  du 
prisme  a pour  mesure  n- A (la  somme  des  angles  du  quadri- 
latere  SIMI'  est  de  2k).  La  relation  sur  les  angles  du  triangle 
IMV  donne  : 

r-r'  + k-A  = k 
(;•'  est  negatif  d’apres  les  orientations). 

D’ou  r-r'  = A . 

Les  relations  de  Descartes  donnent  : 

sin/  = n sinr  et  sin/'  = n sine'  (car  /'  est  aussi  negatif). 

b)  L’angle  de  deviation  D est  la  somme  de  deux  angles 

(/'  - r')  et  - (/  - r) ; (le  signe  - vient  des  orientations). 

D’ou:  D = /'-/-/•  + / = /'-/  -A. 

Sur  le  schema,  on  a D < 0 . 


2 • a)  Calculons  les  deviations  algebriques  successives 
imposees  par  les  prismes  a l’aide  du  schema  ci-dessous. 


Ces  deviations  sont : 

= i\  — i + A (Dj  < 0 ; / > 0 ; / 1 < 0 ; A > 0) ; 

D2  = / 2 - /2  - A0  (D2  > 0 ; /2  < 0 ; / 2 > 0 ; A0  > 0) ; 

D3  = i’-  i3  + A (D3  < 0 ; i3  > 0 ; i’<  0 ; A > 0). 

Comme  i2  = i[  et  i3  = i2  , la  somme  des  trois  deviations 

donne  : D = /'-/  + (7t  — A0). 

Cette  formule  est  semblable  a celle  obtenue  a la  premiere 
question  pour  un  prisme  d’ angle  Jt  - A0. 
b)  Une  deviation  nulle  impose  un  schema  symetrique  par  rap- 
port au  plan  (II)  : 


La  symetrie  de  la  figure  indique  que  le  prisme  actuel  est  au 
minimum  de  deviation. 


On  a alors  : i'0  = -i0  et  r'0  = -r0=  — . 

A 

La  relation  aux  sinus  impose  done  : n sin  i0  = n0  sin  — (1). 
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CORRIGES 


Le  prisme,  utilisation  en  spectroscopie 


K • ,, 

Pour  les  prismes  d’ angle  A = — , le  premier  schema  indique  : 


Pour  le  premier  prisme,  on  a r’  = i0,  done 
7t 

r = A + r'=  — + i0.  La  relation  sin  i = n sin  r impose  alors  : 


. 71  ^0 

sin 

2 2 


71  , 

7 0 


ou  encore  : 


cos  — = n cos  i0  (2). 

En  elevant  (1)  et  (2)  au  carre,  on  en  deduit  : 

. 2 7>  n2  - 1 

sin-  — = . 

2 n\-  1 

Cette  relation  definit  A0  si  n0>  n. 

Numeriquement  : A0  = 122°. 

c)  En  conservant  i = — , on  utilise  successivement : 

2 2 


• n sin  r 


■ sin  i 


, n 
. ig  = n = r 1 - — 

• n0  sin  r0  = n sin  i0 

• ro  = Aj  + ro 

• n sin  / o = n0  sin  / q 


•ri- 


ll 


n_ 

2 


• sin  / =n  sin  r3 

pour  determiner  successivement  les  angles  iq,  i0,  r0,  i'Q, 
i' , qui  donnent  acces  a la  deviation  D = i'  - i + n - A0.  On 
obtient  le  tableau  fourni,  ou  on  a : r = r 3,  et  r'  = r3. 
d)  Le  graphe  de  D{X)  a Failure  suivante  : 


e)  La  fente  est  dans  le  plan  focal  objet  de  la  lentille  Ll  . Done 
un  faisceau  de  lumiere  parallele  a ( zi ) arrive  sur  le  prisme. 
II  est  devie  d’un  angle  D(A)  par  celui-ci  puis  converge  dans 
le  plan  focal  image  de  L2  en  un  point  de  coordonnee 
x(X)  = + D(A)f  (le  rayon  passant  par  le  centre  de  L2  n’est 
pas  devie). 


On  deduit  des  jc,  les  valeurs  des  D(A,)  correspondants,  puis 
on  utilise  la  courbe  tracee  ci-dessus. 


x (mm) 

7,7 

7,2 

5,1 

-2,1 

DC) 

+ 2,2 

+ 2,05 

+ 1,45 

-0,6 

A (nm) 

472 

(bleu) 

480 

(bleu) 

510 

(vert) 

644 

(rouge) 

0 Telemetre  a prismes 

1 • L’objectif  L{  donne  de  A une  image  A[  situee  en 
F[  = I.  Le  rayon  AB2  donne,  par  reflexion  dans  P2 , un  emer- 
gent incline  de  £ sur  l’axe  optique  (c/.  schema  associe  a la 
question  3).  En  consequence,  l’objectif  L2  donne  de  A une 
image  A2  dans  son  plan  focal,  tel  que  : 

F^Ai  =Ya!2  =f'e . 

La  distance  entre  les  deux  images  s’etablit  a a =f'e  . 

2 • a)  Les  rayons  paraxiaux  issus  de  L2  tombent  sur  P sous 
une  faible  incidence  i . II  en  resulte  que  F angle  de  refraction 
/'  est  faible  ainsi  que  F angle  de  refraction  r = a - r et,  par 
voie  de  consequence,  il  en  est  de  meme  pour  l’angle  d’emer- 
gence  i' . 


Ainsi,  les  formules  du  prisme  s’ecrivent  : 

/ = nr  ; i'  = nr'\  r + r'  = a ; P=  (i  + /')  - a 
done  : fi  = (n  - \)a . 

b)  A2  est  au-dessus  de  A[ , le  prisme  devie  la  lumiere  vers  sa 
base.  Done  l’image  A2  sera  ramenee  en  / si  le  prisme  P est 
place  a la  distance  x telle  que  a = xfj  = x(n  - 1 )a;  d’ou  : 

a 

x = . 

(. n - 1 )a 
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Le  prisme,  utilisation  en  spectroscopie 


Dans  ces  conditions,  la  distance  D est : 4 • La  nouvelle  expression  de  D ne  differe  de  celle  etablie 

^ _ d _ f _ f'd  1 dans  la  question  2)b)  que  par  la  nouvelle  valeur  / ' des  dis- 

e a (n-l)a.x  tances  focales  de  ( Lx ) et  (L2)  : 


La  distance  D est  inversement  proportionnelle  a x et  elle  f'd  1 

est  infinie  pour  x = 0 . («  - 1 )a  x 

3 • Le  schema  du  telemetre  est  donne  ci-dessous.  Les  deux 
lunettes  ( Ll  , L)  et  (L2  , L)  ont  le  meme  oculaire  L . 


198 
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Equation  d'etat 
d'un  fluide 


WS3MM& 

• Connaitre  et  savoir  utiliser  la  relation  entre  pression 
et  force  pressante. 

• Savoir  utiliser  l’equation  d’etat  d’un  fluide. 

• Connaitre  la  definition  des  coefficients  de  dilatation 
et  de  compressibilite  isotherme. 

• Connaitre  et  savoir  utiliser  l’equation  d’etat  d’un 
gaz  dans  le  cas  limite  du  gaz  parfait. 

• Connaitre  la  relation  entre  vitesse  quadratique  et 
temperature  pour  un  gaz. 

• Notions  de  mecanique : quantite  de  mouvement, 
force,  energies  cinetique  et  potentielle. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Derivee  partielle  d’une  fonction  de  deux  variables. 
Equation  differentielle  du  premier  ordre  a coeffi- 
cients constants. 

• Approximation  par  un  developpement  limite  a 
l’ordre  1. 


ESSENTIEL 


< Pression  dans  un  fluide  au  repos 

• Les  forces  exercees  par  un  fluide  au  repos  sur  une  paroi  sont  caracterisees  par  une  grandeur 
scalaire,  la  pression,  definie  en  tout  point  a l’echelle  mesoscopique. 

La  force  pressante  qui  serait  exercee  sur  une  surface  d’epreuve  placee  en  M de  surface  dS  et 
de  vecteur  normal  a la  surface  n oriente  du  fluide  vers  la  surface  a pour  expression 
df=P(M)dSn  oil  P(M)  represente  la  pression  au  point  M. 

• Si  le  fluide  n’est  pas  au  repos,  la  force  exercee  sur  un  element  de  surface  possede  en  general 
une  composante  tangente  a la  surface  liee  a la  viscosite  du  fluide.  La  pression  est  alors  reliee  a 
la  composante  normale  de  cette  force. 

• L’ unite  legale  de  pression  est  le  pascal  ( symbole : Pa;  1 Pa  = 1 N.m  2)  . 

• La  force  de  pression  sur  une  paroi  est  due  aux  interactions  a courte  distance  entre  les  mole- 
cules du  fluide  et  la  paroi.  

^pPour  s’entrainer:  ex.  1,  2 et  3 


• Temperature  dans  un  fluide 

La  temperature  est  la  manifestation  a l’echelle  mesoscopique  de  l’agitation  desordonnee  des 
molecules.  Ainsi  la  valeur  moyenne  du  carre  des  vitesses  d’agitation  des  molecules  d’un  gaz, 
leur  masse  m et  la  temperature  T sont  liees  par : 

m <v2>  = mu2  =3  kg  T. 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


u = v<  v2>  est  la  vitesse  quadratique  moyenne  et  kg  est  une  constante  universelle  appelee  cons- 
tante  de  Boltzmann. 

L’ unite  legale  de  temperature  est  le  kelvin  ( K)  . La  constante  de  Boltzmann  vaut : 
kB  = 1,38. 10^23  J.Kr1  . 

On  repere  aussi  la  temperature  en  utilisant  les  degres  Celcius : 71 K)  = 9 (°C)  + 273  . 

Q%_Pour  s^entrainer : ex.  7 et  8 

• Equilibre  thermodynamique 

A L equilibre  thermodynamique,  la  temperature  est  uniforme  dans  tout  le  systeme.  Si  on  ne  tient 
pas  compte  de  1’  influence  de  la  pesanteur,  il  en  est  de  meme  pour  la  pression  dans  un  fluide. 

• Equation  d'etat  d'un  fluide 

• L’ equation  d’etat  d’un  fluide  est  la  relation  qui  relie  la  pression,  la  temperature  et  le  volume 
molaire : 

f(P,  T,  Vm)  = 0 . 

• Lorsque  la  pression  d’un  gaz  tend  vers  zero,  ce  gaz  a les  proprietes  d’un  gaz  parfait  dont 
1’ equation  d’etat  est : 

PVm  = RT,  ou  PV=nRT  ou  n represente  la  quantity  de  matiere. 

La  constante  JR,  la  constante  de  Boltzmann  kg  et  le  nombre  d’Avogadro  A"a  sont  relies  par : 

R = ■N’a  • 

• Dans  un  domaine  limite  de  temperature  et  de  pression,  une  forme  approchee  de  l’equation 
d’etat  d’un  gaz  reel  est  donnee  par  l’equation  de  Van  der  Waals : 

p+4)<v"^)=Rr  ou  (p+t? 

• L’equation  d’etat  d’une  phase  condensee  ideale,  par  definition  incompressible  et  indilatable,  se 
reduit  a : 

vm  = . 

• A partir  de  1’ equation  d’etat,  on  definit  deux  coefficients : 

- Le  coefficient  de  dilatation  isobare  a = , egal,  pour  un  gaz  parfait  a ^ . 


j(V-  nb)  = nRT . 


1 / dV 


Le  coefficient  de  compressibility  isotherme  y-\  = [ | , egal,  pour  un  gaz  parfait  a — . 


1 


V\  dP 

Ces  deux  coefficients  sont  nuls  pour  une  phase  condensee  ideale. 

4Z  Pour  s’entrcuner : ex.  2,  3,  4,  5 et  6 


< Modele  cinetique  du  gaz  parfait 

Le  modele  du  gaz  parfait  consiste  a negliger  les  interactions  a distance  entre  les  molecules.  La 
pression  se  limite  a la  pression  cinetique,  manifestation  macroscopique  des  transferts  de  quan- 
tity de  mouvement  entre  les  molecules  du  gaz  et  la  paroi.  Elle  s’exprime  en  fonction  de  la  vites- 
se quadratique  u , de  la  masse  in  de  chaque  molecule  et  de  la  densite  moleculaire  n*  : 

P = — n*  mu2  ou  PV=  — n M u2  . 

3 3 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Ne  pas  confondre  la  force  pressante  appliquee  a une  surface  et  la  pression,  egale  a la  force 
par  unite  de  surface.  Du  point  de  vue  dimensionnel,  une  pression  est  une  force  divisee  par 
une  surface:  1 Pa  — 1 N.m~2  = 1 kg.m_1.s~2  . 

• Les  forces  pressantes  sont  orientees  orthogonalement  a la  paroi.  Si  cette  paroi  n’est  pas  plane, 
il  faut  additionner  les  vecteurs  force  et  non  les  normes  de  ces  forces  (voir  exercice  1). 

• La  temperature  exprimee  en  °C  ne  peut  etre  utilisee  que  pour  exprimer  des  variations  de  tem- 
perature. Chaque  fois  que  la  temperature  intervient  dans  une  multiplication  (ou  un  quotient) 
il  faut  imperativement  utiliser  la  temperature  absolue,  exprimee  en  kelvin. 
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Exercices 


Q Hemispheres  de  Magdebourg 


Otto  von  Guericke,  bourgmestre  de  Magdebourg,  imagina 
une  experience  destinee  a montrer  1’ existence  de  la  pres- 
sion  atmospherique.  Deux  hemispheres  creux  en  laiton 
sont  assembles,  ave  un  joint  etanche.  Un  des  hemispheres 
comporte  un  robinet  relie  a une  pompe  ce  qui  permet  de 
realiser  un  vide  partiel  a l’interieur.  La  pression  atmosphe- 
rique les  maintient  alors  colles  l’un  a l’autre.  En  1654,  a 
Ratisbonne  et  en  presence  de  Fempereur  Ferdinand  III, 
il  fallut  utiliser  deux  attelages  de  8 chevaux  pour  les 
separer. 

Determiner  la  force  a appliquer  sur  chaque  hemisphere 
pour  les  separer  en  supposant  leur  rayon  R egal  a 40  cm, 
la  pression  atmospherique  Pq  egale  a 1 bar  (105  Pa)  et 


la  pression  interne  egale  a 


Po 

10 


Meme  si  Fenonce  ne  le  precise  pas  explicite- 
ment,  il  est  necessaire  de  faire  un  ou  plusieurs 
schemas  montrant  clairement  les  differentes  for- 
ces exercees  sur  un  hemisphere  et  leurs  orienta- 
tions. 

Un  schema  en  perspective  permet  de  representer 
un  dispositif,  mais  ne  permet  pas  de  representer 
clairement  les  angles  et  les  projections.  Pour  les 
raisonnements  quantitatifs,  il  est  preferable  de 
raisonner  sur  des  coupes  par  un  plan. 

Les  forces  pressantes  appliquees  a chaque  ele- 
ment de  surface  ne  sont  pas  colineaires.  Il  est 
done  necessaire  de  les  projeter  avant  de  tenter 
d’en  calculer  la  somme.  Quelle  est  la  direction  de 
la  force  resultante  ? 

Quel  est  le  rapport  entre  les  aires  d’une  surface 
plane  et  de  sa  projection  sur  un  plan? 


Le  systeme  est  en  equilibre  et  le  volume  total  de  gaz 
est  V0  ■ 

1 • A quelle  condition,  portant  sur  les  masses  et  les  sur- 
faces, le  systeme  peut-il  etre  en  equilibre  sans  que  les 
pistons  touchent  une  butee?  L’hypothese  du  gaz  parfait 
est-elle  prise  en  compte  dans  ce  resultat  ? 

2 • On  ajoute  une  surcharge  de  masse  Mj  sur  le  piston 
de  gauche.  Decrire  le  nouvel  etat  d’equilibre:  position 
des  pistons,  volume  et  pression  du  gaz. 

3 • On  ajoute  une  autre  surcharge,  de  masse  Mi  sur  le 
piston  de  droite.  Determiner  l’etat  d’equilibre  obtenu 
selon  les  valeurs  de  M2  . 


Atmosphere 


(pression  P0 
[temperature  T 


m\ 

aire  ^ 

8 

m2 

■ ■ 

■ 

aire  S2 


Bien  faire  Finventaire  de  toutes  les  forces  qui 
s’exercent  sur  chaque  solide  en  en  reperant  le 
sens.  A quelle  condition  un  solide  est-il  en  equi- 
libre mecanique  ? 

Quelle  est  la  valeur  de  la  force  pressante  exercee 
par  F atmosphere  sur  le  solide  constitue  par  le  pis- 
ton d’aire  5)  et  le  solide  de  masse  M\  ? 


C)  Pression  et  forces 

On  etudie  le  dispositif  represente  sur  la  figure.  Les  deux 
cylindres  verticaux,  munis  de  pistons  mobiles  de  sec- 
tions Si  et  Si  et  de  masses  m\  et  im  , sont  en  com- 
munication. Le  gaz  qui  les  remplit  est  suppose  parfait  et 
il  est  constamment  en  equilibre  thermique  avec  le 
milieu  exterieur  de  temperature  T . Des  butees  empe- 
chent  les  pistons  de  tomber  au  fond  des  cylindres. 


C)  Equilibre  d'un  systeme 

On  etudie  le  dispositif  represente  sur  la  figure.  Les  deux 
cylindres  horizontaux,  remplis  d’un  gaz  parfait,  sont 
munis  de  pistons  mobiles  d'aires  S et  2 S , relies  par 
une  tige  horizontale  rigide  dont  on  negligera  la  section. 
L’ ensemble  est  en  equilibre  mecanique  et  thermique 
avec  F atmosphere  exterieure,  de  pression  Pe  et  de 
temperature  Te  . 

L’etat  initial  est  caracterise  par:  P 1 - Pi  - Pe  = Pa  , 
Vi=V2=V0et  re=T0.P 
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Conseils 


EXERCICES 


1 • Determiner  les  pressions  Pi  et  P2  ainsi  que  les 
volumes  Vj  et  V2  lorsque  la  pression  et  la  temperatu- 

P, 

Te  P0  Vi 

et  Te  . On  pourra  poser  a = , X\ 


re  exterieures  prennent  des  valeurs  quelconques  , e 


et  X2  = 


V0 


T0  Pe  V0 


2 • La  pression  exterieure  etant  maintenue  egale  a Pq  , 
la  temperature  varie  legerement : Te=  Tq  ( 1 + e)  avec 
8 « 1 . 

Determiner  Vj  et  V?  ct  le  volume  total  de  gaz  V sous 
la  forme  d’une  fonction  affine  de  la  temperature  T . 
Definir  et  exprimer  un  coefficient  de  dilatation  a pres- 
sion exterieure  constante  pour  le  systeme  pris  dans  les 
conditions  initiales. 


Dans  un  probleme  un  peu  complexe,  comme  celui- 
ci,  il  faut  commencer  par  trouver  autant  d'equa- 
tions  qu’il  y a d’inconnues.  Nous  avons  ici 
4 quantites  inconnues : Pi,  P2,  Vj  et  V3. 

II  nous  faut  done  trouver  4 equations  qui  tradui- 
sent  toutes  les  donnees  significatives  de  Penonce: 

• Chaque  cylindre  estrempli  d’un  gazparfait,  d’oit 
deux  equations. 

• Les  deux  volumes  sont  lies  entre  eux  par  la  tige 
rigide,  d’oii  une  equation. 

• Le  solide  constitue  par  les  pistons  et  la  tige  est  a 
l’equilibre  mecanique,  soit  une  equation. 

Nul  n’est  a l’abri  d’une  erreur  de  calcul  ! II 
convient  done  de  les  detecter  en  verifiant  les  resul- 
tats: 

• Homogeneite  (d’oii  l’interet  de  faire  apparaitre 
des  grandeurs  adimensionnees  comme  a . X\  et 
X2). 

• Verification  pour  des  cas  limites  pour  lesquels  la 
solution  est  evidente. 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


O Remplissage  d'une  bouteille 
d'air  comprime 

D’apres  Concours  communs  Mines  - Ponts  MP  2004 


Afin  d’effectuer  le  remplissage  d’une  bouteille  a parois 
indeformables,  de  volume  Vj, , on  utilise  un  compresseur 
constitue  (voir  figure)  d’un  cylindre,  de  deux  soupapes  S 
et  Si  et  d’un  piston,  mobile  sans  frottement  entre  les  posi- 
tions extremes  AA  et  BB  . Lors  de  Taller  (phase  d’ aspi- 
ration) la  soupape  S est  ouverte  alors  que  Si  est  fermee ; 
on  a alors  admission  de  Fair  atmospherique  dans  le  cylin- 
dre a la  pression  Patm  . Lors  du  retour  (phase  de  compres- 
sion), Fair  dans  le  cylindre  est  tout  d’abord  comprime,  de 
la  pression  Pa  a la  pression  5 et  S etant  fermees ; 
la  soupape  S restant  fermee,  la  soupape  Si  s’ouvre  des 
que  la  pression  dans  le  cylindre  devient  superieure  a celle 
de  la  bouteille  P 'j, . Quand  le  piston  est  en  AA  , le  volu- 
me limite  par  le  piston  et  la  section  Cd  est  ; quand 
le  piston  est  en  BB  , ce  volume  est  egal  a . Les 

transformations  de  Fair  sont  isothermes  (les  temperatures 
dans  le  cylindre  et  dans  la  bouteille  sont  identiques,  egales 
a la  temperature  Ta  de  F atmosphere) ; Fair  est  toujours 
considere  comme  un  gaz  parfait. 


1 • La  pompe  n’ayant  pas  encore  fonctionne,  l’etat  initial 
du  systeme  est  le  suivant : 

• Bouteille : pression  P5  = Patm  , temperature  7^  = Ta  . 

• Cylindre : pression  Patm  , temperature  Pa  , position  du 
piston  AA  . 

Le  piston  fait  un  aller  et  un  retour.  Determiner  la  pression 
P)->  a Finterieur  de  la  bouteille  a la  fin  de  cette  transforma- 
tion ; en  deduire,  sous  Fhypothese  « Vj, , la  variation 
An  de  la  quantite  de  gaz  contenue  dans  la  bouteille. 
Application  numerique:  Patm  = 1,0. 105  Pa  , 

Vb  = 5 . 10~3  m3,  Vmin  = 2 . 10-5  m3  , Vmax  = 2 . 10~3  m3, 
Pa  = 293  K et  R=  8,31  J.mol-1.K-1 . 

2 • Le  compresseur  ayant  fonctionne,  on  considere  qu’a  un 
instant  t donne,  la  soupape  S est  ouverte  alors  que  la  sou- 
pape Si  est  fermee;  l’etat  du  systeme  est  alors  le  suivant : 

• Bouteille : pression  Pb  = p , temperature  7h  = T.d  . 

• Cylindre : pression  Patm  , temperature  Ta  , position  du 
piston  AA  . 


EXERCICES 


Equation  d'etat  d'un  fluide 


Le  piston  fait  un  aller-retour ; determiner  le  volume  d’air 
V dans  le  cylindre  lorsque  la  soupape  !>  s’ouvre,  puis, 
en  fonction  de  p , V[, , Patm , Vmjn  et  Vmax  , la  pression 
p dans  la  bouteille  a la  fin  de  cette  operation.  En  deduire, 
en  fonction  des  memes  grandeurs,  la  variation  A p de  la 
pression  a l’interieur  de  la  bouteille.  Determiner  la  pres- 
sion maximale  pmax  que  Ton  peut  obtenir  par  ce  precede 
et  interpreter  le  resultat  obtenu. 

3 • Calculer  A p et  pmax  pour  p = 0,2 . 107  Pa  , et  en 
conservant  les  donnees  numeriques  anterieures. 

4 • On  considere  Finstant  f de  la  question  2,  l’etat  du  sys- 
teme etant  identique.  Le  piston  fait  a allers-retours  par 
unite  de  temps,  la  duree  de  chaque  aller-retour  est  notee 

At(At=  — V Etablir  F equation  differentielle  liant  p et 
\ a) 

dp  / ...  Ap  . dp\ 

— on  assimrlera  a — . 

df  l Af  df  / 


5  • Le  compresseur  ayant  demarre  a Finstant  t = 0 , les 
conditions  initiales  etant  celles  qui  ont  ete  definies  a la 
question  1,  determiner  la  pression  p(f)  a un  instant  f 
quelconque. 

Compte  tenu  de  Finegalite  « Vf, , on  pourra  poser 
Vb 

T = . Pour  a = 4 allers  et  retours  par  seconde, 

(o.Vmin) 

calculer  le  temps  T au  bout  duquel  la  pression  p dans 
la  bouteille  est  egale  a 0,5  x 107  Pa  . 


Meme  si  Fenonce  ne  le  demande  pas  explicitement, 
il  est  vivement  conseille  de  tracer  un  graphique 
representant  la  pression  dans  le  cylindre  en  fonction 
du  volume  (questions  1 et  2) . C’est  en  tragant  un  tel 
graphique  que  l’on  analyse  correctement  les  diffe- 
rentes  etapes  du  processus. 

La  difficulte  consiste  a definir  precisement  le  syste- 
me  qui,  a chaque  etape,  subit  une  compression  iso- 
therme:  Fair  du  cylindre?  Fair  de  la  bouteille? 
F ensemble? 

Pour  la  question  2,  lors  du  retour  du  piston,  il  faut 
considerer  deux  phases,  avant  et  apres  Fouverture 
de  S’  . Definir  precisement  le  systeme  qui  subit  la 
compression  lors  de  ces  deux  phases. 


gee : la  reserve  de  securite  est  caracterisee  par  la  pression 
de  seuil  ps . 

Il  faut  ramener  la  pression  de  Fair  sortant  de  la  bouteille  a 
la  pression  ambiante,  pression  de  Fair  respire  par  le  plon- 
geur.  Le  detendeur  assure  cette  fonction.  Ce  dispositif, 
insere  entre  la  bouteille  d’air  et  la  bouche  du  plongeur 
fournit  de  Fair  a la  demande  de  ce  dernier.  Le  detendeur 
possede  ainsi  plusieurs  fonctions : 

• il  reduit  la  pression  de  Fair  issu  de  la  bouteille  a la  pres- 
sion p(z)  de  Fendroit  ou  se  trouve  le  plongeur  ; 

• il  fournit  la  quantite  d’air  necessaire  a la  respiration  du 
plongeur  a la  pression  p(z)  ; 

• il  se  bloque  lorsque  la  pression  Pb  de  Fair  dans  la  bou- 
teille devient  de  l’ordre  de  la  pression  seuil  ps . Le  plon- 
geur est  alors  averti  qu’il  doit  passer  sur  la  reserve  et 
remonter. 

1 • Au  debut  de  la  plongee,  la  bouteille,  de  volume  VJ, , 
est  remplie  d’air  a la  temperature  Tb  = Ta  sous  une  pres- 
sion p ; en  profondeur  ou  en  surface,  la  bouteille  et  son 
contenu  prennent  la  temperature  Tc  , constante,  de  l’eau 
environnante.  Calculer  la  quantite  (exprimee  en  moles) 
d’air  contenue  dans  la  bouteille,  d’une  part  au  debut  de  la 
plongee  (n;)  , d’ autre  part  au  moment  ou  le  detendeur  se 
bloque  (ns) . 

Application  numerique : 

p - 2,0. 107  Pa  , ps  = 4,0. 106  Pa  , Vb  = 1,0. 1(T2  m3  , 
Ta  = 293  K et  Te  = 288  K . 

2 • La  respiration  du  plongeur  est  periodique,  de  fre- 
quence f . Sous  la  pression  locale  p(z)  et  a la  tempera- 
ture Te  , le  volume  moyen  de  Fair  inspire  au  cours  de 
chaque  cycle  (avant  d’etre  ensuite  rejete  a l’exterieur)  est 
£2(j  l calculer  le  temps  Afs(z)  au  bout  duquel  le  detendeur 
se  bloque ; pour  simplifier  les  calculs  on  admettra  que  le 
temps  de  descente  du  plongeur  a la  profondeur  z est 
negligeable,  que  ce  dernier  se  maintient  tout  le  temps 
A fs(z)  a la  profondeur  z et  que  le  volume  Qo  ne  depend 
pas  de  la  profondeur. 

Application  numerique : 

p(z)  = 3,0  bar  , F20  = 2,0.  l(T3m3  , f=  0,2  s”1 

et  T = 288  K . 

3 • Comparer  Afs(z)  au  temps  Afs(0)  mis  par  le  deten- 
deur pour  se  bloquer  si  le  plongeur  reste  en  surface 
(p=  1,0  bar)  et  T=Ta. 


Fonctionnement  d'une  bouteille 
de  plongee 

D’ apres  Concours  communs  Mines  - Ponts  MP  2004 


La  pression  dans  la  bouteille  peut  varier  de  100  a 200  bars 
en  debut  de  plongee  jusqu’a  30  a 50  bars  en  fin  de  plon- 


Pour  toutes  les  questions,  il  suffit  d’ecrire  l’equa- 
tion  d’etat  d’un  gaz  parfait.  11  faut,  dans  chaque 
cas,  bien  delimiter  le  systeme  et  bien  retranscrire 
les  conditions  de  pression  et  de  temperature  don- 
nees par  Fenonce. 
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EXERCICES 


0 Echauffement  a volume  constant 

Un  fluide  d’equation  d’etat  f(P,  V,  T)  = 0 est  enferme 
dans  un  recipient  de  volume  constant  Vq  . 

L’etat  initial  est  caracterise  par : T=  Tq  et  P = Pq  . 

Le  volume  etant  maintenu  constant,  on  impose  une  aug- 
mentation AT  de  temperature. 

T passe  de  Tq  a Tq  + AT  et  la  pression  passe  de  Pq 
a Pq  + A P . 

1 • Le  fluide  est  un  gaz  parfait.  Exprimer  A P en  fonc- 
tion  de  Pq,  Tq  et  AT. 

AN. : Calculer  A P pour  AT=  1 K,  Pq  - 1 bar  et 
T0  = 300  K . 


2  • Le  fluide  est  une  phase  condensee  ideale,  indilata- 
ble  et  incompressible.  Determiner  A P . 


3  • Le  fluide  a un  coefficient  de  dilatation  a et  un  coef- 
ficient de  compressibilite  isotherme  supposes  cons- 
tants dans  le  domaine  de  temperature  et  de  pression 
consideres. 

Ecrire  son  equation  d’etat  (valable  dans  ce  domaine  de 
T et  P ) et  exprimer  A P . 

Pour  le  mercure  (a  = 1,5. 1 O'4  K 1 et 
5(t  = 3,8. 10-11  Pa-1),  calculer  A P pour  A T=  1 K . 
Que  se  passe-t-il  si,  dans  un  thermometre  a liquide, 
celui-ci  atteint  le  haut  de  la  colonne  ? 

Conclure  sur  le  bien-fonde  du  modele  de  la  phase 
condensee  ideale  pour  cette  experience. 


Question  1 : II  suffit  d’ecrire  l’equation  d’etat  en 
remarquant  que  le  volume  V est  identique  dans 
l’etat  initial  et  dans  l’etat  final. 

Quelle  est  l’equation  d’etat  d’une  phase  conden- 
see ideale?  La  pression  et  la  temperature  sont- 
elles  dependantes  l’une  de  1’ autre  comme,  par 
exemple,  pour  un  gaz  parfait  ? 

Question  3 : pour  obtenir  l’equation  d’etat,  on 
determine  V(t)  en  supposant  P constante  a par- 
tir  de  a , puis  on  applique  la  definition  de  & 
la  relation  obtenue. 


Fusion  thermonudeaire 

1  • On  considere  deux  spheres  chargees  A et  B , de 
merne  masse  m et  de  meme  charge  q . B est  initialement 
immobile  et  A est  lancee  contre  B depuis  une  position 
eloignee,  avec  une  vitesse  initiale  vq  \ on  suppose  que  la 
droite  qui  relie  les  centres  des  spheres  et  les  vecteurs  vites- 
ses  sont  colineaires.  Determiner  d , distance  minimale 
entre  les  deux  centres. 


Equation  d'etat  d'un  fluide 

2 • On  aimerait  realiser  la  fusion  de  noyaux  de  deuterium 
portes  a tres  haute  temperature.  On  suppose  que  les  inter- 
actions attractives  entre  nucleons  1’emportent  sur  la  repul- 
sion coulombienne  si  la  distance  entre  les  centres  des 
noyaux  devient  inferieure  a do , avec  4)  = 3,7 . 10-15  m . 
Donner  l’ordre  de  grandeur  de  la  temperature  a partir  de 
laquelle  la  fusion  est  envisageable. 

Donnees:  charge  elementaire : e = 1,6. 10  19  C ; 
e0  — 1.10-11  L.m-1 . 

3 • En  fait,  la  fusion  s’ amorce  pour  des  temperatures  voi- 
sines  de  quelques  107  K . On  peut  tenter  d’expliquer  ce 
phenomene  par  le  fait  que  la  vitesse  quadratique  moyenne 
u n’est  qu’une  moyenne  et  que  certains  noyaux  sont  plus 
rapides.  Un  modele  statistique  de  la  repartition  des  vites- 
ses  des  particules  d’un  gaz  a l’equilibre  (loi  de  Maxwell) 
nous  donne  la  probabilite  5^(x)  pour  une  particule  d’ avoir 
une  vitesse  superieure  a xu : 


X 

0 

0,5 

1 

2 

3 

3,8 

4 

P(x) 

1 

0,86 

0,39 

7,4. 10"3 

5,9. 10"5 

2,1 . 10-9 

O 

O 

Si  on  suppose  qu’il  suffit  qu’il  suffit  que  une  molecule 
sur  1 milliard  ait  une  vitesse  suffisante,  que  devient  la 
condition  sur  la  temperature  ? Cet  argument  fournit-il 
une  explication  a notre  probleme  ? 


Question  1 : voir  le  cours  de  mecanique  (systeme 
isole  de  deux  particules).  II  suffit  d’exprimer  la 
conservation  de  l’energie.  C’est  encore  plus  sim- 
ple dans  le  referentiel  barycentrique. 

Pour  la  question  2,  on  cherche  un  ordre  de  gran- 
deur. Tout  calcul  precis  est  superflu. 


0 Tamis  moleculaire 

Une  mole  de  gaz  parfait  est 
contenue  dans  une  enceinte 
rigide  (£)  de  volume  V. 

L’ ensemble  est  maintenu  a la 
temperature  T. 

1 • On  perce  dans  la  paroi  un  trou  d’aire  S par  lequel 
le  gaz  s’echappe  dans  une  enceinte  (C)  initialement 
vide,  de  meme  volume  que  (£)  et  maintenue  a la 
meme  temperature. 

A quelle  condition  peut-on  conserver  l’hypothese 
d’isotropie  de  distribution  des  vitesses  ? 

2 • N et  N etant  les  nombres  de  particules  presentes 
dans  les  enceintes  E et  E'  a 1’ instant  f et  u la  vites- 
se quadratique  du  gaz  a la  temperature  T,  montrer  que 

— =(N-N)  — . 

df  6 V 


ler  cas 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


3 • En  deduire  Failure  des  courbes  Mt)  et  , V ( t)  . 

4 • La  cloison  est  percee  de  1 000  trous  d’aire  10~ 10  m2  , 
le  volume  de  Fenceinte  est  V=  1 dm3  et  u = 1 400  ms^1 . 
Donner  Fexpression  du  temps  caracteristique  du  phe- 
nomene,  Xq  . 

Commenter  la  variation  de  ce  temps  en  fonction  des 
parametres  du  probleme  (S,  V,  T,  u,  masse  des  parti- 
cules,  etc.). 

5 • On  considere  maintenant  

le  dispositif  represente  ci- 

contre  : ( E ')  est  ouverte  sur  (E)  j S (E  ) j S 

le  vide  grace  a un  trou  iden- 
tique  au  precedent.  A l’ins- 

tant  initial  toutes  les  particules  sont  dans  ( E)  et  on  met 
(E)  et  (E')  en  communication. 

a.  Donner,  en  utilisant  des  justifications  qualitatives.  Fai- 
lure des  fonctions  N et  AT  . 

b.  Le  gaz  est  un  melange  de  deux  isotopes  (on  supposera 
pour  simplifier  que  ces  deux  isotopes  sont  presents  en 
proportions  identiques  a f = 0 ). 


Identifier  comment  evolue,  en  fonction  du  temps,  le 

, ■ , IV  (isotope  1) 

rapport  des  quantites  de  particules  p = — 

AT  (isotope  2) 

dans  ( E ') ; on  supposera  l’isotope  2 plus  lourd  que  le  1. 

c.  Citer  une  application  de  ce  travail. 


fLa  question  1 attend  une  reponse  purement  qua- 
litative. II  faut  comparer  les  dimensions  du  trou 
a une  autre  longueur  caracteristique  du  systeme. 

• Pour  la  question  2,  il  faut  reprendre  le  denom- 
brement  du  nombre  de  particules  de  E dont  la 
trajectoire  passe  par  le  trou  pendant  une  duree 
donnee.  II  est  usuel  de  raisonner  sur  le  modele 
simplifie  ou  les  molecules  ont  toutes  la  meme 
vitesse,  et  ou  ces  vitesses  sont  orientees  selon 
3 axes  orthogonaux. 

• En  quoi  les  deux  isotopes  different-ils  ? Pourquoi 
est-ce  ici  important  ? 


(E)  i:  S (£') 
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Corriges 


CP  Hemispheres  de  Magdebourg 


Notons  O le  centre  de  la  sphere  et  Oz  l’axe  de  symetrie 
d’un  hemisphere.  On  voit  sur  les  schemas  que  les  forces 
pressantes  d F exercees  par  1’ atmosphere  sur  chaque  element 
de  surface  dS  ne  sont  pas  colineaires.  En  considerant  deux 
elements  de  surface  symetrique  (voir  figure  en  coupe),  on 
constate  que  les  composantes  orthogonales  a Oz  se  com- 
pensent. 

La  resultante  des  forces  de  pression  atmospherique  est 
done  colineaire  a Oz . II  en  est  de  rnerne  pour  les  forces 
exercees  par  Fair  contenu  a l’interieur. 

La  composante  selon  Oz  de  la  force  exercee  par  F at- 
mosphere sur  un  element  dS  est : dFz  = - Pq  dS  cos  0 . 
Or  d.S'cos  0 = dS'  , aire  du  projete  de  dS  sur  le  plan  ortho- 
gonal a Oz . 

La  force  resultante  est : 

F=  II  d Fzez  = -P0  I|d5'ez 

hemisophere  hemisophere 

Jj  dS'  , somme  de  tous  les  elements  dS'  n’est  autre 

hemisophere 

que  l’aire  du  disque  de  rayon  R . 


On  en  deduit  la  resultante  des  forces  exercees  par  F at- 
mosphere : Fatm  = - Pq  Jl  R2  cy 
ainsi  que  celle  des  forces  exercees  par  Fair  interieur: 

Lint  = + ^int  tt  R2  ez 

Pour  vaincre  ces  forces,  il  faut  exercer  une  force  de  trac- 
tion minimale : F = (Pq  - Pml)  71  R2  ez  = 0,9  Pq  k R2  ez 
AN:  F>  4,5 . 104  N. 

0 Pression  et  forces 

1 • Notons  P la  pression  du  gaz  enferme  dans  le  systeme 
et  orientons  les  forces  positivement  vers  le  haut.  Le  syste- 
me etant  a l’equilibre,  cette  pression  est  uniforme. 

Chaque  piston  est  soumis  a la  force  de  pesanteur  orientee 
vers  le  has  et  a deux  forces  pressantes : celle  exercee  par 
F atmosphere  orientee  vers  le  has  et  celle  exercee  par  le 
gaz  du  cylindre  orientee  vers  le  haut. 

Equilibre  mecanique  du  piston  de  masse  m\  : 
g+  PqS\=  P . 

Equilibre  mecanique  du  piston  de  masse  m?  : 
rnig+P0S2  = P Si. 

On  en  deduit  la  condition  cherchee  en  eliminant  les  pres- 
sions  P et  Pq:  mj  S2  = rrh  Si  . 

L’hypothese  du  gaz  parfait  n’est  pas  prise  en  compte ; nous 
avons  uniquement  suppose  que  le  gaz  etait  en  equilibre, 
done  de  pression  uniforme. 


2 • Considerons  le  solide  constitue  du  piston  de  masse  ni\ 
et  de  la  surcharge  de  masse  M|  . 


Les  forces  pressantes  exercees  par  l’atmosphere  sur  les 
parois  verticales  se  compensent  tandis  que  celles  qui  sont 
exercees  sur  les  faces  horizontales  ont  une  resultante  egale 
a Pq  Si  , dirigee  vers  le  bas. 

Remarquons  que  ce  resultat  est  vrai,  meme  si  la  surcharge 
a une  forme  quelconque.  Pour  le  montrer,  il  faut  utiliser  le 
raisonnement  developpe  dans  le  corrige  de  Fexercice  1. 
La  condition  d’equilibre  deviendrait  alors : 

(rri]  + M\)  $2  = mi  Si , incompatible  avec  mi  S2  = mi  S\. 
L’equilibre  est  rompu,  le  piston  de  masse  mi  tombe  jus- 
qu’a  reposer  sur  les  butees.  La  pression  est  imposee  par 
F equilibre  du  second  piston: 

npg 

mi  g + Pq  Sj  = P Si , soit  P = Pq  h — . 

$2 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


Cette  pression,  independante  de  M\  n’a  pas  varie  depuis 
P equilibre  de  la  question  1.  La  temperature  etant  constan- 
te,  le  volume  n’a  pas  non  plus  varie,  d’ou : V=  Vq  . 

3 • On  obtient  a nouveau  un  equilibre  sans  appui  sur  les 
butees  si : (mj  + Mj)  S 2 = (rrh  + M2)  . 

Sachant  que  irq  Sj  = rrr>  Si , Trois  cas  se  presentent : 

S 2 

•M2  < M\  — : Le  piston  (1)  reste  en  butee.  La  pression 
Si 

est  imposee  par  P equilibre  du  piston  (2)  : 

(rr h + M2)g 

P = Pq  -t — et,  comme  le  produit  PV  est 


% 

constant : V=  Vq 
Si 


P0S2  + ™2g 

PqSi  + (m2  + M2)g 


• M2  = — : Les  deux  pistons  sont  a l’equilibre  sous 

51 

l’effet  des  seules  forces  de  pression.  La  position  des  pis- 
tons est  indifferente. 

52 

•M2  > M\  — : Le  piston  (2)  tombe  jusqu’a  se  trouver  sur 

Si 

les  butees.  La  pression  est  imposee  par  l’equilibre  du 

(mi  + Mi)g 

piston  (1)  : P = Pq  + 


Si 


et  V=  V0 


P0Si  + mii 


P0Si  + (mi  + Mi)g 


Equilibre  d'un  systeme 

1 • Les  deux  cylindres  sont  remplis  d’un  gaz  parfait,  d’ou : 

P\V\  Pqv0  P2V2 


Notons  que  les  conditions  initiales  (memes  P , V,  T dans 
les  deux  cylindres)  impliquent  que  les  quantites  de  gaz 
sont  egales. 

• Pour  un  deplacement  de  la  tige  rigide  de  x vers  la 
droite,  les  variations  de  V|  et  V2  sont : 

AVi  = - Sx  et  AV2  = 2 Sx,  soit:  AV2  = - 2 A V!  . 

Les  volumes  sont  done  relies  par : V2  - Vq  = - 2(  Vj  - Vq) 
ou  encore : V2  + 2 V\  = 3 Vq  . 

• La  resultante  des  forces  appliquees  au  solide  constitue 
par  la  tige  et  les  deux  pistons  est  nulle.  Ces  forces  se  limi- 
tent  aux  forces  pressantes  exercees  sur  les  deux  pistons. 
Prenons  un  sens  positif  oriente  de  la  gauche  vers  la  droite 
de  la  figure. 

Sur  le  piston  d’aire  2S  : + 2 P2S  et  -2  Pe  S . 

Sur  le  piston  d’aire  S : + PeS  et  - P\ S . 

On  en  deduit : 2 P2S - 2 PeS  + PeS - P\S  = 0 , 
soit : 2 P2-  Pi  = Pe  . 

En  toute  rigueur,  P atmosphere  exterieure  exerce  sur  les 
pistons  les  forces  -2  Pe(S-s)  et  Pe(S  - s)  si  s est  la 
section  de  la  tige,  mais,  conformement  a l’enonce,  nous 


convenons  de  negliger  s devant  S . 

Nous  avons  done  a resoudre  le  systeme : 

PiVi=P2V2  = PqV0  £ (1)  et  (2) 

T0 

V2  + 2Vi  = 3V0  (3) 

2 P2  ~ Pi  = Pe  (4) 

On  injecte  (1)  et  (2)  dans  (4)  en  utilisant  les  notations  pro- 
posees : 

X2  + 2Xi  = 3 

A _ J_  = _L 

X2  Xi  a ' 

On  elimine  X2  , ce  qui  donne  1’equation  du  second  degre : 
2 X^  - (4a-  3)  Xx  - 3a  = 0 . 

La  solution  positive  est : 

v 3 - 4a  + V9  + 16a2 
= : 


..  ,,  3 - 4a  + V9  + 16a2  ,, 

soit : vq  = Vq  . 


On  obtient  de  meme  la  solution  inferieure  a 3 pour  X2 : 

v 3 - 4a  + V9  + 16a2 

x2  = 


..  3-4a  + V9+16a2 

soit  V2  = Vq  . 


On  determine  ensuite  les  pressions : 

_ £oW^  = p a — = Pe ^ j 

7q  V(  V!  3-4a  + V9+16a2 


= P, 


4a  - 3 + Vl6a2  + 9 


et  de  meme  P2  = Pe 


— Pe 


2a 


3 - 4a  + V9  + 16a2 


4a  - 3 + Vl6a2  + 9 


12 


Pour  detecter  une  eventuelle  erreur  de  calcul,  n ’oublions 
pas  de  verifier  que  : 

• V2  + 2V1  = 3V0  et  2P2  — P\  — Pe 

* Vj  = V2  = Vq  et  Pi  = P2  = Pe  si  a = 1 (conditions 
initiales) 

2 • Si  Pe  = Pq  , alors  a = 1 + £ . Pour  obtenir  une 
approximation  affine  de  la  fonction  Vf  t)  , il  faut  faire  un 
developpement  limite  a l’ordre  1 en  e:  ( 


V9+  16a2=V9+  16(1  + e)2  = (25  + 32e) 2 = 


, 32  \ 2 <-/,  16  \ 2 c 16 

5 1 + — £ 1 — 5 1 1 + — £ I — 5 + — £ . 


25 


25 


A l’ordre  1 en  £:  Vi  = V0(  1 - = vJl  - — — — 

1 5 l 5 T0 
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De  meme : Vj  = H)(  1 H — — | = H)(  1 - 


2 (re  - r0) 
5 t0 


et  V = V0  2 


570 


Dans  les  conditions  initiales  ( V=2Vq  et  P = Po)  le  coef- 
ficient de  dilatation  a pression  exterieure  constante  du  sys- 
teme  est  done : 


1 


a = 

2V0 


soit  : a = 


1 

107b 


0 Remplissage  d'une  bouteille 
d'air  com  prime 

1 • Le  premier  aller-retour  du  piston  est  represente  sur  le  gra- 
phe: 

etape  1 : aspiration  d’air  atmospherique,  la  pression  restant 
egalea  Patm  . 

etape  2 : la  soupape  S'  s’ouvre  immediatement,  la  totali- 
te  du  gaz  (contenu  dans  le  cylindre  et  dans  la  bouteille)  est 
comprime.  Le  volume  passe  de  Hnax  + Vb  a V^in  + H , 
le  produit  PV  restant  constant.  On  en  deduit: 

p _ Patm(  Hnax  + M>) 

Hnin  + H 


Les  quantites  de  matiere  contenues  dans  la  bouteille  avant  et 
apres  1’ aller-retour  sont: 

_ Patm  Vb  Pb  Vfo 

n'mi  — 7777.  ^final  — ,,  ... 


An  — ttfinal  Ujn;  — 


Hi  Patm(  Hnax  Hnin) 


RTa 


Avec  l’hypothese  Hum  « Vb  , on  obtient : 
PatmCHnax-  Hnin) 


An  = 


7?  71 


AN:  An  = 8,1.10-2  mol. 

2 • Representons  le  graphe  pour  cet  aller-retour. 

Pour  chaque  etape,  il  suffit  d’ecrire : PV=  Cste  en  identifiant 
bien  le  systeme  qui  subit  la  compression. 

Etape  1 : compression  du  gaz  contenu  dans  le  cylindre : 

Patm  Hnax  — P V ■ 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


Etape  2 : compression  de  tout  le  gaz  (cylindre  + bouteille)  : 
P(V'  + Vb)=P'(Hnin  + H)- 

Etapes  3 et  4 : detente  du  gaz  contenu  dans  Vm[n  puis  aspi- 
ration d’air  atmospherique.  (Inutile  pour  la  question 
posee.) 


P 

, Patm  Hnax  + P H> 
et  p = 

Hnin  + H 

, , • . Patm  Hnax — P Hnin 

A P = P ~P  soit:  A p=  . 

Hnin  + H) 

La  pression  maximale  est  obtenue  pour  Ap  = 0 , soit : 

_ Ratm  Hnax 
Pmax  — 77  • 

Hnin 

Lorsque  p = pmax , V'  = V^in  et  aucune  quantite  d’air  n’est 
refoulee  dans  la  bouteille  (la  phase  2 n’existe  plus). 


3 • AN. : Ap  = 0,32 . 105  Pa  et  pmax  = 1,0. 107  Pa 

^P  Pat m Hnax  — PHnin 

4 • — = oc 

At  Mnin  M> 

Ap  dp 

et  — ~ — . 

At  d t 

On  en  tire  1’ equation  differentielle: 

dp  a Vfnin  OC 

Patm  Hnax 

+ p=  . 

df  Hnin  "I"  M>  Hnin  + Hi 


5 • Compte  tenu  de  Hmn  « H ■ 1’ equation  differentielle 

,,  . dp  P Pmax 

s eent  : — H = . 

df  x x 

On  obtient,  avec  la  condition  initiale  : 

P(0)  = Patm : Pit)  = Pmax  “ (Pmax  “ Patm)  exp^  ^ j : 

On  a done  T = x In 


Pmax  Pa 
Pmax  ~ P 
AN:  t=  62,5  s et  |P=44  s|. 


0 Fonctionnement 

d'une  bouteille  de  plongee 

1 • On  ecrit  l’equation  d’etat  pour  la  bouteille  remplie  a la 
temperature  Ta  et  lorsque  P = ps  a la  temperature  Te ; 


CORRIGES 
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Equation  d'etat  d'un  fluide 


P Vb  Ps  Vb 

n \ = et  /?„  . 

RTa  RTe 

AN. : tii  = 82,1  mol  et  ns  = 16,7  mol. 

2 • A chaque  cycle  respiratoire  le  plongeur  consomme 
p(z)  Q() 

une  quantite  d’air:  n(z)  = . 

R Te 

Le  nombre  de  cycles  est  done : 


e 

n\  - ns 


et  la  duree  d’ utilisation : 


1 n\  ~ ns 

A ts  (z)  = — L 

f n(z ) 

At s (z)  = 1 300  s . 


j_  ttj-ns 
f 


0 


n(z) 


RTe 

P(z) 


3 • En  surface,  /),  est  inchange.  ns  = 


ps  M> 

p x, 


soit: 


;is  = 16,4  mol  (pratiquement  inchange). 


Ats  (surface)  = — 


1 uj  - ns  R Ts 


, soit : 


f Qq  ^atm 
Afs  (surface)  = 3 930  s. 

En  premiere  approximation,  si  on  considere  ns  inchange  : 
Ats(z)  _ Te  Pa tm 

Afs(0)  “ Ta  p(z)  ’ 

Afs(z) 


AN.: 


Afs(0) 


= 0,33  . 


© Echauffement  a volume  constant 

1 • On  ecrit  1’ equation  d’etat  en  remarquant  que  la  quan- 
tite de  matiere  et  le  volume  sont  constants : 

(P0  + AP)V=  n R(T0  + AT)  et  P0V=nRT0  d’ou: 

„ AT 

n R ou : 


V0 


P0 

AP=  — AT 

To 


AN: 


A P = 3,3. 102  Pa  = 3,3 . 10“3  bar 


2 • L’ equation  d’etat  d’une  phase  condensee  parfaite  est: 
V=Cte.  P et  T sont  done  decouples  et  la  pression  reste 
egale  a Pq  . 

3 • Par  definition : ( = a V. 

WP 

Si  on  suppose  P constant : 

— = a dT  done : In  — = a (T-  T0)  + C(P)  . 

V V0 

La  constante  d’integration  n’est  constante  que  vis-a-vis  de 
V,  d’ou  la  notation  C(P)  . 

L’etat  initial  (Pq,  Vq,  Tq)  impose : C(P)  = 0 pour  P = Pg- 


Dn derive  par  rapport  a P a T constant : 

1 dV 

— = C'(P)  et,  par  definition : 

V dP 

T,  =“5Ct  done:  C(P)  = - (P  - P0)  + K(V) . 

V dP 


C(P)  etant  nul  pour  P = Pg  , on  en  deduit : K(V)  = 0 . 

L’ equation  d’etat  cherchee  et  done : 

Au  cours  de  1’evolution  isochore: 

Mlnal  = M)  > done : 0 = a AT-  A P, 

AP=  — AT 
XT 

AN:  AP  = 39  bar. 

Si  le  mercure  (ou  tout  autre  liquide)  du  thermometre 
atteint  le  haut  de  la  colonne,  la  pression  augmente  consi- 
derablement  et  fait  eclater  le  tube  de  verre  (on  suppose  que 
le  verre  se  dilate  moins  que  le  liquide). 

Le  modele  de  la  phase  condensee  ideale  est  tres  proche  de 
la  realite  pour  l’etude  de  la  dilatation  et  de  la  compressi- 
bilite.  En  revanche,  meme  si  ces  deux  coefficients  tendent 
l’un  et  P autre  vers  0,  leur  rapport  ne  tend  pas  vers  0,  et  la 
surpression  peut  prendre  des  valeurs  tres  importantes. 


In  — = a T~XtP 
V0 


d’ou: 


Fusion  thermonudeaire 


1 • On  se  place  dans  le  referentiel  barycentrique  £%*  , 
dans  lequel  les  deux  particules  se  dirigent  vers  leur  bary- 
centre  G , immobile.  Dans  £%*  , les  vitesses  initiates  des 
deux  particules  (lorsque  leur  distance  est  infinie)  sont 
V0 

egales  a — . Si  x est  la  distance  entre  les  centres,  l’ener- 

q2 

gie  potentielle  d’ interaction  est:  XL  = ; 

47T£o  x 

a l’instant  initial,  x—>°°  et  <Sp  = 0 . 


; _ X \ 

i V 

-V  i 

A G B 


La  valeur  minimale  de  x est  obtenue  lorsque  les  deux  par- 
ticules  rebroussent  chemin  dans  SR*  , e’est-a-dire  lorsque 
leurs  vitesses  dans  5k*  sont  nulles.  La  conservation  de 
l’energie  mecanique  entre  la  position  initiate  et  la  position 
de  distance  minimale  s’ecrit  done  : 


On  en  deduit : d = 


+ 0 = 0 + 


T 


47T£o  d 


q2 


7t£0  m v0 


2 • vq  est  de  l’ordre  de  la  vitesse  d’ agitation  thermique, 
soit : m vq  = m u2  = 3 Pg  T . 

La  charge  de  chaque  noyau  est  + e = 1,6. 10“ 19  C (char- 
ge elementaire).  Ces  reactions  sont  done  possibles  si : 

P=  — soit  P=  5 . 109  K . 

37t£Q  Pg  d 
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3 • Avec  cette  nouvelle  condition,  on  peut  poser  vq  = 4 u , 
soit  m vq  ~ 48  kg  T . On  obtient  alors  T~  3 . 108  K . 
C’est  encore  superieur  a la  valeur  constatee. 

Un  modele  plus  exact  doit  prendre  en  compte  l’effet 
Tunnel,  qui  ne  peut  etre  explique  que  par  la  physique 
quantique.  En  physique  quantique,  la  conservation  de 
l’energie  peut  ne  pas  etre  respectee,  a la  condition  que  cela 
se  produise  pendant  une  duree  suffisamment  breve. 
Certains  noyaux  peuvent  alors  franchir  la  barriere  de 
repulsion  coulombienne  a des  temperatures  ou  cela  serait 
impossible  selon  la  physique  classique. 


© Tamis  moleculaire 

1 • Si  on  veut  que  la  taille  du  trou  ne  modifie  pas  la  distri- 
bution des  vitesses,  il  faut  que  F agitation  thermique  conti- 
nue de  regir  les  phenomenes  (hypothese  du  chaos 
moleculaire)  : les  chocs  entre  particules  ne  doivent  pas  etre 
perturbes.  Pour  cela,  les  dimensions  du  trou  doivent  etre  fai- 
bles  devant  la  distance  moyenne  parcourue  par  une  particu- 
le  entre  deux  chocs  (que  l’on  appelle  «libre  parcours 
moyen»).  Ainsi,  si  le  trou  est  suffisamment  petit,  il  n’y  a pas 
de  mouvement  d’ensemble  des  particules  vers  le  trou. 


2 • Il  faut  faire  la  difference  entre  les  particules  qui  pas- 
sent  de  (E)  a ( E')  et  celles  qui  passent  de  ( E)  a (B) . 
Comme  la  temperature  est  identique  dans  les  deux  encein- 
tes, les  vitesses  quadratiques  moyennes  le  sont  aussi. 
Notons  Ox  un  axe  orthogonal  a la  surface  de  separation 
et  oriente  de  E vers  E'  et  utilisons  le  modele  simplifie 
classique : 

Nous  supposons  que  toutes  les  particules  ont  une  vitesse 
egale  a la  vitesse  quadratique  u et  que  les  vitesses  sont 
orientees  selon  les  trois  directions  paralleles  a Ox,  Oy  et 
Oz , dans  les  deux  sens,  avec  une  egale  probabilite  pour 
chaque  orientation. 

Les  molecules  arrivant  sur  le  trou  d’aire  S pendant  une 
duree  infinitesimale  dt  sont,  avec  ce  modele,  contenues 
dans  un  cylindre  droit  de  base  S et  de  hauteur  u df , done 
N 

de  volume  Su  dt . — representant  le  nombre  de  mole- 


cules par  unite  de  volume,  ce  cylindre  contient 


N Su  df 
V 


molecules  dont 


NSudt 

6V 


ont  la  vitesse  correctement 


orientee  pour  passer  a travers  le  trou. 

Pendant  la  duree  T , il  est  done  passe  ^ Su  df  mo]g_ 

6V 

cules  de  E vers  E'  (correspondant  a une  diminution  de 
N Su  dt 

N)  et  done  — ~ — de  E vers  E , correspondant  a 
6 V 

une  augmentation  de  AT.  La  variation  infinitesimale  de  N 
est  done : 


Equation  d'etat  d'un  fluide 


© 


CORRIGES 


d N= 


N Sudt  NSudt 


6 V 


6V 


d’oii  le  resultat : (A r - N)  . 

dt  6V 

„ dN  Su 

3 • On  a de  meme  - — : — = (AT  - N) . 

df  6 V 


Done  — (N+  AT)  = 0 
df 

N+  AT  = NA  (conservation  du  nombre  de  particules). 

rv  - dAf  ,«.r  , , v Su 

D ou  : = <2N - NO 

df  6V 

dN  SuN  Su 

df  3 V 6V 
A f = 0 , N=  Np, , done  : 

N(t)  = 1 + exp( !- 


et  N(t)  = — —( 1 - exp/ - — \\  avec  Tc  = . 


3V 


Su 


Les  courbes  sont  donnees  ci-dessous  : N et  tendent 

Na 

bien  vers  — a l’infini  (equilibre  statistique). 


4 • Le  temps  caracteristique  du  phenomene  est 
3 v 

Tc  = : lorsque  f est  de  l’ordre  de  grandeur  de 

Su 

quelques  Tc  , l’equilibre  statistique  est  etabli. 

L’ application  numerique  donne  ici  Tc  — 21  s . 

On  peut  faire  les  remarques  suivantes  : 

• Tc  est  d’autant  plus  grand  que  S est  petit : si  le  trou  est 
petit,  Fequilibre  statistique  s’etablit  lentement ; 

• Tc  est  d’autant  plus  grand  que  u est  faible  : Fequilibre 
s’etablira  d’autant  plus  vite  que  l’agitation  thermique 
(done  u ) est  importante.  On  se  souvient  que  u est  pro- 
portionnel  a \ T et  inversement  proportionnel  a , m . Ccci 
est  bien  en  accord  avec  une  analyse  qualitative  du  pheno- 
mene ; 

• Tc  est  d’autant  plus  grand  que  V est  grand  : plus  la  den- 
site  moleculaire  est  faible,  plus  le  libre  parcours  moyen  est 
important  et  done  grand  devant  les  dimensions  du  trou. 
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I 


3 


CORRIGES 


Equation  d'etat  d'un  fluide 

5 • a.  Puisque  (£')  est  ouvert  d’un  autre  trou  par  rapport 
aux  questions  precedentes,  on  peut  penser  que  : 

• N est  toujours  inferieur  a N (il  l’etait  deja  au  3))  ; 

Na 

• 1ST  passe  par  un  maximum  inferieur  a 

(a  t = 0 , et  pour  f — > °°  , N = 0 ) ; 

• N est  toujours  decroissante  (comme  en  3))  ; 

• les  pentes  a l’origine  de  N et  1ST  sont  opposees  : 
pour  f=  0 , il  n’y  a pas  encore  de  particules  en  (£')  done 
le  deuxieme  trou  n’intervient  pas  pour  f = 0+  . 

Les  instructions  MAPLE  pour  le  trace,  ainsi  que  les 
courbes  sont  donnees  ci-dessous  (elles  sont  tracees  en 

fonction  de  u = — 

2tC 

eqs:=D(x)(u)=(y(u)-x(u)),D(y)(u)=(x(u)-2*y(u))  ; 

# definition  del’ ensemble  des  equations  definissant  le  sys- 
teme 

Z:=dsolve(  { eqs,x(0)=6*  10A23,y(0)=0 } , { x(u),y(u) } .nurner 
ic)  ; 

• solutions  donnees  sous  forme  numerique 
with(plots):  # ouverture  du  package  plot,  odeplot 
(Z,[[u,x(u)],[u,y(u)]],0,5)  ; 

• trace  des  solutions 


En  effet,  on  a alors  : 

— =(N'  -Ni- 
di 2%c 


d N , i 

et  — =(JV-2AF)  — 
2ic 


dN 

soit : = (AT'  - N)  et 

du 


df 

dN" 

du 


= ( N - 2 N') . 


b.  Pour  t = 0*  , p = 1 . Lorsqu’un  temps  suffisamment 
long  (devant  Tc  ) se  sera  ecoule,  les  particules  de  F isoto- 
pe le  plus  lourd  seront  majoritaires  dans  ( E ')  puisque  Tc 
est  fonction  croissante  de  la  masse  m des  particules.  La 
courbe  donnant  p(u)  est  tracee  ci-dessous  : 


C.  Ce  type  de  separation  isotopique  est  utilise  pour  les 
deux  isotopes  naturels  de  Furanium  235U  et  238U  . 

Les  minerals  sont  d’abord  transformes  en  gaz  UFf,  ; les 
235UFg  et  238UF6  passent  ensuite  dans  des  series  de 
« tamis  moleculaires  » dont  le  principe  repose  sur  les  phe- 
nomenes  decrits  dans  cet  exercice  (on  precede  aussi  par 
ultracentrifugation  de  ces  gaz). 
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Statique  des  fluides 


LES  OBJ  ECU  FS 


• Expression  de  la  pression  eii  un  point  d’un  fluide  au 
repos. 

Determiner  la  resultante  des  forces  de  pression  sur 
un  solide. 

Savoir  exprimer  cette  resultante  au  moyen  du  theo- 
reme  d’Archimede  lorsque  celui-ci  peut  s’appliquer. 

3 H I Nftl  1 1 k’M 

Notions  de  pression  dans  un  fluide  et  de  forces  pres- 
santes. 

Equilibre  mecanique  d’un  systeme  soumis  a plu- 
sieurs  forces. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Gradient  d’un  champ  scalaire. 

Surfaces : plan  tangent  et  normale  en  un  point. 

• Integrates  de  surface. 


ESSENTIEL 


< Pression  dans  un  fluide 

• Considerons,  a l’interieur  d’un  fluide  au 
repos,  le  systeme  S constitue  par  le  fluide  situe 
a l’interieur  de  la  surface  fermee  X . Les  phe- 
nomenes  microscopiques  internes  au  fluide  ont 
une  action  sur  S equivalente  a une  force  surfa- 
cique. 

A travers  l’element  de  surface  d’aire  dS  situe 
en  M , le  fluide  exterieur  exerce  sur  S une 
force  elementaire  dF  telle  que : 

dF=  - P(M)  dSn  = - P(M)  dS 


ou  n est  le  vecteur  unitaire  de  la  normale  a X , 
orientee  vers  1’ exterieur. 

P{M)  , grandeur  scalaire  definie  en  tout  point 
du  fluide,  est  la  pression.  Elle  est  independan- 
te  de  1’ orientation  de  dS . 

• La  pression  permet  egalement  d’ exprimer  la 
force  qui  s’exerce  sur  une  paroi  immergee : 
dF=  P(M)  dSn  , n representant  le  vecteur  uni- 
taire de  la  normale  a la  paroi,  orientee  du  flui- 
de vers  la  paroi. 

• En  USI,  la  pression  s’exprime  en  pascal. 
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Statique  des  fluides 


1 Pa  = 1 N.m  2 . On  utilise  souvent  le  bar:  1 bar  = 105  Pa  . On  peut  retenir  qu’une  pression  de 


1 bar  correspond  a une  force  de  10  N par  cm2. 

• Nous  considererons  que  la  pression  est  une  fonction  continue  des  coordonnees,  que  le  fluide 
soit  homogene  ou  non.  C’est  en  particulier  le  cas  a P interface  entre  deux  fluides. 

• Si  le  fluide  n’est  pas  au  repos,  il  existe  des  forces  surfaciques  tangentes  a la  surface,  liees  a la 
viscosite  du  fluide. 

• Si  le  champ  de  pression  est  uniforme,  la  resultante  des  forces  de  pression  sur  une  surface  fer- 
mee  est  nulle. 


zontaux. 

• Dans  un  fluide  incompressible  de  masse  volumique  constante  p soumis  uniquement  a un 
champ  de  pesanteur  uniforme  g = - g ez  , le  champ  de  pression  a pour  expression : 


ou  H = est  la  hauteur  caracteristique  des  variations  de  pression  ; H ~ 8,5  km  pour  la  tem- 

Mg 

perature  ambiante. 

• Cette  loi  peut  etre  interpreted  comme  traduisant  la  competition  entre  l’energie  potentielle  de  pesan- 
teur, mgz  , et  l’energie  d’agitation  thermique,  kgT;  on  la  generalise  ainsi : 

Dans  un  systeme  macroscopique  en  equilibre  a la  temperature  T , la  probability  de  trouver  une  par- 
ticule  dans  un  etat  d’energie  E est  proportionnelle  au  facteur  de  Boltzmann  : 

exp(-  — ],  ou  kg  est  la  constante  de  Boltzmann,  kg  = = 1,38  . 10~23  J.Kr1  . 

\ kgTJ  Na 


t Theoreme  d'Archimede 

• Les  forces  pressantes  exercees  par  un  fluide  quelconque  au  repos  sur  un  corps  place  en  son  sein 
ont  une  resultante,  appelee  poussee  d’Archimede,  opposee  au  poids  du  « fluide  deplace  ». 

La  poussee  est  appliquee  au  centre  d’inertie  C du  « fluide  deplace  »,  appele  centre  de  poussee. 


^ Pour  s’entrainer:  ex.  1 et  7 ) 


i Relation  fondamentale  de  la  statique  des  fluides 


• Dans  le  cas  d’un  champ  de  pesanteur  g = - gez  (axe  z selon  la  vertica- 
le  ascendante)  la  loi  fondamentale  de  la  statique  des  fluides  s’ecrit : 


z 


— 3 n - . d P 

grad  P - pg  soit  : = - pg 

dz 


pg  grad  P 


• Dans  le  cas  plus  general  d’un  fluide  soumis  a un  champ  de  force  de  den- 
site  volumique  fv  cette  relation  devient : 


grad  P-fv 


• Dans  un  fluide  au  repos  soumis  uniquement  au  champ  de  pesanteur  g , les 
surfaces  isobares,  orthogonales  a grad  P (etdonca  g ) sont  des  plans  hori- 


//////////////// 


P=Po-pgz 


^^Pour  s’entrainer : ex.  4,  7 et  8 


< Atmosphere  isotherme 


• L’ etude  de  l’atmosphere  isotherme  conduit  a la  loi  devolution  de  la  pression  en  fonction  de  l’alti- 
tude  : 


RT 


Pour  s^entrainer : ex^2,  3 et  9 
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Statique  des  fluides 


• Ce  resultat  ne  suppose  pas  que  le  fluide  soit  homogene:  on  peut  l’appliquer  a l’etude  de 
l’equilibre  d’un  corps  flottant,  totalement  immerge  dans  le  fluide  inhomogene  constitue  par  un 
liquide  surmontee  de  T atmosphere.  Dans  ce  cas,  il  est  usuel  de  negliger  la  masse  de  «l’air  depla- 
ce » devant  celle  du  « liquide  deplace  ». 

Q^Pour  s^entratner : ex.  3,  5,  6,  8 et  9 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Ne  pas  confondre  pression  et  force  pressante. 

• La  force  pressante  est  orientee.  Pour  determiner  la  resultante  des  forces  pressantes,  il  ne  faut 
pas  additionner  (ou  integrer)  les  normes  des  forces  pressantes  mais  leurs  composantes  sur 
des  directions  fixes. 

• Ne  pas  appliquer  inconsiderement  la  formule  « toute  faite  » P = Pq-  pg  z sans  etre  sur  que 
les  conditions  sont  reunies : masse  volumique  uniforme,  pesanteur  uniforme  et  axe  des  z 
oriente  vers  le  haut. 

• Ne  pas  oublier  les  hypotheses  du  theoreme  d’Archimede:  Le  solide  doit  etre  totalement 
immerge  dans  le  fluide.  Pour  ne  pas  l’appliquer  inconsiderement,  rien  de  tel  que  de  bien  en 
comprendre  la  demonstration. 

• Se  souvenir  que,  lorsqu’elle  est  definie,  la  force  d’Archimede  n’est  autre  que  la  resultante 
des  forces  de  pression.  Ne  JAMAIS  , dans  un  bilan  de  forces,  compter  la  force  d’Archimede 
ET  les  forces  de  pression  ! 
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Exercices 


© Mesure  de  la  pression 
atmospherique 

Un  tube  cylindique  de  faible  section  en  verre,  ferme  a 
l’une  de  ses  extremites  est  ouvert  a 1’ autre  bout.  II  porte 
une  graduation  millimetrique.  Le  zero  de  cette  graduation 
correspond  a l’extremite  fermee. 

Le  tube  etant  vertical  et  l’ouverture  en  haut,  un  index  de 
mercure  isole  une  certaine  quantite  d’air  a 0 °C.  On  note 
n et  n'  les  divisions  correspondant  aux  extremites  de  l’in- 
dex  de  mercure. 


pression  atmospherique  P0 


On  retourne  le  tube  ; on  attend  l’equilibre  thermique.  On 
lit  la  position  n"  de  l’extremite  superieure  de  l’index  de 
mercure. 

En  deduire  la  pression  Pq  en  millimetres  de  mercure,  puis 
en  pascal. 

AN.  : n = 500  mm,  n'  = 600  mm  et  n"  = 650  mm  . 

La  masse  volumique  de  mercure  est : 
p = 13,6. 103  kg.m^  3 . 


Les  forces  qui  assurent  la  cohesion  de  Lindex 
sont  des  forces  de  tension  superficielle.  Nous 
admettons  que  leur  resultante  est  nulle,  et  que 
l’index  de  mercure  se  comporte  comme  un  solide 
glissant  sans  frottement  dans  le  tube. 

Bien  faire  l’inventaire  des  forces  qui  s’exercent 
sur  l’index  de  mercure. 

Les  temperatures  initiale  et  finale  sont  egales. 


© Atmosphere  isotherme 

Une  atmosphere  en  equilibre  isotherme  est  constitute 
d’un  gaz  parfait  de  masse  molaire  M et  de  temperature 
T = 293  K . Le  champ  de  pesanteur,  g , est  suppose  unifor- 
me. 

Donnees  : g=10m.s~2;  Ag  = 1,38  . 10-23  J.K-1  ; 

M = 29  g.mol"1  ; NA  = 6,02  . 1023  mor1. 


1  • En  appliquant  la  relation  fondamentale  de  la  statique 
des  fluides,  determiner  L expression  de  la  pression  P(z)  a 
L altitude  z;  on  prendra  P(z  = 0)  = Pq  = 1 bar  . 


2  • En  deduire  la  densite  particulaire  n*(z)  a L altitude  z 
en  fonction  de  Pq  , kg  , T , g , z et  m , masse  d’une 
molecule  de  gaz. 

Calculer  Lepaisseur,  H , de  la  couche  atmospherique  telle 
que  n*(H)  = (lne  = 1) . 


Calculer  Lepaisseur,  h , de  la  couche  atmospherique  telle 
n*(  0) 

que  n*(h)  = . 

4 10 


3  • Exprimer  la  probability  elementaire  dS ?(z)  de  trouver 
une  molecule  a L altitude  z (a  dz  pres)  en  fonction  de  m , 
g , h , T et  z . 


Comment  se  projette  la  loi  fondamentale  de  la  sta- 
tique des  fluides  ? Comment  s’ exprime  la  masse 
volumique  d’un  gaz  parfait  en  fonction  de  la  pres- 
sion ? 


• La  densite  particulaire  n*(z)  est  egale  au  nom- 
bre  de  particules  par  unite  de  volume.  On  Lob- 
tient  en  exprimant  le  nombre  AN  de  particules 
dans  un  volume  elementaire  cylindrique  de  base 
S et  de  hauteur  dz . 

• Exprimer  d2 ?(z)  en  fonction  du  nombre  dlV(z)  de 
particules  a L altitude  zet  du  nombre  total  Aide  par- 
ticules. Comment  exprimer  ensuite  dS ?(z)  en  fonc- 
tion de  n*(z)  ? On  pourra  raisonner  sur  une  colonne 
d’atmosphere  de  section  Set  de  hauteur  infinie. 
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EXERCICES 


© Experience  de  Jean  Perrin 

Le  physicien  frarujais  Jean  Perrin 
a realise  au  debut  du  siecle  une 
experience  permettant  de  deter- 
miner le  nombre  d’Avogadro. 

Cette  determination  lui  a valu, 
ainsi  que  ses  autres  travaux,  le 
prix  Nobel  en  1926. 

II  prepara,  dans  un  recipient  plein 
d’eau,  une  suspension  de  petites 
spheres  de  latex  de  rayon 
a - 0,212  jim  . II  observa  ensuite  au  microscope  optique  la 
repartition  statistique  de  ces  spheres  en  fonction  de  « P al- 
titude » z . 

L’  experience  est  realisee  a la  temperature  T = 293  K 
constante.  La  masse  volumique  de  l’eau  est 
p = 1,003  g.cm~3  et  celle  du  latex  p = 1,194  g.cm~3  . 
On  donne  R=  8,314  J.mol-1.K-1  ; g = 9,81  m. s~2  . 

1 • Par  analogie  avec  une  atmosphere  gazeuse  isotherme 
(■ cf.  exercice  2),  montrer  que  le  nombre  de  spheres  conte- 
nues  dans  un  volume  dr  de  surface  S et  de  hauteur  dz 
est  dN=  A(T)exp|-  jdz , oil  H est  une  hauteur  carac- 

teristique  du  probleme  que  l’on  exprimera  en  fonction  de 
a , p , p , T,  g et  kB  . 

Calculer  H numeriquement  (kg  = 1,38  . 10~23  J. K ')  . 

2 • On  compte  les  spheres  contenues  dans  une  colonne 
cylindrique  de  section  S et  de  hauteur  tres  grande 
devant  H en  commen§ant  par  le  sommet  de  la 
colonne. 

Soit  N(z)  le  nombre  de  spheres  comptees  entre  le  som- 
met et  1’ altitude  z . Determiner  N(z)  en  fonction  de 
N( 0)  et  des  autres  donnees. 

Jean  Perrin  mesura  N( 0)  = 100  et  AC90  |im)  = 17  . En  de- 
duire  une  estimation  de  la  valeur  numerique  de  TV a • 

/ \A 

I -j  • Faire  le  bilan  des  forces  auxquelles  est  soumise 
1 = chaque  bille  de  latex  a P altitude  z . Quelle  est 
Penergie  potentielle  correspondante  ? En  deduire  le 
facteur  de  Boltzmann  correspondant,  puis  dN(z) . 

• En  quoi  l’hypothese  « hauteur  » H»  est-elle 
importante  ? En  fonction  de  cette  hypothese,  par 
quelle  integrate  peut-on  exprimer  N(z)  ? 


Statique  des  fluides 

constitute  d’un  fluide  incompressible  de  masse  volu- 
mique p uniforme. 


1 • Rappeler  P expression  du  champ  de  gravitation 
g (M)  a l’interieur  de  la  planete,  a une  distance  r du 
centre.  On  exprimera  ce  resultat  en  fonction  de  la 
pesanteur  a la  surface  go  , de  R et  de  r . 


2 • En  supposant  la  pression  nulle  a la  surface,  deter- 
miner la  pression  a une  distance  r du  centre,  puis  la 
pression  au  centre.  Faire  Papplication  numerique  pour 
la  Terre,  (p  = 5,8 . 103  kg.m-3 ; R = 6,4. 106  m ). 
Commenter  le  resultat  et  critiquer  le  modele. 


Question  1 : Voir,  dans  le  cours  d’electromagne- 
tisme,  les  analogies  entre  le  champ  de  gravitation 
et  le  champ  electrostatique.  Pour  le  calcul  de  g , 
on  utilise  le  theoreme  de  GAUSS. 


• Question  2 : Attention  : p est  uniforme  mais 
pas  g ! 


• Si  OM  =rer,  on  rappelle  que  le  gradient  d’une 
fonction  f(r)  qui  ne  depend  que  de  r s’ecrit: 
grad  f=  f'(r)  er  . 


• La  solution  d’une  equation  differentielle 
d’ordre  1 depend  d’une  constante  fixee  par  une 
condition  imposee.  En  quels  points  la  pression 
est-elle  connue  a priori ? 


© Un  glacon  dans  un  verre 
a ras  bord... 


On  place  dans  trois  verres  un  glagon  et  on  les  remplit  a ras 
bord.  Pun  d’eau,  P autre  de  jus  de  fruit  et  le  troisieme  d'un 
aperitif  alcoolise.  Que  se  passe-t-il  lorsque  le  glafon  a fondu  ? 
Masses  volumiques  : 

glace  : pg  = 0,9 . 103  kg/m3  , eau  liquide  : pe  = 103  kg/m3 , 
jus  de  fruit : pj  = 1,05 . 103  kg/m3  , 
aperitif  : pa  = 0,95 . 103  kg/m3  . 


'3  II  faut  comparer  le  volume  de  liquide  deplace  par 
o le  glacon  au  volume  d’eau  liquide  obtenue  par  la 
fonte  du  glacon. 


C)  Pression  a Tinterieur 
d'une  planete  fluide 

On  adopte  un  modele  simplifie  pour  representer  une 
planete  : on  l’assimile  a une  sphere  isolee  de  rayon  R 


Cl  Oscillations 

drun  bouchon  de  liege 

Un  bouchon  de  liege,  homogene,  de  forme  cylindrique, 
flotte  horizontalement  a la  surface  de  l’eau.  On  donne  sa 
longueur,  h = 5 cm  , et  son  rayon,  r = 1 cm  . 
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EXERCICES 


Statique  des  fluides 


1 • A l’equilibre  il  est  a moitie  enfonce  ; determiner  sa 
masse  volumique  p . 

2 • Determiner  la  periode  des  petites  oscillations  vertica- 
les  de  ce  bouchon  a la  surface  de  l’eau. 

La  masse  volumique  de  l’eau  est  Ph,o  = 1 g.cm-3  . On 
prendra  g = lOm.s-2. 


• Quelle  est  la  condition  d’equilibre  du  bouchon? 
Comment,  dans  ce  cas,  exprime-t-on  la  resultan- 
te  des  forces  de  pression  sur  le  bouchon  ? 

• On  admet  que  la  resultante  des  forces  de  pression 
s’exprime  toujours  par  la  poussee  d’Archimede 
lorsque  le  solide  est  en  mouvement  lent. 

• II  faut  exprimer  le  volume  d’eau  deplacee  en 
fonction  de  1’ altitude  z du  centre  du  bouchon. 
Pour  cela,  il  est  indispensable  de  faire  un  schema 
precis  mettant  clairement  en  evidence  cette  rela- 
tion. On  se  souviendra  que  l’aire  d’un  secteur  cir- 
culaire  d’ouverture  2a  est  egale  a 0,R~  . 

• Pour  etudier  les  petits  mouvements  autour  de  la 
position  d’equilibre,  on  fait  un  developpement  a 
l’ordre  1 autour  de  cette  position.  Une  quantite  f 
fonction  de  z s’exprime  par: 

f(z)  = /( 0)  + f'(0)  z 


O Bouchon  d'evier 

On  tente  de  boucher  un  evier  avec  un  bouchon  de  liege, 
cylindrique,  d’aire  S et  d’epaisseur  e . L’ evier  s’evacue 
par  un  trou  de  section  So  (inferieure  a S !)  entoure  d’un 
joint  de  caoutchouc  qui  assure  l’etancheite  lorsque  le  bou- 
chon est  en  place. 

On  note  p et  pQ  les  masses  volumiques  respectivement 
du  liege  et  de  l’eau. 

L’eau  recouvre  entierement  le  bouchon,  comme  indique 
sur  la  figure.  La  pellicule  d’eau  situee  entre  le  fond  et  le 
bouchon  a une  epaisseur  negligeable  devant  e . 

A quelle  condition  le  bouchon  reste-t-il  plaque  au  fond  ? 


air 

eau 

S 

h 

«L -v 

joint//T 

air 

— »-  •< — section  : Sq 


eau 


Peut-on  appliquer  la  relation  d’Archimede  au 
bouchon  ? Est-il  completement  immerge  dans  un 
fluide  au  repos  ? quelle  est  la  fonction  du  joint  ? 
Si  on  ne  peut  appliquer  le  theoreme  d’Archi- 
mede, il  reste  a evaluer  les  forces  pressantes  sur 
chaque  face  du  bouchon. 

Que  peut-on  dire  de  la  resultante  des  forces  pres- 
santes sur  la  paroi  verticale  ? 


© Plongee  libre  (sans  bouteille) 

D’apres  Concours  communs  Mines  - Ponts  MP  2004 

L’eau  ou  le  plongeur  evolue  est  consideree  comme  un 
liquide  homogene  et  incompressible,  de  masse  volumique 
p = 1,0  x 103  kg.m^3  , en  equilibre  dans  le  champ  de 
pesanteur  g = - gez  uniforme  avec  g = 9,81  m.s~2  . La 
surface  libre  de  1’ eau  (cote  z=0)  est  en  contact  avec  1’ at- 
mosphere, de  pression  constante  Patm  = 1,013  x 105  Pa  . 

1 • Determiner,  litteralement  et  numeriquement,  la  pres- 
sion p(z)  de  l’eau  en  un  point  de  cote  z ; tracer  le  graphe 
de  p(z)  . 

2 • On  assimile  Fair  contenu  dans  les  poumons  du  plon- 
geur a un  gaz  parfait ; cet  air  est  caracterise  par  une  pres- 
sion p(z)  identique  a celle  de  l’eau  a la  cote  z,un  volume 

V(z)  (capacite  pulmonaire)  variable  (la  cage  thoracique  se 
deforme  sous  l’effet  de  la  pression),  et  enfin  par  une  tem- 
perature Tj , constante  et  independante  de  la  profondeur. 
Calculer  la  capacite  pulmonaire  du  plongeur  a une  cote  z 
sachant  que  celui-ci,  avant  de  plonger,  gonfle  ses  poumons 
a leur  capacite  maximale  Vm  puis  bloque  sa  respiration. 
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EXERCICES 


On  donne  z=-10met  V^  = 7x  10~3  m3  . On  definit 
le  poids  apparent  du  plongeur  (et  Ton  nomme  flottabilite) 
comme  la  resultante  de  la  poussee  d’ Archimede  et  des  for- 
ces de  pesanteur.  Comment  varie  la  flottabilite  lorsque  la 
profondeur  augmente?  Diminue-t-elle  ou  augmente- 
t-elle  ? 


3 • Afin  de  faciliter  leur  descente  lors  des  premiers 
metres,  les  plongeurs  utilisent  souvent  un  lest,  plaque  de 
plomb  de  volume  negligeable,  accrochee  a une  ceinture  et 
facilement  larguable.  Ce  lest  ne  doit  pas  etre  trap  lourd  car 
un  surlestage  peut  inciter  a descendre  a une  profondeur 
excessive.  On  appelle  m la  masse  du  plongeur,  V'fz)  le 
volume  de  son  corps  et  Vq  le  volume  de  son  corps  hors 
celui  de  la  cage  thoracique,  de  sorte  que  V^fz)  = 
Vf)  + \{z)  . Quelle  masse  de  lest  choisir  si  l’on  adopte 
comme  regie  de  securite  le  fait  que  le  plongeur  doit  avoir 
une  flottabilite  nulle  a la  profondeur  de  5 metres  ? 
Application  numerique : Vq  = 0,077  m3  et  m = 80  kg  . 


D'apres  l’expression  de  g , quelle  est  1’ orienta- 
tion de  l’axe  Oz? 

Le  corps,  hors  cage  thoracique,  est  incompressi- 
ble. II  est  done  simple  d’exprimer  le  volume  du 
plongeur  en  fonction  de  la  profondeur. 


C)  Ascension  d'un  ballon-sonde 

Un  ballon-sonde,  de  masse  m , sert  a emmener  a haute 
altitude  un  appareillage  en  vue  d’effectuer  des  mesures. 


Statique  des  fluides 


L’enveloppe  du  ballon  contient  n moles  de  gaz  parfait 
(H2,  iMH2  = 2g.mol-1). 

L’ atmosphere  est  assimilee  a un  gaz  parfait,  de  masse 
molaire  Mllr  = 29  g.mol-1,  en  equilibre  isotherme  a la 
temperature  7q  = 273  K . La  pression  atmospherique  est 
Pq  = 1 bar  . 

1  • Quelle  est  la  force  ascensionnelle  Fz  ressentie  par  le 
ballon  ? Evaluer  la  quantite  de  matiere  minimale  hq  assu- 
rant  le  decollage  de  celui-ci  pour  m = 50  kg  , puis  le  volu- 
me Vq  correspondant,  a 1’ altitude  nulle  de  depart. 


2 • Le  volume  du  ballon  (initialement  flasque)  ne  peut 
depasser  une  valeur  V\  sans  que  celui-ci  n’eclate. 
Montrer  que  cela  implique  Fexistence  d’une  altitude 
maximale  atteinte  par  le  ballon,  Z\ , que  l’on  exprimera  en 
fonction  de  : 

n,n0,  Vq,  Vj  et  H=  . 

Mairg 

3 • En  fait,  le  ballon  possede  une  soupape  qui  lui  permet, 
au-dela  de  Faltitude  z\  , d’evacuer  du  gaz  a volume  Vj 
constant. 

Montrer  que  la  force  ascentionnelle  s’annule  alors  pour  une 
altitude  z2  superieure  a z\  . 

Donnee  : R = 8,3 14  J . moL 1 . Kr1 . 


1)  C’est  la  poussee  d’ Archimede  qui  permet  au  bal- 
lon de  monter. 

2)  On  utilisera  l’expression  de  la  pression  d’equilibre 
de  F atmosphere  isotherme. 

3)  La  force  ascensionnelle  n’etant  plus  constante,  il 
faut  chercher  a quelle  altitude  elle  s’annule. 
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Corriges 


Q Mesure  de  la  pression 
atmospherique 

Appelons  m = p S (ri  - ri) , la  masse  de  l’index. 


Premiere  position 


L’index  etant  en  equilibre,  cela  donne  : 

• pour  la  position  1 : PS  = Pq  S+  mg , avec  P la  pression  de 
Fair  dans  le  tube  ; 

• pour  la  position  2 : P'  S=  Pq  S-  mg  , avec  P'  la  pression 
de  Fair  dans  le  tube. 

La  quantite  de  matiere  est  toujours  la  meme  done  : 

pv  P'V' 

— = — — , avec  V=Sn  et  V'  = Sn". 

T T 


On  attend  toujours  F equilibre  thermique,  done  : 

T=  T et  P V=  P'  V'  . 

On  obtient  ainsi  : 

[Pq  + Pg  (n'  ~ n)]n  = [P0  - pg  in'  - n)]n" . 
En  posant  Pq  = pg  P[q,  cela  donne  : 

[Ho  + (n' -n)]n=[Ho  ~(n' -n)]n" 

et  done  : 


Hq  = 


(ri  - n)(n"+  n) 


AN.  : Hq  = 767  mm  de  mercure  soit : Pq  = 1,04 . 105  Pa  . 


Atmosphere  isotherme 


1 • P ne  depend  que  de  F altitude  z(Oz  oriente  vers  le  haut), 
et : 


dP(z)  _ 
dz 


Pg\ 


les  autres  projections  (sur  (Ox)  et  (Oy))  du  gradient  etant 
nulles,  P ne  depend  que  de  F altitude  z. 

Pour  un  gaz  parfait : 


p(z)  = 


MP(z) 

RT 


et 


dP(z) 

P(z) 


soit,  en  integrant  entre  Faltitude  0 et  Faltitude  z : 


P(z)  = P(0)  exp 


Mg7 

RT 


2 • A Faltitude  z , la  densite  particulaire  n*(z)  est  le  nom- 
bre  de  particules  presentes  dans  un  volume  mesoscopique  d x 
rapporte  a ce  volume  : diV(z)  = n*(z)dr  . 

En  exprimant  [’equation  d’etat  du  gaz  : 


P(z)dr  = 


dN(z)RT 

Na 


= dlV(z)  1b  T, 


on  obtient  n*(z ) = -p^exp 

la  relation  ^ = JR.  . 

R kB 

Pour  n*(H)  = on  obtient  H = 

e mg  Mg 

AN.  : H~  8,4  km. 

Pour  n*(ti)  = ——t,  on  obtient  h = In  10  . 

10  mg 

AN.  : h ~ 19  km. 

3 • La  probabilite  d SP  de  trouver  une  particule  dans  la 
tranche  comprise  entre  les  altitudes  z et  z + dz  est  egale 
au  rapport  entre  le  nombre  de  particules  presentes  a cette 
altitude  et  le  nombre  total  de  particules. 

On  considere,  a Faltitude  zun  volume  mesoscopique  dr,  de 
base  S et  de  hauteur  dz , soit  dr  = 5dz  . 

Ce  volume  comprend  dlV(z)  particules  et  la  colonne  de 

dMz) 

base  S en  comprend  N,  soit  d (3>(z)=  — . 

Or  dlV(z)  = n*(z)Sdz  (voir  la  question  2)), 

roo  p 

et  N=S\  n*(z)dz=S — — , apres  integration. 

Jo  m£ 


Mg, 

rt‘ 


en  tenant  compte  de 


D’oii : d 9(z)  = — — exp 

iBr 


JE?z 

knT 


dz. 
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CORRIGES 


Experience  de  Jean  Perrin 


1 • Chaque  sphere  subit,  en  plus  de  son  poids,  une  poussee 
d’Archimede  egale  a FA=  - rnog  ou  ntQ  represente  la  masse 
du  volume  d’eau  deplace  par  la  sphere.  Ainsi  la  sphere  est  sou- 

— . 4 , 

mise  a la  force  resultante  R = mg  + Fa  = - 7t  aJ(Ju  - p)  g ; 

cette  force  derive  de  l’energie  potentielle  : 

4 r 

^p=  - nai(ji-p)gz. 

On  a montre  dans  l’exercice  precedent  que  la  probabilite  de 
trouver  la  particule  a 1’ altitude  z est : 


dSP(z)  = exp 
kBT 


™g  - 
kBT 


d z. 


Les  billes  de  latex,  comme  les  molecules  d’air,  sont  en  equili- 
bre  a la  temperature  T ; par  analogie  on  ecrira  : 


dS?“(z)  = - na^(fi  - p)-^—  exp  - ~^7ta  ^ — P}M_ 
3 kBT  [ 3kBT 


dz. 


On  obtient  bien  une  loi  de  la  forme  : 


dW(z)  = AT)  exp 


4na3(p  - p)g 
3 kBT 


zdz , 


et . 1 _ 4 47t a\p  - p)g 

H 3 3kBT 

L’ application  numerique  donne  FI-  53  pm  . Cette  valeur  jus- 
tice a posteriori  le  choix  de  90  pm  pour  1’ecart  de  mesures 
( cf.  ci-dessous). 


En  fait,  Jean  Perrin  fit  une  serie  de  mesures  de  30  pm  en 
30  pm  a l’aide  de  photographies  de  la  suspension  en  equi- 
libre. 


2 • Au-dela  de  quelques  FI , la  probabilite  de  trouver  une 
sphere  devient  negligeable. 

Mz)  est  egale  a la  somme  des  dJV,  pour  les  altitudes  compri- 
ses entre  z et  le  sommet  de  la  colonne.  Comme  la  probabili- 
te de  trouver  une  sphere  devient  negligeable  au-dela  de 
quelques  FI , on  peut  tout  aussi  bien  etendre  la  sommation  de 
z a l’infini. 


N{z)  = AT) 


HAT)  exp  ( — 
H 


N(0)  = H A T)  d’ou  : Mz)  ■ 


- MO)  exp  — — 

H 


L’ utilisation  des  deux  mesures  permet  d’ecrire  : 


z=-  H In 


M90) 


et  Na-- 


RT 


MO) 

AN.  : Na  = 6.  1023  mol-' . 


-7ta  (p-p)gz 


-In 


M90)' 


Statique  des  fluides 


O Pression  a Tinterieur 
d'une  planete  fluide 


1 • On  reprend  le  raisonnement  classique  du  calcul  du 
champ  electrique  E cree  par  une  distribution  a symetrie 
spherique,  avec  les  analogies  : 

Pelectrique  ^ Pmassique  ~ ^ — ,(j 

4m0 

(Constante  de  gravitation) 

Posons  OM  = r er  . La  symetrie  de  la  repartition  des  mas- 
ses impose  : g = - g{r)  er  . 

On  applique  le  theoreme  de  GAUSS  a une  sphere  X de 
centre  O et  de  rayon  r prise  a l’interieur  de  la  planete  : 
Flux  a travers  X du  champ  de  gravitation  = 

- 4jtSx  (masse  a l’interieur  de  X) 

- 471  r2  g(r)  = - 4k^  ^ P s°it : g(r)  = ® r P 


Comme  go 


— it  SRp.on  deduit : 
3 


2 • Comme,  par  symetrie,  P ne  depend  que  de  r , on  peut 
ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  statique  des  fluides 
sous  la  forme  : 

grad  P = er  = - - — — er  d’ou  l’equation  differen- 
d r R 


. ,,  dP  PgQf 

tielle  : — = 

dr  R 

La  solution,  compte-tenu  de  la  condition  aux  limites 
P(R)  = 0 est : 

D,  , P SO  r ,D 2 i, 

P(r)  = (RA  - r~) 

R 


Et  la  pression  au  centre  : P( 0)  = p go  R 
Pour  la  Terre,  on  obtient,  avec  = 10  m.s-2  : 

P( 0)  = 4. 1011  Pa  , soit  4. 106  bars  . (Un  calcul  plus  pre- 
cis, avec  2 chiffres  significatifs  ou  plus,  n’a  bien  entendu 
aucune  signification  pour  un  modele  aussi  grossier.) 


Commentaires  : 

• La  Terre  est  partiellement  fluide  : le  noyau  est  essentiel- 
lement  constitue  de  fer  fondu.  Meme  la  croute  et  le  man- 
teau,  solides,  sont  legerement  deformables  et  il  n’est  pas 
deraisonnable  de  les  assimiler  a des  fluides.  Le  modele  a 
done  une  certaine  pertinence. 

• La  valeur  de  P( 0)  justifie  que  Ton  puisse  considerer 
comme  nulle  la  pression  a la  surface. 

• Selon  le  modele  admis  actuellement,  le  noyau  interieur 
(la  « graine  »)  est  solide  en  raison  de  la  tres  forte  pression. 
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Statique  des  fluides 


e Un  glacon  dans  un  verre 
a ras  bord... 

Soit  ni  la  masse  d’eau  qui  constitue  le  gla§on  de  volume  V: 
m=  pg  V. 

On  appelle  pf  la  masse  volumique  du  liquide  qui  remplit  le 
verre,  V\  le  volume  immerge  du  glagon. 

La  poussee  d’ Archimede  qui  agit  sur  le  gla§on  est  donnee  par 
K = peVig. 

Le  glagon  flotte,  done  n compense  le  poids  du  glagon  : 
n = mg  = piVlg. 

Soit  pgV=  pf  V[  (on  verifie  qu’avec  les  trois  liquides  pro- 
poses on  a bien  V[  < V). 

Quand  le  glagon  fond,  la  glace  qui  le  composait  occupe  le 

volume  Vfmai  avec  Vfinal  = — . 

Pe 

Le  verre  deborde  si  Vflnai  > V[ , soit : 

m . m ^ 

— > — ou  p(>  pt. 

Pe  Pf 


Conclusion  : Lorsque  le  glagon  fond,  le  verre  de  jus  de  fruit 
va  deborder,  le  verre  d’ aperitif  n’est  plus  rempli  a ras  bord  ; 
seul  le  verre  d’eau  reste  rempli  a ras  bord  sans  deborder. 


Oscillations  d'un  bouchon 
de  liege 

1 • Le  bouchon  est  soumis  : 

• a son  poids,  nr2hpg  ; 

• a la  poussee  d’ Archimede  : 

- nr2hpHpg , 

le  facteur  rendant  compte  du  fait  que  le  bouchon 
est  a moitie  enfonce  ; 

En  toute  rigueur,  le  « fluide  deplace  est  constitue  de  deux 
volumes  egaux  d’eau  et  d’air,  mais  nous  avons  neglige  la 
masse  d’air  deplace,  environ  1 000  fois  plus  faible  que 
celle  de  l’eau  deplacee. 

A l’equilibre,  la  somme  vectorielle  est  nulle,  ce  qui  donne 
p = 0,5  g.cm-3  . 

2 • On  doit  admettre  que  la  poussee  d’ Archimede  est  une 
bonne  approximation  de  la  force  exercee  par  l’eau  sur  le  cylin- 
dre  lorsque  celui-ci  oscille  lentement. 

Si  on  suppose,  de  plus,  que  le  mouvement  du  cylindre  est  uni- 
quement  un  mouvement  vertical  de  translation  (impulsion 
initiale  donnee  verticalement  a l’aplomb  du  centre  d’inertie), 
le  theoreme  du  centre  d’inertie  donne,  en  notant  zla  cote  du 
centre  d’inertie  sur  la  verticale  ascendante,  avec  -%qUiiibre  = 0 : 
nr2hpz  = - nr2hpg  + PR2ogVimmergi(z) . 


v immerge 
dz 


z = 0 


On  etudie  de  petites  oscillations  ; on  peut  alors  ecrire  : 

, dMrr 

^immerge(2)  — Mmmerge(O)  z\ 

au  premier  ordre  en  z . 

Comme  - nr2hpg  + PH2O^Mmmerge(0)  = 0 > cela  donne  : 

9 , / ^ Mmmerge 

nrzhpz  = pu0gzl — *- 

1 \ dz 


z=  0 


ce  qui  correspond  bien  a 1’ equation  differentielle  d’un  oscillateur 
harmonique,  a condition  que  I — immelge  1 soit  negatif. 


dz 


z-  0 


Le  schema  ci-dessous  permet  de  determiner  Vj, 


M. 


immerge 


(z)  : 

= h (aire  du  secteur  circulaire  - aire  du  triangle) 


immerge 


V ' = 2 

vimmerge  — 


, / OC  9 1 9 • ^ 

h[  — r~  sin  a cos  a 


2 2 
= h( a r2  - r2  cos  a sin  a) 
da  1 


avec  z = r cos  a soit  = 

dz  t sin  a 

d 1'immerge  _ d Mtmncrge  da  _ V h(  \ — COS  2a) 

dz  da  dz  sin  a 


la  position  z=  0 correspond  a a=  — ,d’ou: 


^ Mmmerge 
dz 


= -2 rh. 


z-  0 


npr 

La  periode  des  petites  oscillations  vaut  alors  : 

2 K 


T = 


i • 

(r\  \ 

^Ph,o8 


npr 


AN  : 0,2  s. 
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Statique  des  fluides 


O Bouchon  d'evier 

On  ne  peut  pas  appliquer  le  theoreme  d’Archimede  au  bou- 
chon. En  raison  du  joint,  meme  de  tres  petite  epaisseur,  le 
bouchon  n’est  pas  entitlement  immerge  dans  un  fluide  a 
l’equilibre.  II  est  clair  que  la  pression  n’a  pas  la  meme  valeur 
de  part  et  d’autre  du  joint,  dans  l’eau  et  dans  l’air. 
Determinons  les  forces  pressantes  sur  le  bouchon  en  notant 
Pq  la  pression  atmospherique  et  avec  Oz , axe  vertical  ascen- 
dant : 

• Sur  la  face  superieure  , F\=-  S[Pq  + po  gfh  - e)]  3z  • 

• Sur  la  face  inferieure  : 

Ft.  = + (S-  So)(Pq  + po  g h)  ez  + So  Po  ez. 

La  resultante  des  forces  pressantes  est : 

^pression  = Po  — Sq  ti)  ez 

Le  poids  du  bouchon  etant  egal  a p S e g , il  reste  plaque  au 
fond  si  : 

p Se  g>  po  g(Se-  Sq  h) 

■ S (,  P 

ou  encore  si : h > e — 1 

S()  \ Po 

On  remarque  que  cette  condition  est  toujours  verifiee  pour 
p > Po  (le  bouchon  ne  peut  Hotter). 


P0  + pgh 


Po  + Pgh 
S 


So 


Pq  + Pgh 


73  f CT 


Po  + Pgh 


Po  + Pgh 


© Plongee  libre  (sans  bouteille) 

1 • D’apres  1’ expression  g = -gez  Laxedes  z est  orien- 
te  vers  le  haut.  p etant  uniforme,  la  relation  fondamenta- 
le  de  la  statique  des  fluides  s’ecrit  done : 
p(z)  = Patm  - pgz  car  p(0)  = Patm  . 

Numeriquement : 

p(z)  = 1,013.10s  -9,81. 103z  avec  P en  Pa  et  z en  m . 


2 • L’  air  contenu  dans  les  poumons  subit  une  compression 
isotherme.  Comme  il  est  assimile  a un  gaz  parfait : 


p(z)  \{z)  = Cste  = Patm  VM 
d’oii  Hz)  = P'dtm  Vm 

Patm  ~PgZ 

AN.  : H-  10  m)  = 3,61 . 10“3  m3  . 

Le  poids  du  plongeur  reste  constant. 

La  poussee  d’Archimede,  proportionnelle  au  volume  du 
plongeur  diminue  lorsque  la  profondeur  augmente.  La 
flottabilite,  comptee  positivement  vers  le  haut,  diminue 
done  lorsque  la  profondeur  augmente. 


3 • Exprimons  la  flottabilite : 

^archi  + m g = [p(  V0  + Hz)  - (m+  mi)]p  ez. 

(On  n’a  pas  tenu  compte  du  volume  supplementaire  du  au 
lest.) 

La  flottabilite  est  nulle  si  p ( Vq  + Hz))  = m + rri\ 

^atm 


soit  si  mi  = pi  Vq  + 


P-atm  - pgz 


AN.  : nil  = 1,7  kg  . 


d)  Ascension  drun  ballon-sonde 

1 • La  force  ascensionnelle  resulte  du  poids  du  ballon,  de 
celui  du  gaz  contenu  dans  l’enveloppe  et  de  la  poussee 
d’Archimede  exercee  par  Pair  : 

Fz  = [(Pair(z)  - Ph 2(z))  Hz)  -m]g, 
ou  Hz)  designe  le  volume  du  ballon  a l’altitude  z : 

nRT0 


V(z)  = 


P(z) 


Remarques 

La  pression  P(z)  designe  la  pression  effective  moyenne  vue 
par  le  ballon  a l’altitude  z . On  sait  qu’elle  evolue  avec  une 
caracteristique  H tres  grande  devant  les  dimensions  du  bal- 
lon : cette  notation  n’est  pas  ambigue. 

On  neglige  le  volume  de  l’appareillage  devant  le  volume  du 
ballon. 


Pour  chaque  gaz,  P ■■ 


Pair  - 


RTo  ,,  , 

: p ; d ou  : 

M 


et : 


Ph2  = 


P(z)  M.di 
RT0 

P(z)  JWh2 


= Mii 


= Mt  2 


n 


Hz) 

n 


RT0  Hz) 

La  force  ascentionnelle  peut  done  s’ecrire  : 

Fz  = [«(Mair  - JV%2)  - m]g  . 

Le  decollage  est  possible  si  la  force  ascensionnelle  est  positi- 
ve pour  z = 0 . 

m 

On  en  deduit  avec  bq  = 


Vn  = 


IHiir  1 h [ ; 
mRT() 

Po(Mak-MnO 
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CORRIGES 


© 


Statique  des  fluides 


Pour  To  = 273  K et  Pq  = 105  Pa  , on  a : 

V0  = 42  m3 

(environ  2 m de  rayon  pour  un  ballon  spherique,  ce  qui  est 
correct). 

Ce  volume  est  deja  important  pour  une  charge  assez  faible, 
car  les  masses  volumiques  entrant  en  jeu  dans  le  terme  de 
poussee  sont  celles  des  gaz. 

La  force  ascensionnelle,  constante  pour  ce  modele,  est  done 

F2=D¥(i-l). 

2 • Le  volume  du  ballon  a l’altitude  z s’ecrit : 

nRT0 


P(z)  ' 


Or,  on  peut,  comme  T = cte  , utiliser  le  modele  de  P at- 
mosphere isotherme  pour  lequel : 


P(z)  = Pq  exp 


z 

~H 


, ...  iiRTq  z 

D ou,  Vfz)  = ——  exp  — 
' 0 H 


_ nRTQ  . 

Sachant  que  Vq  = , on  obtient : 


\{z)  = V0  — exp 
n0 


Lorsque  V=  V\  , le  ballon  eclate  ; ceci  se  produit  a P altitu- 
de : 


zj  = PI  In 


nV0 


3 • Avec  la  soupape,  V reste  egal  a V[  au-dela  de  z\ , et  la 
quantite  de  matiere  n(z)  contenue  dans  l’enveloppe  diminue. 
La  force  ascensionnelle  n’est  plus  constante  et  vaut : 

c ln(z)  \ J V!  I z\ 

Fz=mg\—-0  = mg—exp\~—\-\  . 

\ no  I [ H)  \ a I 


Celle-ci  s’annule  pour  zi  = Tfln|-p-J  et  on  verifie  que 

zj>  z\  et  la  quantite  de  matiere  n(z ) continue  dans  Pen  ve- 
loppe... 
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Premier  principe 

de  la  thermodynamique. 

Bilans  d'energie 


Notion  d’energie  interne. 

■ Echanges  d’energie  par  travail  et  par  transfert 
thermique. 

• Bilan  energetique  pour  un  systeme  ferme. 

Bilan  d’energie  dans  le  cas  de  la  detente  de  Joule- 
Thomson. 

• Expression  du  travail  re^u  par  un  fluide. 

Loi  de  LAPLACE  pour  une  evolution  adiabatique  et 
quasistatique. 


LES  PREREQUIS 


• Mecanique : travail  d’une  force,  energie  cinetique, 
energie  potentielle. 

• Notion  de  pression. 

Equation  d’etat  d’un  gaz  parfait. 

Proprietes  d’une  phase  condensee  ideale. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Developpements  limites  ou  developpement  de 
Taylor  a Pordre  1. 

Equation  differentielle  d’ordre  1. 

• Notion  de  derivee  partielle  d’une  function  de 
plusieurs  variables. 


ESSENTIEL 


« Vocabulaire 

On  parle : 

• d’un  systeme  isole,  lorsqu’il  n’echange  ni  matiere,  ni  energie  avec  le  milieu  exterieur; 

• d’un  systeme  ferme,  lorsqu’il  n’echange  pas  de  matiere  avec  le  milieu  exterieur  ; 

• d’un  systeme  ouvert,  dans  les  autres  cas. 

< Energie  cTun  systeme  thermodynamique 

• Energie  interne 

L’ energie  interne  U d’un  systeme  ( S ) est  la  somme  de  son  energie  cinetique  d’agitation  <=Kagtati„n  et 
de  son  energie  potentielle  interne  . 

U=%K  + ■ 

iNagitation  tint 

L’ energie  interne  est  une  grandeur  extensive : si  (Si)  et  (S2)  sont  deux  systemes  disjoints,  l’energie 
interne  u$2  du  systeme  (Si  u S2)  est  la  somme  des  energies  internes  de  (Si)  f/5  et  (S2)  Us2'. 

u S2  = ^S,  + Us2. 
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Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


Pour  un  systeme  a l’equilibre  thermodynamique  interne,  l’energie  interne  est  une  fonction  d’etat,  c’est- 
a-dire  qu’elle  depend  d’un  petit  nombre  de  variables,  ses  parametres  d’etat. 


• Cas  d'un  gaz  parfait 

Pour  un  gaz  parfait,  l’energie  interne  molaire  ne  depend  que  de  la  temperature : — =f(T ) . 

n 

3 

Pour  un  gaz  parfait  monoatomique : U = — nRT . 

Pour  un  gaz  parfait  diatomique : U ~ nRT  aux  temperatures  usuelles.  Nous  prendrons  generalement 


cette  valeur  pour  Pair  (constitue  de  deux  gaz  diatomiques). 

L’energie  interne  d’un  gaz  polyatomique  est  toujours  superieure  a celle  d’un  gaz  monoatomique. 


• Cas  d’une  phase  condensee 

Pour  une  phase  condensee  ideale  l’energie  interne  ne  depend  que  de  la  temperature. 


• Energie  totale 

L’energie  totale  est  definie  par: 


’=U  + 


3Km 


Elle  permet  de  traiter  un  probleme  liant  mecanique  et  thermodynamique  sans  devoir  le  traiter  au  niveau 
microscopique. 


i Premier  principe  de  la  thermodynamique 

• Transferts  energetiques 

II  existe  deux  formes  de  transfert  d’energie  pour  un  systeme : 

- un  transfert  thennique  Q par  contact  avec  un  corps  de  temperature  differente  de  celle  du  systeme ; 

- un  transfert  par  un  travail  W mesurable  directement  fourni  au  systeme. 

• Conventions  et  unites 

En  thermodynamique  les  conventions  sont  toujours  les  suivantes. 

Soit  un  systeme  ( S ) ferme : 

• le  travail  W est  le  travail  des  forces  (ou  actions)  macroscopiques  exterieures  sur  (S)  . II  est  alge- 
brique. 

Un  travail  positif  correspond  a un  travail  refu  par  ( S ) , un  travail  negatif  correspond  a un  travail  four- 
ni par  (S)  ; 

• de  meme,  le  transfert  thermique  (ou  transfert  de  chaleur)  Q correspond  a un  transfert  d’energie  de 
Lexterieur  vers  le  systeme  a travers  la  surface  delimitant  le  systeme.  II  est  positif  si  la  « chaleur  » est 
refue  par  le  systeme,  negatif  sinon ; 

• le  travail  et  le  transfert  thermique  se  mesurent  tous  les  deux  en  joules  ( symbole : J). 

• Premier  principe  pour  un  systeme  immobile 

• Pour  un  systeme  ferme  macroscopiquement  au  repos,  le  bilan  d’energie  dans  une  transformation 
quelconque  s’ecrit: 

A U=W+Q. 

• Le  transfert  thermique  Q ne  peut  pas  etre  mesure  mais  il  est  calcule  par  la  difference  entre  AU 
et  W . 

• Premier  principe  pour  un  systeme  en  mouvement 

• Pour  un  systeme  ferme  (S)  d’energie  cinetique  macroscopique  le  bilan  d’energie  dans  une  transfor- 
mation quelconque  s’ecrit: 

A(U+%KrmJ  = W+Q. 

Pour  utiliser  la  notion  d’energie  totale,  nous  pouvons  aussi  Pecrire  sons  la  forme : 

A%  = A(U  + <?Kmacro  + %xt)  = ^autre  + Q 
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Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


ESSENTIEL 


oil  «?pext  represente  l’energie  potentielle  d’interaction  entre  le  systeme  et  l’exterieur  et  tVautre  le  tra- 
vail des  forces  exterieures  ne  derivant  pas  d’une  energie  potentielle. 


• Remarques  sur  le  premier  principe  de  la  thermodynamique 

• Nous  pouvons  appliquer  le  premier  principe  entre  1’instant  initial  et  l’instant  final  d’une  transforma- 
tion, meme  si  le  systeme  n’est  pas  en  equilibre  thermodynamique  interne  entre  ces  deux  etats. 

• Les  notations  A U = f/o  - U\  et  d U pour  une  transformation  infinitesimale  signifient  que  la  varia- 
tion de  U ne  depend  pas  du  chemin  suivi  pour  aller  de  (1)  a (2).  II  est  inutile  de  connaitre  le  chemin 
suivi  de  (1)  a (2)  pour  calculer  la  variation  de  l’energie  interne  U . 

• Les  notations  W ou  Q (ou  8W  et  8Q  pour  une  transformation  infinitesimale)  signifient  qu’il  est 
necessaire  de  connaitre  le  chemin  suivi  pour  definir  ces  grandeurs. 

II  n’existe  pas  de  fonction  d’etat  dont  8Q  ou  SW  est  la  differentielle. 


« Un  exemple  de  travail:  le  travail  des  forces  de  pression 
dans  le  cas  particulier  d'une  transformation  lente 


• Expression  du  travail  elementaire 


Lors  d’une  transformation  elementaire  au  cours  de  laquelle  le  systeme  fluide  reste  dans  un  etat  proche 
d’un  etat  d’equilibre  thermodynamique  interne,  le  travail  elementaire  8W  requ  par  ce  fluide  est : 

8W  = - PdV 

ou  P represente  la  pression  du  fluide  et  dV  sa  variation  de  volume  au  cours  de  la  transformation. 

51V  est  positif  lors  d’une  compression  du  fluide  (dV  < 0)  et  61V  est  negatif  lors  d’une  detente  du 
fluide  (dV  > 0) . 


• Evolution  entre  deux  etats 


IV 


PdV  travail  re<ju  par  le  systeme  « fluide  » lors 


d’une  evolution  ou  tous  les  etats  intermediaires  sont  proches 
de  l’equilibre.  Une  telle  evolution  est  dite  « quasistatique  » . 

QjfPour  s’entrainer:  ex.  7 et  12 

• Representation  graphique 


Lors  d’une  transformation  cyclique  lente  d’un  fluide,  l’aire  — 
du  cycle,  dans  le  diagramme  de  Clapeyron,  mesure  la  valeur 
absolue  du  travail  IV : 

• si  le  cycle  est  parcouru  dans  le  sens  direct,  ce  travail  est  positif 

• dans  le  cas  contraire,  le  travail  est  negatif. 


i Bilans  energetiques  dans  quelques  cas  usuels 

• Transformation  isochore 

• Lors  d’une  transformation  isochore,  le  travail  des  forces  de  pression  est  nul  et  la  variation  d’energie 
interne  est  egale  au  transfert  thermique : 

A U = QV. 

L’ indice  V rappelle  que  la  transformation  se  deroule  a volume  constant. 

• Transformation  monohare.  Enthalpie  H 

• Fonction  enthalpie : H = U + PV  . 

• Dans  le  cas  d’une  transformation  monobare  ou  la  pression  exterieure,  constante,  est  egale  a la  pres- 
sion initiale  et  a la  pression  finale,  le  transfert  thermique  re<ju  par  le  systeme  s’ecrit: 

QP  = AH. 
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Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


• Transformation  adiabatique 

Les  parois  d’un  recipient  sont  dites  athermanes  si  elles  interdisent  tout  echange  de  chaleur  entre  l’in- 
terieur  et  l’exterieur  du  recipient. 

Au  contraire,  si  elles  permettent  facilement  ces  echanges,  elles  sont  alors  qualifiees  de  parois  diather- 
manes. 

Le  caractere  adiabatique  ou  diathermane  d’une  paroi  n’est  pas  intrinseque,  mais  depend  de  la 
duree  de  l’experience.  Si  la  transformation  est  suffisamment  rapide,  les  echanges  thermiques 
n’ont  pas  le  temps  de  se  produire  et  nous  pouvons  considerer  cette  transformation  comme  adia- 
batique. Aucune  paroi  ne  peut  interdire  les  echanges  thermiques  sur  une  duree  tres  longue ; il  est 
simplement  possible  de  les  ralentir  en  choisissant  le  materiau  qui  constitue  la  paroi. 


Dans  le  cas  particulier  d’un  transformation  isochore  infinitesimale : 8Q  = d U = Cy  dT  . 

• Capacite  calorifique  a pression  constante 

La  capacite  calorifique  a volume  constant  Cp  est  definie  par : 


Dans  le  cas  particulier  d’un  transfonnation  isochore  infinitesimale : 8Q  = d H = Cp  AT  . 

• Cas  d'un  gaz  parfait 

Pour  un  gaz  parfait  quelconque,  une  variation  infinitesimale  AT  de  la  temperature  conduit  a 
une  variation  infinitesimale  de  l’energie  interne  AU  telle  que : 


De  meme,  une  variation  infinitesimale  AT  de  la  temperature  conduit  a une  variation  infinitesi- 
male de  l’enthalpie  AH  telle  que: 


& Pour  s’entrciiner : ex.  3 et  8 


< Capacites  calorifiques  (ou  capacites  thermiques) 


• Capacite  calorifique  a volume  constant 

La  capacite  calorifique  a volume  constant  Cy  est  definie  par : 


AU  = CyAT  = n Cy t m AT  . 

Cv  m est  la  capacite  thermique  molaire  a volume  constant. 


■p/’oH/-  s’entrainer : ex.  2,  8 et  11 


AH  = Cp  AT  = n Cp  m AT  . 
Cp  m est  la  capacite  thermique  molaire  a pression  constante. 


Pour  s’entrainer:  ex.  6 


Les  capacites  thermiques  molaires  (elles  s’expriment  en  J.K  .mol  ')  du  gaz  parfait  satisfont  a la 
relation  de  Mayer : 


• pour  un  gaz  parfait  monoatomique : 


= Cp  m = yf?  et  y = = 1,67 


• pour  un  gaz  parfait  diatomique  (dont  Pair)  dans  les  conditions  usuelles: 


Cy,  m ~ Cp  m ~~R  et  y=!y=L4. 
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Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


ESSENTIEL 


• Cas  d'une  phase  condensee 

Pour  une  phase  condensee  ideale,  C/>  = Cy  et  l’energie  interne  ne  depend  que  de  la  tempera- 
ture : 

dH  ~ dU  = C dT  . 

^ Pour  s’entrainer:  ex.  6 


< Application  aux  compressions  et  detentes  de  gaz 

• Compression  ou  detente  isotherme  d'un  gaz  parfait 

Lors  d’une  transformation  isotherme,  Penergie  interne  d’un  gaz  parfait  est  constante.  On  en 
deduit : 

W = -Q  = nRT  In  /Jtlnale  =nRT  In  . 

^initiate  ^Vina] 

• Compression  ou  detente  adiabatique  quasistatique  d'un  gaz  parfait 

Au  cours  d’une  transformation  adiabatique,  suite  continue  d’etats  d’equilibre  interne  (ou  qua- 
sistatique), un  gaz  parfait  suit  la  loi  de  LAPLACE : 

PVV=  Cste  ou  t?p1-y=  Cste  ou  TVY~1  = Cste. 

^>PoMr  s’entrainer:  ex.  1,  3,  8 et  9 

• La  detente  de  Joule-Cay-Lussac 

L’energie  interne  d’un  gaz  reste  constante  au  cours  de  la  detente  de  Joule-Gay-Lussac  (detente  adia- 
batique dans  le  vide)  A U = U2  - U\  = 0 . 

^ yPour  s’entrainer : ex.  12 

• La  detente  de  Joule-Thomson 

L’enthalpie  d’un  gaz  reste  constante  au  cours  de  la  detente  de  Joule-Thomson  (detente  adiabatique  a 
faible  vitesse  en  regime  stationnaire  d’un  gaz  dans  une  conduite  horizontale,  a travers  une  paroi 
poreuse) : AU  = H2  - H 1 = 0 . 

Cette  detente  est  dite  isenthalpique. 


C l 


Pour jPentrainer : ex.  4 et  5 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Le  premier  principe  s’applique  a un  systeme  ferme.  Un  volume  fixe  ne  caracterise  pas  en 
general  un  systeme  ferme. 

• L’energie  interne  d’un  gaz  parfait  depend  de  la  temperature  selon  la  loi : 

dU  = n CVj  m dL  . 

Bien  que  Cv  m soit  appelee  «capacite  calorifique  molaire  a volume  constant » cette  rela- 
tion est  toujours  vraie,  que  le  volume  soit  constant  ou  non. 

II  en  est  de  meme  pour  l’enthalpie : dH  = Cp  m dT  que  la  transformation  soit  isobare  ou  non. 

• Ne  pas  appliquer  la  relation  de  LAPLACE  a une  evolution  adiabatique  sans  s’assurer  que 
tous  les  etats  intermediaires  sont  definis  (evolution  quasistatique). 

• Lors  d’une  evolution  ou  les  etats  intermediaires  ne  sont  pas  definis,  on  peut  ecrire  le  premier 
principe  sous  forme  de  bilan,  mais  pas  sous  forme  infinitesimale  (AU  = W + Q et  non 

dU  = SW  + SQ) . 

• Ne  pas  confondre  isothenne  et  adiabatique  ! En  effet : 

- Au  cours  d’une  compression  adiabatique  un  gaz  voit  sa  temperature  augmenter. 

- Pour  qu’une  compression  soit  isotherme,  il  y a necessairement  des  transferts  thermiques, 
la  transformation  n’est  done  pas  adiabatique. 
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Exercices 


© Oscillations  adiabatiques 

Un  cylindre  de  section  S est  separe  par  un  piston  etan- 
che  de  masse  m coulissant  sans  frottement.  Un  gaz  par- 
fait  de  rapport  y constant  remplit  les  deux  parties  (1)  et 
(2).  Le  systeme  est  initialement  a l’equilibre: 

Ti=T2  = T0;  P1=P2=P0 ; Vx  = U0  et  V2  = 2V0. 
A la  suite  d’une  perturbation,  le  piston  est  legerement 
ecarte  de  sa  position  d’equilibre.  Determiner  la  fre- 
quence des  petites  oscillations. 

Comment  evoluent  ces  oscillations  avec  un  modele 
plus  realiste  ? 


Pi  p,  r, 

P2  p2  t2 

Le  systeme  complet  est-il  homogene?  Quels 
sous-systemes  homogenes  peut-on  considerer  ? 
Les  transformations  sont  adiabatiques.  Peut-on 
appliquer  la  loi  de  LAPLACE  ? 

On  peut  reperer  la  position  du  piston  par  une 
abscisse  x , nulle  a l’equilibre. 

Par  petites  oscillations,  on  suppose  que  l’ampli- 
tude  des  oscillations  est  suffisamment  faible  pour 
faire  un  developpement  limite  a l’ordre  I en  x . 
Cela  revient  a lineariser  les  equations. 

Pour  faire  un  developpement  a l’ordre  1,  il  faut 
preparer  la  relation  en  faisant  apparaitre  un  terme 
en  (1  + e)m  , e etant  une  quantite  sans  dimen- 
sion petite  devant  1 . 

Ce  probleme  a un  aspect  thermodynamique  (evo- 
lutions adiabatiques)  et  un  aspect  mecanique 
(RFD  appliquee  au  piston  mobile). 


ment  breve  pour  pouvoir  considerer  les  parois  du  reser- 
voir comme  adiabatiques. 

Quelle  est  l’hypothese  la  plus  contestable? 


Atmosphere 

Po,T0 


Comme  toujours,  un  bilan  d’energie  suppose  la 
definition  precise  d’un  systeme  ferme. 

Le  reservoir  definit-il  un  systeme  ferme  ? 

L’ evolution  est  adiabatique  et  l’ecoulement  est 
lent.  Peut-on  appliquer  la  relation  de 


LAPLACE? 


• Considerer  l’air  qui  passe  de  P atmosphere  au 
reservoir,  et  qui  occupe  initialement  un  volume 
V'o  dans  l’atmosphere. 


€>  Experiences 

de  Clement-Desormes 

Un  recipient  d’une  capacite  de  quelques  dm3  est  muni 
d’une  pompe,  d’un  robinet  R et  d’un  manometre  a eau. 
Initialement  ce  recipient  contient  de  Pair  sous  la  pression 
atmospherique  Pq  et  a la  temperature  Tq  de  Pair  exte- 
rieur.  On  comprime  tres  legerement  ce  gaz  grace  a la 
pompe,  puis  on  realise  les  operations  suivantes : 

• operation  1 : on  laisse  le  recipient  sans  y toucher  durant 
plusieurs  heures  puis  on  lit  la  denivellation  h\  du  mano- 
metre {hi  est  de  l’ordre  de  quelques  cm) ; 

• operation  2 : on  ouvre  le  robinet  R et  on  le  referme  aus- 
sitot ; 

• operation  3 : on  laisse  le  recipient  quelques  heures  sans 
y toucher  puis  on  lit  la  denivellation  h 2 . 


© Remplissage  d'un  reservoir 

Un  reservoir  initialement  vide  est  mis  en  communica- 
tion avec  l’atmosphere  (pression  Pq  et  temperature 
Tq)  par  un  petit  robinet  qui  laisse  Pair  entrer  lentement. 
Au  bout  d’un  certain  temps,  on  ferme  le  robinet  et  Pair 
interieur  se  met  a l’equilibre  interne.  Determiner  sa 
temperature. 

On  considerera  que  Pair  est  un  gaz  parfait  de  rapport  y 
constant  et  que  la  duree  de  l’experience  est  suffisam- 


manometre 
a liquide 
(eau) 


232 
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EXERCICES 


Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


1  • Pour  chaque  operation,  analyser  le  processus  experi- 
mental et  proposer  un  modele  pour  chaque  transformation 
subie  par  le  gaz  qui  reste  a l’interieur  de  la  bouteille. 


2  • L’ experience  permet  de  mesurer  le  rapport 


C, 


P,  m 


y = r — des  capacites  calorifiques  molaire  d’un  gaz. 
L1/,  m 


L’air  est  suppose  parfait  et  de  rapport  y constant. 


a Tracer  dans  un  diagramme  de  Clapeyron  (P,  V)  la  suite 
de  transformations  que  subit  le  gaz  reste  dans  la  bouteille  a 
la  fin  de  l’experience.  On  notera : 
p\  la  surpression  correspondant  a h\ ; 

P2  la  surpression  correspondant  a A?  ; 

6 l’abaissement  de  temperature  correspondant  a l’opera- 
tion  3. 

On  ne  s’interessera  qu’aux  operations  2 et  3. 
b.  Calculer  y en  fonction  de  h\  et  /; 2. 

Effectuer  l’application  numerique  avec  /71  = 18,2  cm  et 
h 2 = 5,0  cm  . 


Quelle  est  la  temperature  dans  le  recipient  apres 
« quelques  heures  » ? 

Quelle  est  la  pression  dans  le  recipient  juste  apres 
Touverture  du  robinet? 

Le  recipient  permet-il  de  definir  un  systeme 
ferme? 

Le  gaz  qui  s’echappe  subit  une  transformation 
brusque,  mais  le  gaz  qui  reste  subit  une  detente 
« douce  ».  Comment  peut-on  le  traduire  quantita- 
tivement  ? 

Ne  pas  oublier  que  p\  « Pq  et  P2  « P 0 • On 
peut  simplifier  le  calcul  en  faisant  des  develop- 


pements  a l’ordre  1 en  — • 

Po 


C)  Etude  d'une  tuyere 

On  etudie  l’ecoulement  d’un  gaz  dans  une  tuyere  horizon- 
tale  isolee  thermiquement  du  milieu  exterieur. 

En  regime  permanent,  dans  une  section  droite  de  la  tuyere 
les  vitesses  d’ecoulement  sont  egales  et  normales  a la  sec- 
tion. La  pression  et  la  temperature  y sont  uniformes  et 
independantes  du  temps : 

- a T entree  de  la  tuyere,  x = X\ : P 1 = 3 bars ; 7^  = 300  K ; 

- a la  sortie  de  la  tuyere,  x = X2 : P2  = 1 bar ; To  = 250  K . 


P(x) 

T(x) 


1 • Montrer  que  lorsqu’une  mole  de  gaz  passe  de  Tentree 
a la  sortie  de  la  tuyere,  on  peut,  pour  toute  abcisse  x , 

ecrire  Hm(x)  + ^ Mv\x)  = cte  . 

Hm(x)  est  l’enthalpie  molaire  du  gaz  a Tabscisse  x el  M 
est  la  masse  molaire  du  gaz. 

2 • Si  Ton  suppose  v(x\)  negligeable,  calculer  vixj)  . 
Donnees : M = 32  g . mol” 1 ; y =1,4  . 

On  supposera  le  gaz  parfait. 

3 • Le  gaz  sortant  de  la  tuyere  est  utilise  pour  actionner 
une  turbine.  A T entree  de  la  turbine,  il  a une  pression  Pi  , 
une  temperature  T2  et  une  vitesse  Vi  - A la  sortie,  la  pres- 
sion et  la  temperature  sont  inchangees,  et  la  vitesse  est 
ntdle.  Calculer  le  travail  recupere  par  la  turbine  pour  le 
passage  d’une  mole  de  gaz. 

/ -5  • Revoir  la  demonstration  de  la  detente  de  JOULE- 
! g THOMSON.  II  suffit  de  la  reprendre  en  tenant 
compte  de  l’energie  cinetique. 

• Que  vaut  l’enthalpie  d’un  gaz  parfait  ? 

• Quelle  relation  y a-t-il  entre  la  variation  d’ener- 
gie  cinetique  du  gaz  et  le  travail  recupere  ? 

© Etude  drune  machine 

Question  preliminaire 

Dans  un  tube  cylindrique  horizontal,  indeformable,  aux 
parois  adiabatiques,  un  gaz  se  detend  a travers  une  paroi 
poreuse ; la  pression  et  la  temperature  passant  de  P[,  T\ 
en  amont  de  la  paroi  a T2  , P2  en  aval  de  la  paroi. 

On  suppose  que  l’ecoulement  est  suffisamment  lent  pour 
que  la  variation  d’energie  cinetique  d’une  quantite  donnee 
de  fluide  entre  la  partie  amont  et  la  partie  aval  soit  negli- 
geable. 

1 • Montrer  que  la  detente  est  isenthalpique. 

2 • On  remplace,  dans  le  tube,  la  paroi  poreuse  par  une 
machine  (turbine,  compresseur,  etc.).  Au  cours  de  son  pas- 
sage par  la  machine,  une  mole  de  fluide  echange,  avec  le 
milieu  exterieur,  un  travail  autre  que  celui  des  forces  de 
pression,  note  r'm  , et  une  quantite  de  chaleur  Qm  . 
Comment  est  transformee  la  relation  precedente  ? On 
notera  Hm  Tenthalpie  molaire  du  gaz. 

A.  Compression  d’un  fluide  parfait 

De  l’air  (assimile  a un  gaz  parfait)  est  preleve  dans  l’at- 
mosphere  a la  temperature  Tq  , sous  la  pression  Pq  . II  est 
comprime  de  fagon  adiabatique  et  lente  jusqu’a  la  pression 

Pi- 

1 • Exprimer  la  temperature  finale  du  gaz,  Tf  , en  fonc- 

Pf 

tion  de  Tq  et  de  x = -5-  . 

M) 
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2 »a.  Exprimer  A Hm  , la  variation  d’enthalpie  molaire  de 
ce  gaz,  en  fonction  de  Tq  , x et  Cp  m . 

b.  Cette  compression  est  realisee  par  un  compresseur : quel 
travail,  T ' , doit-il  fournir  ? 

C.A.N. : Calculer  numeriquement  r ’ . 

Donne es : Tq  = 288  K;  Pq  = 1 bar;  Pf=  12  bars 
Cp  m = 29  J.K-1  .mol-1 ; y = 1,4  . 

3 • Cette  compression  est  realisee  dans  deux  compres- 
seurs : Fair  traverse  un  premier  compresseur  qui  le  corn- 
prime  de  Pq  a P\ , puis  un  echangeur  ou  il  se  refroidit  de 
fagon  isobare,  sous  la  pression  P\  , jusqu’a  Tq  et  traver- 
se enfin  un  second  compresseur  qui  le  comprime  de  P\ 
a P(. 

a,  Exprimer  le  travail  molaire  Tm  que  doit  fournir  1’ en- 
semble des  compresseurs,  en  fonction  de  Cp  m,  Tq  , Pi , 
P0  , P(  et  y. 

b Pour  quelle  valeur  P \ m de  P\ , exprimee  en  fonction 
de  Pq  et  P f , ce  travail  est-il  minimal  ? 

c.  Calculer  les  valeurs  de  P\m  et  du  travail  molaire  minimal 
pour  les  valeurs  numeriques  donnees  en  2)  b). 

B.  Turbine  a gaz 

Soit  le  dispositif  schematise  ci-dessous. 

L’air  preleve  dans  1’ atmosphere,  en  A (PA  = 1 bar  et 
Ta  = 288  K)  , est  comprime  jusqu’a  la  pression  Pg 
(Pg  =12  bars)  , dans  un  compresseur  (C)  a deux  etages 
selon  le  processus  du  A.  3)  b).  Entre  les  deux  etages,  Pair 
est  refroidi  de  fagon  isobare  jusqu’a  TA  (echangeur). 
Dans  la  chambre  de  combustion.  Pair  est  echauffe  de 
fagon  isobare  jusqu’a  Tq  = 1 050  K . Dans  la  turbine  (T) , 
Pair  est  detendu  de  fagon  adiabatique  et  lente  jusqu’a 

Pd=Pa- 


1 • Quelle  est  l’expression  numerique  du  travail  molaire 
Tq  , regu  par  le  fluide  de  la  part  du  compresseur  a deux 
etages  (C)  ? 

2 • Calculer  le  travail  molaire  Tjm  regu  par  la  turbine 
(T). 

3 • Le  compresseur  a deux  etages  et  la  turbine  etant  soli- 
daires  du  meme  axe  de  rotation  de  la  machine,  determiner 
le  travail  utile  molaire  Txm  recupere  sur  cet  axe  (arbre  de 
la  machine). 


4  • Calculer  Qm  , la  quantite  de  chaleur  molaire  regue  par 
Pair  pendant  la  combustion.  (On  negligera  les  modifica- 
tions du  fluide  pendant  cette  combustion.) 


5  • En  deduire  le  rendement  IJ  ■ 


Gn 


1)  De  quelle  detente  s’agit-il  ? 

2)  Comment  la  demonstration  est-elle  modifiee  ? 

A.  1)  Quelle  loi  les  conditions  experimentales  decri- 
tes  permettent-elles  d’appliquer  ? 

2)  Peut-on  utiliser  la  question  preliminaire  ? 

3)  a)  Quel(s)  travail(travaux)  doit-on  prendre  en 
compte  ? Le  travail  des  forces  de  pression  de 
1 ’echangeur  est-il  interessant  ? 

B.  Chaque  element  de  la  machine  peut  etre  traite 
separement  en  utilisant  la  question  preliminaire. 


Determination  d'une  capacite 
thermique  massique 

On  etablit,  a pression  constante,  un  courant  gazeux  dans 
un  serpentin  metallique  de  debit  massique  Dm  (Dm 
represente  la  masse  de  gaz  qui  traverse  une  section  de  ser- 
pentin par  unite  de  temps). 

Le  serpentin  est  plonge  dans  un  calorimetre  rempli  d’eau, 
de  capacite  thermique  totale  C (cette  capacite  inclut  l’eau, 
le  calorimetre  et  ses  accessoires).  Le  gaz,  initialement  chauffe 
dans  un  four,  arrive  dans  le  calorimetre  a une  temperature 
T | . En  regime  stationnaire,  le  gaz  sort  du  calorimetre  a la 
temperature  T 2 , pratiquement  egale  a celle  du  calorimetre. 


compresseur  a deux  etages  turbine 

Le  tableau  suivant  donne  la  pression  P et  la  temperature  T 
du  fluide  dans  les  differents  etats : 


etat 

P (bar) 

T(K) 

A 

1 

288 

B 

12 

586 

C 

12 

1 050 

D 

1 

524 

1 • Lorsqu’on  interrompt  le  courant  gazeux,  on  constate 
que  la  temperature  T du  calorimetre  diminue,  ce  qui 
indique  l’existence  de  « fuites  thermiques». 

En  admettant  que  les  pertes  thermiques  par  unite  de  temps 
sont  proportionnelles  a l’ecart  de  temperature  (T  - T q) 
entre  la  temperature  T du  calorimetre  et  celle  T q (sup- 
posee  constante)  du  milieu  exterieur  (on  designera  par  k la 
constante  de  proportionnalite),  determiner  la  loi  d ’evolu- 
tion de  la  temperature  T du  calorimetre  en  fonction  du 
temps  t , de  C , k , Tq  et  To  ■ 
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2 • Calculer  la  valeur  de  la  capacite  thermique  massique 
a pression  constante  cp  du  gaz  en  fonction  de  k , I)  m , 
To,  T i et  T 2 . 

3 • Donnees : C = 4 kJ.K-1  et  Dm  = 0,47  g.s-1. 
On  a mesure  les  temperatures  T q = 293  K , 

T i = 373  K et  T2  = 310  K . 

Determiner  la  valeur  numerique  du  coefficient  k sachant 
que  dix  minutes  apres  avoir  coupe  le  courant  gazeux,  la 
temperature  T du  calorimetre  a diminue  de  2 K . 

En  deduire  la  capacite  cp  du  gaz  (dioxyde  de  carbone). 


Quel  sy steme  choisir  pour  etudier  l’effet  des  fuites? 
Sur  quelle  fonction  d’etat  du  systeme  doit-on  tra- 
vailler  ? Quels  echanges  energetiques  y a-t-il  entre 
le  systeme  et  son  milieu  exterieur  ? 

Definir  un  nouveau  systeme  en  regime  stationnaire 
et  raisonner  de  maniere  analogue  a la  detente  de 
Joule-Thomson. 


O Utilisation  d'une  pompe 

Un  reservoir  de  volume  V o contient  initialement  de  l’air 
(assimilable  a un  gaz  parfait)  a la  pression  P q . On  peut 
augmenter  cette  pression  en  y refoulant  de  l’air  a l’aide 
d’une  pompe.  La  pompe  est  constitute  d’un  cylindre  dans 
lequel  coulisse  (sans  frottement)  un  piston  actionne  par  un 
moteur. 

Le  volume  maximal  du  cylindre  est  V (le  piston  est  alors 
en  debut  de  course,  a gauche),  le  volume  minimal  du  cylindre 
est  v (le  piston  est  en  fin  de  course,  a droite). 

Lorsque  le  piston  se  deplace  vers  la  gauche,  les  soupapes 
S|  et  S 2 sont  d’abord  fermees,  puis  Si  s’ouvre  des 
que  la  pression  de  Fair  residuel  contenu  dans  le  cylindre 
devient  egale  a la  pression  atmospherique  P q ; Fair  exte- 
rieur est  alors  aspire  dans  la  pompe. 

Lorsque  le  piston  se  deplace  vers  la  droite,  S [ se  ferme. 
Fair  contenu  dans  le  cylindre  est  comprime;  puis  S 2 
s’ouvre  des  que  la  pression  de  Fair  du  cylindre  devient  egale 
a celle  de  Fair  contenu  dans  le  reservoir.  Fair  du  cylindre 
est  alors  refoule  dans  le  reservoir. 


v 


On  suppose  qu’au  cours  des  diverses  transformations  Fair 
decrit  une  suite  continue  d’etats  d’equilibre  thermodyna- 
mique internes  a temperature  constante  (transformation  iso- 
therme). 


1 • a.  Calculer  la  pression  P f-  de  Fair  contenu  dans  le 
reservoir  apres  k allers  et  retours  du  piston, 
b.  Quelle  est  la  valeur  limite  P de  P quand  k devient 
tres  grand  ? Retrouver  cette  valeur  sans  passer  par  le  calcul 
des  pressions  intermediates. 


2 • On  suppose  dorenavant  v = 0 . 

a.  Exprimer  la  pression  P * en  fonction  de  Pq  , V,  Vo 

et  k . 


b.  Calculer  le  travail  W /•  que  fournit  le  moteur  pour  effec- 
tuer  k allers  et  retours  du  piston. 


• II  est  vivement  recommande  de  representer  le 
kieme  cycle  sur  un  diagramme  (Rcyi  , Vcyi)  ou 
PCy]  represente  la  pression  a l’interieur  du  cylin- 
dre et  Vcyi  le  volume  du  cylindre.  Le  cycle  doit 
comporter  4 phases  successives  et  les  pressions 
et  Pk  doivent  y apparaitre. 

’ A chaque  etape,  le  systeme  comprime  ou  deten- 
du  est  different. 

’ Quel  est  le  travail  total  des  forces  dues  a la  pres- 
sion atmospherique  au  cours  d’un  cycle  du  pis- 
ton? 

1 Rappel  de  la  somme  des  termes  d’une  serie  geome- 
trique : 


S=  1 + r + rz+  ...+rn  = S = 


1 -t 


rn  + 1 


1 -r 


© Detente  brusque  d'un  gaz 

De  Fair,  considere  comme  un  gaz  parfait  de  rapport  7 
constant  (7=  1,4)  et  de  masse  molaire  M = 29  g , est 
enferme  dans  un  cylindre  muni  d’un  piston  mobile  cir- 
culate, de  rayon  a = 2 cm  et  de  masse  m . On  note 
X{t)  l’abscisse  du  piston  a la  date  t , l’origine  etant 
prise  au  fond  du  cylindre. 

Le  milieu  exterieur  est  caracterise  par  sa  pression 
Pq  = 1 bar  et  sa  temperature  Tq  = 300  K , constantes. 
Le  cylindre  et  le  piston  sont  fabriques  avec  un  materiau 
de  masse  volumique  r = 2,5 . 103  kg.m~3  et  de  capaci- 
te thermique  volumique  c = 1,0. 103  J.kg^'.K^1  . 
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L’etat  initial  est  defini  par : Pression  du  gaz P\  = 4Po  , 
temperature  de  1’ ensemble : 7q  ; X = X/  = 20  cm  . 

On  libere  le  piston,  le  gaz  se  detend  jusqu’a  ce  que  le 
piston  s’arrete  brutalement  sur  une  butee.  Le  volume 
occupe  par  le  gaz  est  alors  determine  par  : 

X = X2  = 2 X!  . 

Nous  admettons  que,  pendant  la  detente,  on  peut  consi- 
derer que  la  pression  et  la  temperature  du  gaz  sont  defi- 
nis a chaque  instant  et  uniformes  si  sa  duree  To  , X et 
la  vitesse  de  propagation  des  ondes  sonores 

cson  = ■ sont  telles  que : cson  t0  » X . 

V M 

; P 

| 5 \P*T<‘ 

| p 

()  x[  x(0  xj  x 

1 • On  suppose  que  le  gaz  est  homogene  et  que  la  vites- 
se (au  sens  macroscopique)  du  gaz  situe  a l’abscisse  x 

x • 

est  une  fonction  lineaire  de  x\  v(x,  t ) = X(t)  . 

X{t) 

Exprimer  l’energie  cinetique  (macroscopique)  d%'«  de 
la  tranche  de  gaz  comprise  entre  les  abscisses  x et 
x + cLv  . 

En  deduire  l’energie  cinetique  totale  du  gaz  <%  g az(f) 
en  fonction  de  la  masse  de  gaz  mgaz  et  de  X(l)  . 

2 • Nous  supposons  que  : 

• si  la  pression  et  la  temperature  sont  definis  a chaque 
instant  et  uniformes  dans  le  cylindre  ; 

• il  n’y  a aucun  echange  thermique  entre  le  gaz,  le  pis- 
ton et  le  cylindre  ; 

• le  mouvement  du  piston  jusqu’au  choc  contre  la  butee 
s’effectue  sans  frottement. 

a,  Determiner  la  pression  Pi  et  la  temperature  To  du 
gaz  a l’instant  ou  le  piston  atteint  1’abscisse  Xi . Au 
moyen  d’un  bilan  d’energie,  exprimer  la  vitesse  maxi- 
male Vmax  du  piston  en  fonction  de  p , e , M , X \ , 

Pq,  ToP  et  7- 

En  deduire  une  estimation  grossiere  de  la  duree  to  de 
la  detente. 

b Le  piston  a une  epaisseur  egale  a 1 cm.  Calculer  Lmax 
et  l’ordre  de  grandeur  de  Tq  . L’hypothese  «quasista- 
tique  » est-elle  justifiee  ? 

c.  Lors  du  choc  sur  la  butee,  le  cylindre  reste  parfaite- 
ment  rigide  et  le  piston  s’echauffe  uniformement.  Calculer 
les  temperatures  T3  pjston  et  T3  gaz  du  piston  et  du  gaz 
lorsque  le  systeme  est  au  repos.  (On  considerera  que  l’hy- 
pothese  quasistatique  est  justifiee  pour  la  detente). 


3 • On  tient  compte  maintenant  des  frottements  entre  le 
cylindre  et  le  piston.  La  vitesse  maximale  n’est  plus  que 
de  20  m.s~  1 , les  autres  donnees  etant  inchangees.  En 
supposant,  pour  simplifier,  que  ces  frottements 
n’echauffent  que  le  piston,  calculer  les  temperatures 
finales  T4  piston  et  T4  gaz  du  piston  et  du  gaz  lorsque 
le  systeme  est  au  repos. 

4 • L’etude  de  la  diffusion  thermique  (au  programme 
de  seconde  annee)  montre  que,  apres  une  duree  t , la 
zone  sensible  aux  variations  de  temperature  a une 
epaisseur  de  1’ordre  de  8-^Dt,  D etant  un  coefficient 
caracteristique  du  materiau.  On  prendra  pour  le  mate- 
riau  du  cylindre  (verre)  D = 5,0. 10~7  m2.s“  1 . 

a.  Determiner  1’ epaisseur  8 au  bout  de  4 ms  et  au  bout 
de  40  s . Exprimer  la  capacite  thermique  de  la  pellicule 
d’epaisseur  8 sur  la  face  interne  du  cylindre  et,  dans  les 
deux  cas,  comparer  la  capacite  thermique  correspondante 
a celle  du  gaz.  Conclure. 

b.  Les  echanges  thermiques  entre  le  gaz  et  la  paroi  du 
cylindre  sont  regis  par  la  loi  dite  de  NEWTON : 

^lh  = hS  [Tp  (0  - T(t)] 

(T’th  representant  la  puissance  thermique  cedee  par  la 
paroi  au  gaz,  T(t ) la  temperature  (suppose  uniforme) 
du  gaz,  7p(f)  celle  de  la  face  interne  de  la  paroi,  et  S 
l’aire  de  cette  face  interne;  h est  une  constante  que 
Ton  prendra  egale  a 10  W.m^.K-1. 

En  prenant  comme  origine  des  temps  l’instant  du  choc, 
determiner  T(t)  . Pour  simplifier  les  calculs  (de  toutes 
facons  approches)  : 

• on  ne  tiendra  pas  compte  des  echanges  thermiques  du 
gaz  avec  le  piston  ; 

• on  supposera  la  capacite  thermique  de  la  couche 
d’epaisseur  8 constante  et  infiniment  grande  devant 
celle  du  gaz. 

Calculer  numeriquement  la  constante  de  temps  de  la  loi 
T{t)  et  la  valeur  de  T 10  minutes  apres  la  detente. 

■3  • Caracteriser  revolution  du  gaz  pendant  la  deten- 
o te.  Quelles  relations  relient  P , V et  7 ? 
v_  • Un  bilan  d’energie  n’a  de  sens  que  relatif  a un 
systeme  ferme  clairement  delimite.  Selon  le  cas, 
on  choisira  le  gaz  seul  ou  l’ensemble  {cylindre 
+ gaz  + piston ) . Quel  systeme  choisir  si  on  veut 
considerer  le  travail  cede  par  T atmosphere  au 
cours  de  la  detente  ? 

• Pendant  la  detente,  le  piston  est  rigide  et  ne  re9oit 
pas  de  transfert  thermique. 

• Pour  une  premiere  estimation  de  la  duree,  on  peut 
considerer  que  la  vitesse  est  constante. 

• Le  cylindre  peut-il  echanger  du  travail  ? 

• Les  frottements  modifient-ils  l’energie  interne 
finale  du  systeme  { cylindre  + gaz  + piston } ? 
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0 Stability  de  I'atmosphere 

L’air  est  considere  comme  un  gaz  parfait  de  rapport  7 
constant  et  de  masse  molaire  M . La  verticale  est  repe- 
ree  par  un  axe  Oz  ascendant : g = - gez.  A Fequili- 
bre,  la  temperature  de  Fair  suit  une  loi  Te q (z)  connue. 

1 • Si  P{z)  represente  la  pression,  et  P'(z)  sa  derivee, 

p'(z ) 

determiner  le  rapport  — — . 

P(-) 

2 • A la  suite  d’une  perturbation,  une  bulle  d’air,  initia- 
lement  a L altitude  zq  s’eleve  jusqu’a  l’altitude  zq  + 

La  bulle  se  met  a Fequilibre  mecanique  avec  Fair 
ambiant  a cette  nouvelle  altitude,  et,  nous  supposons 
que  cette  operation  est  suffisamment  rapide  pour  etre 
adiabatique. 

En  supposant  £ suffisamment  petit,  determiner  la 
masse  volumique  pbulle(z0  + 0 de  la  bulle,  puis  la 
masse  volumique  pe(z 0 + Q)  de  l’air  ambiant  a cette 
meme  altitude. 

En  deduire  une  condition  portant  sur  la  fonction  T(z) 
pour  que  F atmosphere  soit  a Fequilibre.  Commenter  la 
valeur  obtenue. 


Comment  exprime-t-on  la  masse  volumique  d’un 
gaz  parfait  en  fonction  de  M,  P et  7 ? 

La  transformation  subie  par  la  bulle  permet-elle 
d’appliquer  la  loi  de  LAPLACE? 

Comment  expliciter  cette  loi  avec  les  variables  P 
et  p? 

Si  C est  suffisamment  petit,  on  peut  exprimer 
P(zq  + [)  par  une  developpement  de  Taylor  a 
l’ordre  1. 

Pour  exprimer  la  derivee  de  pe  , on  peut  utiliser 
la  derivee  logarithmique. 

Le  systeme  est  stable  si  les  forces  qui  s’exercent 
sur  la  bulle  tendent  a la  ramener  vers  sa  position 
initiale. 


fp)  Chauffage  d'une  enceinte 

D’apres  Cone  ours  communs  Mines  - Ponts 

On  se  propose  de  maintenir  un  local  a temperature  cons- 
tante  Tc  (temperature  de  consigne).  La  temperature  exte- 
rieure  est  uniforme  et  vaut  Te<Tc. 

A Finstant  t,  la  temperature  du  local  est  notee  T et  l’on 
admet  que  la  deperdition  d’energie  thermique 
(«  deperdition  de  chaleur»)  est  proportionnelle  a la  diffe- 
rence de  temperature  entre  Finterieur  et  l’exterieur. 

Le  volume  de  Fenceinte  est  constant,  le  coefficient  calori- 


metrique  global  a volume  constant,  ou  capacite  thermique 
du  local,  est  note  C . La  puissance  thennique  fournie  a 
l’exterieur  (flux  thermique  sortant)  s’exprime  alors  sous 

la  forme  = aC(T  - Te)  (loi  de  Newton). 

8 1 

Determination  de  a 

Pour  determiner  les  deperditions  thermiques,  on  arrete  le 
chauffage  pendant  une  duree  At , durant  laquelle  la  tem- 
perature du  local  passe  de  7)  a 7f  , la  temperature  exte- 
rieure  restant  inchangee  et  egale  a Te  , 


1 • Preciser  l’unite  de  a ; etablir  son  expression: 


a=  -j-  In  ■ 

At  Tf  - T 


T-T 


2 • Calculer  la  valeur  de  a pour  At  = 3 heures  , 
T\  = 294,0  K , T{=  286,0  K et  Te  = 281,0  K . 

Mise  en  route  du  chauffage 


3  • Quelle  est  la  puissance  de  chauffe  necessaire  au  main- 
tien  du  local  a la  temperature  T\  = TC  = 294  K ? On  donne 
C=  107  J.K-1  . 

La  temperature  du  local  est  maintenue  dans  Fintervalle  de 
regulation  i3)  = [rR-0;TR+0]  au  moyen  de  relais 
thermostatiques  du  type  tout  ou  rien. 

Ces  derniers  mettent  en  route  le  dispositif  de  chauffage  des 
que  T atteint  la  valeur  7r  - 6 et  l’arretent  des  que  T 
atteint  la  valeur  7r  + 9 par  valeur  croissante.  Les  gran- 
deurs 7r  et  9 sont  respectivement  la  temperature  de 
regulation  et  Famplitude  de  regulation. 

Notant  Pc  la  puissance  de  chauffe  (independante  du 

P 

temps),  on  pose  aussi  Trm  = Te  + — 


4 • Quel  est  le  sens  physique  de  7rm  ? Montrer  qualita- 
tivement  que,  lorsque  le  systeme  fonctionne  normalement 
(7r  = 7'c  = 294  K)  , la  temperature  T du  local  est  une 
fonction  periodique  du  temps.  Montrer  alors  que  Finter- 
valle 2)  des  valeurs  possibles  de  7r  est: 

+ 9 s£  Ir  Trm  - 9 . 

Calculer  numeriquement  2)  pour  P,  = 1 5 kW 
et  0=0,1  K . 

5 • Exprimer  la  periode,  0 , et  donner  sa  valeur  nume- 
rique. 

6 • On  note  Afj  la  duree,  au  sein  de  la  periode  0 , pen- 
dant laquelle  le  systeme  de  chauffage  est  actif. 

Etablir  Fexpression  du  facteur  de  forme  de  la  source 

At, 

77  = —q  . Calculer  sa  valeur  numenque.  En  deduire  la 
puissance  moyenne  de  chauffe  (7r  = Tc  = 294  K)  . 
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v Determination  de  a 

Definir  le  systeme  etudie  et  choisir  la  fonction 
d’etat  a partir  de  laquelle  on  etablira  le  bilan  ener- 
getique. 


Mise  en  route  du  chauffage 

• Etablir  un  nouveau  bilan  energetique  tenant  compte 
du  chauffage.  Que  devient-il  si  T reste  constante 
egale  a L;  ? 

• Pour  comprendre  le  fonctionnement,  on  pourra  tra- 
cer Pc  = f(T)  . A quel  dispositif  electronique  cette 
courbe  fait-elle  penser  ? 

• Pour  faire  l’etude  quantitative,  exprimer  le  bilan 
energetique  et  l’integrer  suivant  que  le  chauffage 
fonctionne  ou  non  entre  Lr  - 0 et  7r+0,ou 
Lr  + 0 et  7r  — 0 . 

• Les  questions  5)  et  6)  sont  des  applications  de  la 
question  4). 


2  • Quand  la  temperature  T varie  de  dr , x varie  de  dv  . 
Calculer  dv  en  fonction  de  dr . 


3 • Exprimer  (en  fonction  de  la  variable  x ) l’energie 
interne  du  systeme  { gaz  + ressort } . 

En  deduire  la  variation  infinitesimale  de  l’energie  interne 
dU  en  fonction  de  la  variation  de  temperature  d T . 

4 • Calculer  le  transfert  thermique  5Q  necessaire  pour 
faire  varier  la  temperature  de  d T . 

En  deduire  la  capacite  calorifique  Cr  du  systeme  |gaz 
+ ressort). 

Examiner  a nouveau  les  cas  limites. 


1)  II  suffit  d’ecrire  l’equation  d’equilibre  du  piston. 

3)  Dans  l’expression  de  l’energie  interne  U intervient 
l’energie  potentielle  des  forces  interieures,  done  celle 
du  ressort. 

4)  II  faut  toujours  commencer  par  calculer  le  travail 
et  se  servir  du  premier  principe  pour  obtenir  les 
echanges  thermiques. 


Capacite  calorifique 
d'un  systeme  complexe 

Un  gaz  parfait  (quantite  de  matiere  n)  est  enferme  dans  un 
cyclindre  (de  section  S ) ferme  par  un  piston  mobile,  rete- 
nu  par  un  ressort  de  raideur  k , de  longueur  a vide  Lq  . 
Initialement,  le  gaz  est  a la  pression  atmospherique  Pq  , 
temperature  Tq  et  la  longueur  de  cylindre  occupee  par  le 
gaz  vaut  Lq  . 

On  note  Cy  la  capacite  calorifique  molaire  a volume 
constant  du  gaz  (doc.  1). 

Meme  si  cette  hypothese  est  discutable,  on  negligera  dans 
cet  exercice  la  capacite  thermique  du  ressort. 


section  S 


Doc.  1 


On  suppose  que  le  systeme  { gaz  + ressort ) est  en  perma- 
nence en  etat  d’equilibre  thermodynamique  interne;  on 
repere  le  deplacement  du  piston  par  sa  cote  x . 

1 • On  fait  evoluer  lentement  la  temperature:  comment 
est  representee  cette  transformation  en  diagramme  de 
Clapeyron  (P,  x)  ? 

Examiner  les  cas  particulars. 


© Transformations  drun  gaz  reel 

Dans  un  certain  domaine  de  temperature  et  de  pression, 
le  dioxygene  O2  est  bien  represente  par  1’ equation  de 
Van  de  Waals : 

{p^Yv~-b)-RT 

Son  energie  interne  molaire  est  donnee  par : 

Um  = U0m  + Cy,mT  - 

’'m 

Avec  a = 0,170  J.m3  mol^2  , 
b = 5,10. 1CD5  m3.mol_1 
et  CV>m  = 21,l  J.K_1.mol_1. 

1 • On  realise  une  detente  de  Joule-Gay-Lussac  avec  ce 
gaz.  L’etat  initial  est  caracterise  par: 

Volume  Vq=  10  L ; quantite  de  matiere : « = 10  moles ; 
temperature  Tq  = 295  K . 

L’etat  final  est  caracterise  par  un  volume 
Vi  = 2 V0  = 20  L . 

Determiner  litteralement  et  calculer  la  temperature 
finale  T 1 si  on  neglige  les  echanges  thermiques  avec 
les  parois.  A quelle  condition  cette  derniere  hypothese 
est-elle  realiste  ? Quel  serait  le  resultat  avec  le  modele 
du  gaz  parfait  ? 

2 • On  realise  une  compression  suffisamment  lente 
pour  pouvoir  la  considerer  comme  isotherme.  La  tem- 
perature restant  egale  a Tq  , les  n moles  passent  de  Vq 

V0 

a V2  = — ■ Calculer  le  travail  et  la  chaleur  fournis  au  gaz. 
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3 • On  realise  la  meme  compression  (meme  etat  initial, 
meme  volume  final),  de  fa§on  suffisamment  rapide 
pour  la  supposer  adiabatique,  le  systeme  restant  cepen- 
dant  toujours  tres  proche  d’un  etat  d’equilibre  interne. 
Determiner  la  temperature  finale  et  le  travail  fourni  au 
gaz. 

• Revoir  le  dispositif  experimental  de  la  detente  de 
Joule-Gay-Lussac  (Cours). 

• Ne  pas  confondre  energie  et  energie  molaire, 
volume  et  volume  molaire,  etc. 

• Comment  s’ecrit  1’ equation  de  Van  der  Waals 
pour  une  quantite  de  matiere  n ? 

• Pour  determiner  un  echange  thermique,  il  faut 
calculer  la  variation  d’energie  interne  et  le  tra- 
vail. 

• Question  3 : revoir  la  demonstration  de  la  formu- 
le  de  LAPLACE  pour  un  gaz  parfait.  II  faut  utili- 
ser  la  meme  methode  pour  etablir  une  relation 
simple  entre  V et  T . 
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Corriges 


Oscillations  adiabatiques 


Chaque  partie  du  systeme  subit  une  evolution  adiabatique. 
Si  la  vitesse  du  piston  est  faible  devant  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  son,  on  peut  considerer  que  la  pression  et  la 
temperature  y sont  uniformes  et  definis  a tout  instant.  On 
peut  done  appliquer  la  relation  de  LAPLACE. 

Reperons  la  position  du  piston  par  l’abscisse  x , nulle  a 
l’equilibre  et  orientee  de  la  gauche  vers  la  droite. 

Les  volumes  des  compartiments  (1)  et  (2)  deviennent: 

Vi  = Vp  + Sx  et  V2  = 2 Vp  — Sx 

L’ application  de  la  loi  de  LAPLACE  se  traduit  par: 

Pl  V^=  Px  V0^l  + y jr=  Po  V 


Sx  etant  petit  devant  Vo  (petites  oscillations),  on  obtient 

ySx  • 

apres  un  D.L.  a l’ordre  1 : P\  = Pq ( 1 

V0 


/ yjjc  \ 

On  obtient  de  meme : Pi  = Pp  1 

l 2V0) 

Ecrivons  maintenant  la  RFD  appliquee  au  piston : 
3 yP0  S2 

mx  = P1S-P2S  — x 

2 V0 


On  a un  mouvement  oscillant  sinusoidal  de  frequence : 
j_  I 3yP0  S2 
2k  \ 2 V0 

Une  etude  plus  realiste  devrait  tenir  compte  des  echanges 
thermiques  a travers  les  parois  et  des  frottements.  Si  ceux- 
ci  sont  faibles,  on  observe  des  oscillations  amorties  de 
pseudo-frequence  voisine  de  / et  le  systeme  tend  vers  l’e- 
tat  d’equilibre  initial. 


C)  Remplissage  d'un  reservoir 


Etat  initial : Tout  le  gaz  constituant  le  systeme  est  contenu 
dans  le  volume  Vq,  a l’exterieur. 


Etat  intermediate  : le  gaz  se  repartit  entre  un  volume  exte- 
rieur  plus  petit  que  Vp  et  le  reservoir. 


Etat  final  : tout  le  gaz  est  contenu  dans  le  reservoir. 
Considerons  le  systeme  ferme  constitue  par  le  gaz  qui  se 
trouve  dans  le  reservoir  a la  fin  de  l’experience.  Dans  l’e- 
tat  initial,  il  occupe  un  volume  Vp  ■ 

La  partie  du  gaz  qui  est  restee  dans  l’atmosphere  est  tou- 
jours  a l’equilibre  thermique  et  mecanique  avec  celle-ci. 
Ce  systeme  est  limite,  du  cote  de  l’atmosphere,  par  une 
paroi  fictive  ou  la  temperature  est  egale  a l'p  des  deux 
cotes.  Le  gaz  subit  done  une  transformation  adiabatique. 
Bien  que  l’ecoulement  soit  lent,  le  gaz  passe  brusquement 
de  la  pression  Pp  a une  pression  plus  faible  lors  de  son 
passage  par  le  robinet;  son  evolution  n’est  pas  quasista- 
tique  et  on  ne  peut  pas  utiliser  la  relation  de  LAPLACE. 
La  paroi  du  reservoir  est  immobile.  Le  seul  travail  est  done 
le  travail  des  forces  de  pression  atmospherique,  qui  s’ap- 
pliquent  sur  une  surface  qui  « balaye  » le  volume  V'o  . Le 
travail  recu  par  le  systeme  est  done : 

W = + P0V 0. 

Ce  travail  est  bien  positif,  car  la  « paroi » se  deplace  dans 
le  sens  de  la  force  pressante. 

Les  echanges  thermiques  etant  nuls,  on  peut  ecrire  : 

AU  = W , soit : 7 1 CV,  m (Tfinale  - T0)  = P0  V0 
Po  Vo  ^ „ R 


avec  n = 


RTn 


Cy,  m — 


r- 1 


On  en  deduit : rfinale  - Tp  = (y-  1)  Tp 
et  done : Tfinale  = 7^0  • 

On  remarque  que  ce  resultat  est  independant  de  la  pression 
finale. 

L’hypothese  la  plus  contestable  est  celle  de  l’adiabaticite 
des  parois : La  capacite  thermique  du  gaz  interieur  est  suf- 
fisamment  faible  pour  qu’il  soit  difficile  de  negliger  le 
transfert  thermique  vers  la  face  interne  des  parois.  La  tem- 
perature finale  est  done  comprise  entre  Tp  et  yTp  , et  doit 
tendre  vers  Tp  pour  un  temps  suffisamment  long. 


240 
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CORRIGES 


61  Experience 

de  Clement-Desormes 


1 • Le  tableau  ci-dessous  explicite  chaque  operation  : 


operation 


analyse  et  conclusions 


compression  initiale 


La  compression  rapide  du  gaz  correspond  a une  augmentation  de  tempera- 
ture sans  echange  thermique. 


1 

refroidissement  isochore 


Les  echanges  thermiques  etant  lents  devant  la  mise  en  equilibre  de  pression, 
il  faut  laisser  le  recipient  quelques  heures  afin  que  la  temperature  de  l’air 
interieur  soit  de  nouveau  egale  a Tq  .Le  volume  reste  inchange. 


Le  gaz  a ete  comprime  done  P\  > Pq  . 

Puisque  h\  est  de  l’ordre  de  quelques  cm,  P\  - Pq  est  de  l’ordre  de 
quelques  millibars  (1  bar  correspond  a 10  m d’eau). 


2 Puisque  P\=P  [-Pq  estfaible,  l’ouverture  du  robinet  va  provoquer  la  fuite 

detente  adiabatique  d’une  petite  quantite  de  gaz  jusqu’a  ce  que  la  pression  interieure  soit  egale 
a Pq. 

Le  gaz  restant  a P interieur  de  la  bouteille  a subi  une  detente  rapide : on  peut 
considerer  que  les  echanges  thermiques  n’ont  pas  eu  lieu  et  la  temperature 
de  ce  gaz  a baisse. 

Attention : Le  systeme  considere  ici  est  different  de  celui  de  l’operation  1. 
II  s’agit  toujours  d’un  systeme  ferme  mais  de  quantite  de  matiere  moindre. 


gaz  devant 
s’echapper 
du  recipient 
(n  moles) 


gaz  devant 
rester  dans 
la  bouteille 
(n0—n  moles) 


R 


1 

n0-n 

moles  de 

gaz 

etat  final 


La  transformation  des  hq  - n moles  n’est  pas  isochore. 


3 

echauffement  isochore 


De  meme  qu’en  1,  il  s’agit  d’une  phase  de  mise  en  equilibre  thermique  jus- 
qu’a la  temperature  Tq  . Le  gaz  s’est  echauffe,  a volume  constant,  depuis  un 
etat  initial  de  pression  Pq  : P2  est  done  superieure  a Pq  . 


Durant  cette  operation,  le  recipient  contient  (n q - n)  moles  de  gaz  a la  tem- 
perature L0;  °L  durant  l’operation  2,  le  recipient  contenait  uq  moles  a la 
temperature  Tq  . 

Ainsi  Pi  < P\  et  hi<h\  . 


Compte  tenu  des  valeurs  faibles  des  surpressions,  on  peut  considerer  que  les  deux  systemes  etudies  (hq  moles  pour  1 et 
«0  - n moles  pour  2 et  3)  subissent  des  transformations  telles  que  chaque  etat  intermediaire  peut  etre  considere  comme  un  etat 
d’equilibre  thermodynamique  interne. 
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2 • a On  considere  le  systeme  constitue  des  /iq  - n moles 
de  gaz  presentes  en  fin  d’experience  dans  le  recipient. 
Comme  les  transformations  sont  des  suites  d’etats  d’equili- 
bre  thermodynamique  interne  (pj  « Pq  , p1  « P0)  , que 
le  gaz  est  parfait  et  que  y est  constant,  la  loi  de  Laplace  peut 
s’appliquer  pour  ces  evolutions  adiabatiques,  soit  PVy - cte  . 
Sachant  que  y>  1 , la  pente  en  un  point  d’une  adiabatique 
est  superieure  (en  valeur  absolue)  a celle  d’une  isotherme,  en 
effet  on  a : 


d(ln  PVy ) = jr  + Y^r=  0, 


adiabatique 


=-r 


d(ln  PV)  ■■ 


d P 


dV 

¥ 


■ 0 , d’ 


dP 

dV 


isotherme 


P 

V ■ 


Juste  avant  l’ouverture  du  robinet,  le  point  representatif  du 
systeme  des  uq  - n moles  d’air  est  en  A de  coordonnees 
[V\,  (Pq  + pi)]  , si  V\  est  le  volume  occupe  par  les  n 
moles  qui  vont  sortir. 

Pendant  l’ouverture,  le  systeme  subit  une  transformation 
adiabatique  quasistatique  caracterisee  par  P V'1'  = C stc  . Le 
systeme  atteint  le  point  B , de  coordonnees  (Pq  , Vq). 
Apres  la  fermeture  du  robinet,  la  gaz  contenu  dans  le  reci- 
pient subit  un  echauffement  isochore  (il  y a transfert  ther- 
mique  a travers  les  parois  du  recipient).  II  atteint  le  point 
C , de  volume  Vq  et  situe  sur  l’isotherme  Tq  qui  passe 
egalement  par  A . 


b.  On  considere  le  systeme  ferme  constitue  des  (n  q - n) 
moles  qui  restent  dans  le  recipient.  On  peut  ecrire : 

• Pour  la  transformation  adiabatique  AB  : 

] 7 p 1 - y _ q ste 

soil  (Pq  + p,)1  ■ r T\ ; = Pq~y(Tq  - eV 


it  Pi\l~y  it  d\y 

ou  encore : 1 - - — = 1 

\ p0J  \ To) 

En  outre,  comme  pi  « Pq  et  6 « Tq,  la  relation  ci- 
dessus  conduit,  apres  un  D.L.  a l’ordre  1 a : 


(1-7) 


EL 

Po 


• pour  l’echauffement  isochore  B C : — = Cste 

T 


d’ou 


P o 

T0-e 


Pq  + P2 

To 


soit: 


6 Po 

et,  puisque  /?2«^oet  0 « T n : 7^  - ^ ; 

io  r0 

r\ 

• ainsi,  en  eliminant  — des  deux  relations  obtenues. 

To 

on  en  deduit : 


(1-7) 


El 

Po 


p , h , 

d’oii  Y = = 1 -r-  , soit  y = 1.4  . 

1 Pi  - P2  hx  - h2  r 

Remarque : L’  experience  de  Clement-Desormes  dome  des  resul- 
tats  peu  precis.  Les  determinations  de  y sefont  actuellement  a 
partir  de  la  mesure  de  la  vitesse  du  son  dans  le  gaz  considere. 


0 Etude  drune  tuyere 

1 • A l’instant  t , la  tranche  contenant  d n moles  est  en 
x — X\  . Elle  est  caracterisee  par  U\ , T\  , P\ , H[  et  Di  . 


• A l’instant  t (P  > t)  elle  est  a l’abscisse  x . Elle  est  carac- 
terisee par  U(x) , T(x) , P(x) , H(x)  et  v(x) . 


Pour  calculer  U(x)-U\  , on  va  considerer  la  tranche  de  gaz 
ACA'C’  a l’instant  t . A l’instant  t'  , cette  tranche  s’est 
deplacee  et  occupe  un  volume  BDB"D"  . 

Le  syteme  etudie  etant  ferme  et  l’ecoulement  permanent,  on  a 
necessairement  B"  = B'  et  D"  = D'  . 

T(x)  et  P(x)  sont  independants  du  temps  et  la  masse  totale  de 
la  tranche  ACA'C’  est  invariante. 

On  applique  le  premier  principe  entre  les  instants  t et  / ' a 
la  tranche  precedente : 

• Q = 0 , puisque  les  parois  sont  adiabatiques  ; 

• en  amont  le  gaz  re§oit  un  travail  W\  = P\Vabcd  ; 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


• en  aval  il  regoit  le  travail : 

W{x)  = -P{x)VA'B'c'D'- 

* BB’DO'  - AA'CC^  + ( UBB'DD ' - Uaa'CC' ) 

= P\Vabcd  - P(xWa'b'C'D' 

puisque  %p  ext  = cte ; 


Ubbdd'  ~ Ubda'C'  + Uxb'cd' 


, ^AA'CC'  - UaBCD  + ^BDA'C 


et 


(%K  =%K  +%K 
I *'■ BB'DD ' ^ BDA’C'  A’BVD ’ 


\%„  =%K  + %„ 

1 rv/M'CC'  ^ABCD  ^ BDAT 


Ainsi,  puisque  toutes  ces  grandeurs  sont  independantes  de 
temps : 

A'WC’D'  + Ua'B'C'D  + P(x)  Va'B'C'D' 


'■  ^iWr,  + Uabcd  + P i Vabcd  ■ 


I®,,  = i dm  v(x)~  = i An  Mv(x)2 

Or  J KA'5"C'fl'  2 2 


dm  v } - ~ d iiMu2, 
N AB'CD  2 1 2 1 


VAB'C'D  ~ d,?  'mW 


VABCD  ~ d,!  Vm 


et 


j U AB'CD  ~ UmW  • dn 


\ 


u, 


ABCD ~ um 


Um  .An. 


Soil  ±MV(xY  + Um(x)  + P(x)Vm(x) 


\ Mv2+  Um]  + P\ Vm] . 


2 .'1  •'l  I >-/mi  T I [Vjjj. 

Comme  Um(x)  + P{x)  Vm(x)  = Hm(x)  , on  a effectivement 
bien: 


Hm(x)  + ^ Mv\x)  = cte  . 


1 9 

2 « //m2  + 2 Mv j = Hm[  le  gaz  est  parfait,  done : 
Ry 


Hm\  Hm2  ~ y_  J 


- 1 (Ti  - T2)  , soit: 


v2  = 


2 Ry 

-f-  r (Xi  - T2) 

m y-  l 


v2  = 301,5  ms 


-l 


3 • Si  l’on  suppose  que  l’energie  cinetique  du  gaz  en  amont 
de  la  turbine  lui  est  integralement  transmise  : 

2 = il  turhinc  • 


Ainsi  H'  turhinc  : 


yR_ 


y-  1 


(T\  - T2) 


^turbine  — 1 455  J. 
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CORRIGES 


o Etude  d'une  machine 

Question  preliminaire 


1 • II  s’agit  d’une  detente  de  Joule-Thomson. 

Le  lecteur  pourra  se  reporter  a son  cours  ou  a la  demonstra- 
tion donnee  a Vexercice  4 (il  suffit  d’ecrire  ^k(jc)  = <^K1  pour 
retrouver  la  demontration  du  cours). 


2 • Avec  les  notations  de  Vexercice  4 : 

- Uaca’c  + Ubdb’d'  = f'  + Q + P \V abcd  ~ P(x)  Va'b'c'd''- 
e’est  lors  de  l’application  du  premier  principe  a la  tranche  de 
gaz  passant  de  ACA'C'  a BDB'D'  qu’interviennent  le  tra- 
vail z'  (autre  que  celui  des  forces  de  pression)  et  le  trans- 
fer thermique  Q echanges  au  niveau  de  1’element 
(compresseur,  turbine,  etc.). 

La  relation  AH  = 0 du  1)  devient  AH  = r'  + Q , ou  AH 
represente  la  variation  d’enthalpie  d’une  tranche  de  gaz  entre 
l’aval  et  l’amont  de  L element  de  machine  etudie. 

Si  la  branche  contient  n moles  , cette  relation  devient : 
ii  A Hm  = n T m + ii  Qm 
soit:  AHm  = r'm  + Qm 


A • 1 On  est  dans  les  conditions  d’application  de  la  loi  de 
Laplace.  Ainsi : 

P^T^Pfr^etT^x1^  T0  . 


2 • a Pour  un  gaz  parfait  (pour  lequel  Cp  m est  constant) 
AHm  = Cp  m AT  , soit: 


7- 1 


&Hm  ~ Cp,  m (X  r ~ l)Po  • 


b.  D’apres  la  question  preliminaire  et  en  tenant  compte  du 
caractere  adiabatique  de  la  transformation : 

T m = 3//nl  . 

c T'm  = 8,64  kJ.moO1. 


3 • a.  Seuls  les  travaux  echanges  au  niveau  des  compresseurs 
sont  interessants : le  travail  au  niveau  de  l’echangeur  n’est  pas 
fourni  par  la  machine,  il  ne  « coute  » done  rien. 


: Tlm  + r2m  - CP.  i 


„ y~ 1 

4)T-i 


^0 


+ Cp, , 


en  utilisant  les  resultats  du  1)  et  du  2). 


7- I 

Pf\— 


Soit  T =CP,  mT0 


1-7 


^ r 


Pi)  +l^- 


1-7 


i r 


dr1T 


b.  Il  suffit  d’annuler  — 111  . On  obtient,  apres  un  calcul 
dPi 


sans  difficulte,  P\  = P0  P( 


i 
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C.  P\  = 3,5  bars  . Tm  = 7,12  kj.mol-1  . L’interet  du  compres- 
seur  a deux  etages  apparait  ici,  puisque  z < z' : le  travail 
total  a fournir  pour  passer  de  Pq  a Pf  est  inferieur  d’envi- 
ron  20  % . 

B»  1 zc  a ete  calcule  a la  question  precedente : 

Tc  = 7,12  kj.mol-1  . 

2 • Zj  est  dortne  par  le  resultat  de  la  question  preliminaire : 

TTm  = ^ m = Cp,  m 2b  ~ Tq) 

Zt  = - 15,25  kj.mol-1  . 

3 • Le  travail  utile  recupere  sur  l’axe  vaut  Tu  = - (Zt  + Zc ) , 
puisque  la  turbine  et  le  compresseur  a deux  etages  sont  soli- 
daires : 

Tu  = 8,13  kj.mol-1  . 

4 • L’air  est  echauffe  de  faijon  isobare;  or  A H = Qp  pour 
une  telle  evolution.  Ici  on  a done : 

2m  = hHm  BC  = Cp,  m 2c  ~ Tb) 

Qm  = 13,46  kj.mol-1  . 

5 • Le  rendement  d’un  moteur  est  defini  par  le  rapport  entre 
le  travail  utile  recupere  et  le  cout  energetique  correspondant : 

ri=  q =0,60. 

Determination  d'une  capacite 
thermique  massique 

1 • Puisque  le  debit  gazeux  est  interrompu,  on  s’interesse  au 
systeme  (calorimetre  + accessoires  + eau}. 

On  sait  que  pour  des  phases  condensees,  la  variation  d’ener- 
gie  interne  et  celle  de  l’enthalpie  sont  quasiment  egales : 
dU  = dH  = CdT. 

Si  on  realise  un  bilan  energetique  sur  la  fonction  H en  consi- 
derant  que  l’experience  se  fait  a pression  constante,  on  peut 
ecrire  d H = §Qp.  Or  le  seul  echange  thermique  du  systeme 
avec  le  milieu  exterieur  correspond  aux  fuites  thermiques : 

SQp  = - k(T  - T0)  dt,  soil  CdT  = - k(T  - T0 ) dr 

= - 4 dr . En  integrant,  compte  tenu  de  la  condition 
i i0  L 

initiale  T(t  = 0)  = 73  : ^ 

T=T0  + (T2-T0)  e~~C. 

Remarques : On  verifie  que  si  t — > + T — > Tq:  le  calori- 

metre est  alors  en  equilibre  thermique  avec  le  milieu  exte- 
rieur. 

c * 

z=^-est  le  temps  caracteristique  de  cette  mise  en  equilibre : 
k 

• si  k est  grand,  les  fuites  sont  importantes  et  z est  petit  ( mise 
en  equilibre  rapide)  ; 

• si  C est  grand,  la  capacite  du  systeme  a emmagasiner  de 
Tenergie  thermique  est  grande,  et  la  mise  en  equilibre  lente. 


2 • Soit  le  systeme  constitue,  en  regime  permanent,  a l’ins- 
tant  r , du  calorimetre,  de  l’eau,  de  ses  accessoires,  de  la 
masse  M de  gaz  presente  dans  le  serpentin  dans  le  calori- 
metre et  de  la  masse  dm  qui  entrera  dans  le  calorimetre 
durant  l’intervalle  dr  ci-apres. 

Entre  les  instants  t et  r + dr , la  masse  dm  entre  a la  tem- 
perature T i et  une  autre  quantite  de  matiere  de  meme  masse 
dm  (regime  stationnaire)  sort  a la  temperature  T2  du  calori- 
metre. 

On  raisonne  de  nouveau  sur  l’enthalpie  du  systeme  et  on  fait 
un  bilan  energetique : 

systeme  = calorimetre  + eau  + accessoires)  df l\f  + 
or  d//{ca]0rim£tre  + eau  + acCesSoires)  = 0 , car  d / = ()  en  regi- 
me stationnaire,  et  dH]^+Qm  = cpdm(T2  - T\)  tout  se  passe 
entre  l’instant  r et  l’instant  r + dr  comme  si  une  meme 
masse  dm  etait  passee  de  T\  a T2 : ceci  n’est  vrai  qu’en  regi- 
me stationnaire  oil  Hy[  = cte  . 


Ainsi,  puisque : 

§2p  = ~ k (T2-  Tq)  dr, 

on  a:  cpdm(T2-T{)  = -k(T2-To)dt , 

or  dm  = Dm  dr  et  finalement : 

_ yLlZil7;,) 

Cp-~  Dm(T2-T,)  ■ 


3 • * = 


£ln 

At 


T2~T0 
T2-AT-  Tq 


avec  AT  = 2 K et  Ar  = 600  s . 

k = 0,83  W.K-1  . 

• cp  = 476  J.kg-1  .K-1 . 


Utilisation  d'une  pompe 

1 • a.  Representons  le  /yic,ne  cycle  du  piston  sur  un  dia- 
gramme  representant  la  pression  dans  le  cylindre  en  fonc- 
tion du  volume  du  cylindre. 
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• Etape  1 : detente  isotherme  du  gaz  initialement  contenu 
dans  le  volume  v a la  pression  Pk_\  . 5[  s’ouvre  pour 
le  volume  V\  ou  la  pression  atteint  la  valeur  Pq  . 

• Etape  2 : Aspiration  d’air  atmospherique. 

• Etape  3 : compression  du  gaz  initialement  contenu  dans 
le  volume  V a la  pression  Pq  . 33  s’ouvre  pour  le  volu- 
me V2  ou  la  pression  atteint  la  valeur  Pk_  \ . La  com- 
pression etant  isotherme : 

P0V  = Pk_lV2 

• Etape  4 : Compression  du  gaz  contenu  dans  le  cylindre  et 
dans  le  reservoir,  le  volume  de  ce  systeme  passant  de  V2 
+ Vo  a Vq+  v .La.  compression  etant  isotherme : 

Pk-l(V2  + Vo)  = Pk(Vo+v) 

En  eliminant  V2  entre  ces  deux  equations,  on  obtient  la  rela- 
tion de  recurrence : 


Pk  = P o 


V 

Vq+  v 


+ Pk-l 


Vp 

Vq+v' 


On  obtient  successivement  les  pressions : 

Pq 

D -D.  V + p V 


Vq  + v Vq+v 


Pi  = Po 


V 

Vq+v 


+ Pi 


V 

Vq+v' 


Pk  ~ Pq  ~r~  pk  - I ' 


Vq+v  " ‘ Vq+v 
En  eliminant  successivement  Pk- 1,  Pk- 2.  •••.  Ph  on  obtient: 


Pk  = Po 


Vq 


Vq  + v 


, Vq  , Vq 

1 + + 


+ ...  + 


Vq+v  \ Vq  + V. 

Vq  \k-l~\ 


\Vq+V. 

que  l’on  peut  ecrire  sous  la  forme : 

Vo  n* 


+ Pq 


V0  \* 


y0  + v. 


Pk  = Po 


Vq+v 


1 - 


Vq  + v 


1- 


V0 


Vq+v 


+ Pr 


Vq  \k 


soit,  Pk  = Pq  — 


L0  \k 


+ P i 


Vq+v 

L0  \k 


Vq  + Vj  J \ Vo  + V. 


b.  Quand  k devient  tres  grand,  Pk  tend  vers  lalimite: 

P = P0- 

v 

Cette  pression  est  atteinte  lorsque  la  soupape  S2  ne  s’ouvre 
plus,  meme  lorsque  le  piston  est  en  fin  de  course  a droite ; pour 
retrouver  la  relation  ci-dessus,  il  suffit  done  de  reecrire  la  rela- 
tion (1)  (qui  donne  la  condition  d’ouverture  de  S2  ) avec: 
V2  = v et  P k_  j = P . soit  Pv  = Pq  V . 

2 • On  suppose  v = 0 . 

a.  Reprenons  le  resultat  de  la  question  1)  a) : 

/ \k  V 

Sachant  que  | — j =1-1: — lorsque  v est  tres  petit,  on  obtient : 

/w„(i+^). 

(Relation  que  Ton  peut  aussi  retrouver  par  un  calcul  direct.) 

b.  Calculons  le  travail  des  forces  de  pression  au  cours  du 
mieme  CyCje  (ju  piston.  Le  travail  de  la  force  de  pression 
atmospherique  Pq  est  nul  puisque,  au  cours  d’un  aller  et 
retour,  le  volume  balaye  par  le  piston  est  nul : 

- PqAV  - Pq{-AV)  = 0. 

Dans  le  cylindre,  l’air  subit  une  transformation  isotherme : 

• lorsque  le  piston  se  deplace  vers  la  gauche,  la  soupape  S \ 
est constamment ouverte (puisque  v = 0);  l’air s’engouffre 
dans  le  cylindre  a pression  constante  Pq,  son  volume  aug- 
mente  de  V,  d’ou : 

Wmi  = - P qV  = - nRT; 

• lorsque  le  piston  se  deplace  vers  la  droite,  l’air  est  comprime 
dans  le  cylindre  du  volume  V au  volume  V2(S2  fermee), 
d’ou: 

Wm  , = - nRT  hi  m = -P0V  In  -^_. 

V P i 

v r m-  1 

Ensuite  (52  ouverte),  Fair  du  cylindre  et  du  reservoir  est 
comprime  du  volume  (Vq  + V2)  au  volume  V o : 

Wm 3 = -(«  + nm  _ j)  RT  In  = - Pm  L0  In  ^1. 

F0  + F2  Pm 

Au  total,  le  travail  des  forces  de  pression  pour  le  m ,eme  cycle 
de  piston  vaut  done : 

wm  = Wm  + wmi  = wm3 =-P0  v(  1 + In  -^-)-P,n  Vo  In  ^1, 

que  l’on  peut  ecrire  sous  la  forme : 

Wm  = Vo[PmfoPm-Pm-lfoPm-l  ~ (P  m~  Pm-\)  (1  + In^o)] 

puisquel’ona  (n  + nm-\)RT  = PqV  + P m- \Vq  = P mV q 
On  peut  ainsi  en  deduire  le  travail  Wk  des  forces  de  pression 
pour  k allers  et  retours  du  piston : 

Wk  = t Wm  = PkVo\n^-(Pk-Po)V0. 

m = i Pq 

Ce  travail  Wk  correspond  au  travail  fourni  par  le  moteur  de 
la  pompe. 
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© Detente  brusque  d'un  gaz 

1 • Le  gaz  etant  homogene,  la  tranche  dv  de  gaz  a une 
dr 


masse  dm  = m, 


gaz 


X(t) 


et  une  energie  cinetique 


= ~ d/7;  v2(x,  t) 


1 


On  en  deduit:  d7)<  = — m 


gaz 


x dr- 


X2 


m„a7X2  Cx 


_t  _ '"gaz 

et  ^Kgaz-— 2 


x dv  d’ou: 

Jx  = o 


X K gfaz  (0  — 77/gaz  A (?) 


2 • a,  Le  gaz  contenu  dans  le  cylindre  subit  une  detente 
adiabatique,  supposee  quasistatique  (puisque  P et  T sont 
definis  a tout  instant).  Connaissant  le  rapport  des  volumes 
(le  volume  double),  on  applique  les  relations  de 
LAPLACE: 

1 \p-1 

' soit  r2  = 227  K 


Tl  = T\l 
P3  = j soit  P\  = 1,52  bar  . 

La  vitesse  maximale  du  piston  est  obtenue  juste  avant  le 
choc  sur  la  butee.  Effectuons  done  un  bilan  d’energie  entre 
l’instant  initial  et  juste  avant  le  choc,  lorsque  le  piston  arri- 
ve en  Xx  . 

La  force  exercee  par  Y atmosphere  sur  le  piston  est  simple 
a exprimer,  contrairement  a la  force  exercee  par  le  piston 
sur  le  gaz  situe  a l’interieur.  Considerons  done  le  systeme 
| gaz  + cylindre  + piston  1 . 

Le  cylindre  et  le  piston  sont  ici  assimiles  a des  phases 
condensees.  En  l’absence  d’echanges  thermiques,  leur 
energie  interne  est  constante,  d’ou  : 


A U = A U, 


gaz  ■ 


‘gaz 


Cy,  m (Jl  ~T l)  • 


Les  echanges  thermiques  etant  nuls  et  le  seul  travail  etant 
celui  de  P atmosphere  (negatif),  le  bilan  d’energie  s’ecrit : 
AL  + A<ok  gaz  + A Pf;  piston  = ^atmosphere 

«gaz  CV,  m(T2  ~T\)  + (JjOTgaz  + (Vax2  - 0)  = 

-Pona^-XO 

P 1 Vi  4P0  no2  Xx 


R T\  R Tq 

On  obtient  apres  simplifications : 

4P0Xi  /,  1 \ 1 


et  /7tgaz  — M Tig az  . 


y-l 
= P0X  i 


1 - 


2 y 


-i 


- — v„ 


pe  + 


P{)  M X] 
2 RT0 


2P0X1  5-r- 


2^t 


(7-  1 )( Pe  + 


P Q Xj  M 
2A7'n 


Pour  une  estimation  grossiere,  on  peut  supposer  que  la 

vitesse  moyenne  est  de  l’ordre  de  Vjnax  , d’ou : 

Xi  — X] 

T0~— 

v max 

b.  Lmax  = 48  m.s- 1 ; To  *=  4 ms  . 

Les  hypotheses  sont  valides  si  cson  To  » X ] avec 
cSOn  ~ 3 . 102  m.s- 1 (T  etant  variable,  on  ne  peut  attribuer 
de  valeur  precise  a cson)  . 

On  obtient  cson  ?o  = 1,2  m . On  est  a la  limite  de  validite 
de  Phypothese  quasistatique. 

C.  Remarquons  que,  entre  le  choc  et  l’etat  de  repos,  on  ne 
considere  plus  le  piston  comme  un  systeme  rigide:  Le 
choc  provoque  des  deformations  et  des  vibrations  qui,  en 
s’amortissant,  dissipent  de  la  chaleur.  Le  raisonnement  qui 
suit  permet  de  ne  pas  avoir  a etudier  le  mecanisme  de  cette 
conversion  d’energie  mecanique  en  energie  interne. 
Effectuons  des  bilans  d’energie  entre  «juste  avant  le 
choc  » et  l’etat  final. 

• Le  cylindre  restant  parfaitement  rigide  et  immobile,  il  ne 
fournit  aucun  travail.  Le  piston  ne  rccoit  done  ni  travail  ni 
echange  thermique  pendant  la  duree  consideree.  Le  bilan 
d’energie  pour  le  piston  s’ecrit  done : 

Af/piston+  y w(0-*yma|)  = 0 


, 1 7 

OU . m c(T 3 piston  — To)  — ^ Til  Lmax 

V,  2 


piston  = To  + . A.N:  T3  piston  - To  = 1,1  K . 


Pendant  cette  phase,  le  gaz  est  isole : 

2 -A??  _^_(r3gaz_r2). 


mgnz  ^max2  — A(/gaz  — Wgaz 


7-  1 


,.~Ty  = 


(7-  m Lma2 


A.N.:  T3  gaz-  T2  = 0,79  K . 

3 • Le  gaz  subit  la  meme  detente  adiabatique  quasista- 
tique que  dans  l’hypothese  sans  frottement ; r2  est  done 
inchangee. 

7 3 gaz  est  legerement  differente  en  raison  de  la  vitesse  plus 
faible : T3  gaz-  T2  = 0,14  K . 

Faisons  un  bilan  d’energie  pour  le  systeme  {cylindre  + pis- 
ton + gaz)  entre  l’etat  initial  et  l’etat  final  de  repos : A (7gaz 
+ Af/piston  + A L/Cy lindre  = 3Patmosphere  hvec  ALCy|jn(irc  = 0 
(par  hypothese,  le  cylindre  ne  s’echauffe  pas). 

Les  frottements  se  manifestent  par  des  echanges  energe- 
tiques  entre  le  cylindre  et  le  piston.  Ils  n’interviennent 
done  pas  dans  un  bilan  relatif  a un  systeme  qui  inclut  ces 
deux  elements. 

«gaz  — (T3  gaz  — To)  + m c(T3  piston  - T0)  = 

Y~  -P{)  no1  (Xo-Ai  ) 


246 
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4Pq®i 


(?3  gaz  -To)  + e p c(Tj  piston  - T0)  = - P0  X\ 

Ti. 

Jo 


g^Z 


- 1 


(7-  Wo 

e P c(Tt,  piston  - To)  = ^0  Xl  4 (l  - 

7-  n t0 

Cette  relation  est  vraie  qu’il  y ait  ou  non  des  frottements. 
Dans  les  deux  cas,  Tj  gaz  a pratiquement  la  meme  valeur. 
Avec  une  precision  de  deux  decimales,  on  aura  encore : 

T3  piston  -7o=  1,1  K. 

4 • a.  t = 4 ms  =>  5 = 45  pm ; r = 40  s =>  8 = 4,5  mm  . 
Le  volume  de  cylindre  susceptible  de  variation  de  tempe- 
rature est  alors : V = 2na  2 X\  8 . 

La  capacite  thermique  de  ce  volume  est : 

Cparoi  = p c V = An  a X\  8 p c . 

Le  gaz  echange  de  la  chaleur  a volume  constant.  Sa 

r 4P0na2Xi 

capacite  thermique  est : Cgaz  = n 


r- 1 (y- 1 )7 o 


c, 


paroi 


c , 


(y-  1 )p  c T0  g = 3 1q3  5 . 


0 


a 


a 

Cn 


-gaz 

t = 4ms  =»  =7;r  = 40s^  =700. 

r c 

'-gaz  '-gaz 

La  capacite  thermique  de  la  paroi  n’est  done  jamais  negli- 
geable  (4  ms  correspond  a la  duree  de  la  detente), 
b.  Ecrivons  le  bilan  d’energie  pour  le  gaz  qui  retjoit  de  la 
chaleur  de  la  paroi,  a volume  constant : 
dT 
dr 

La  capacite  thermique  de  la  paroi  etant  tres  grande,  sa  tem- 
perature est  pratiquement  constante  (elle  se  comporte 
comme  un  thermostat).  L’ equation  devient: 

7 = — im  - t0] 

dr 

Cgaz 

avec  r = — - — - 


Cgaz  [Tp  (0  - 7X0]  . 


P0a 


= 200  s . 

hS  T0(y-l)h 
Cette  valeur  de  T justifie  l’hypothese  adiabatique  pour  les 
deux  premieres  phases  (detente  et  choc). 

La  solution,  compte  tenu  de  la  valeur  initiale  de  T est : 

7X0  = To  - (T0  - T2) 

10  minutes  apres  la  detente : r = 3t  et  T = 297  K . 


Stabilite  de  Tatmosphere 

1 • II  suffit  d’ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  statique 
des  fluides : 

, MP  ,,  , P'iz)  M8 

P (z)  = - p e avec  p = d ou : — — = 

RT  P(z)  R Te(z) 


2 • La  bulle  subit  une  evolution  adiabatique  suffisamment 
« douce  » pour  que  P et  T y soient  toujours  definis.  On 
peut  done  appliquer  la  loi  de  LAPLACE  sous  la  forme 


P p 7 = Cste  ou,  mieux:  P Y p = Cs 


P(z0  + 0 r p bulle(zo  + 0 = P(z 0)  7 Pe(z 0) 


Pbulle(z0  + t)  — Pe(zo) 


P(ZQ  + 0 7 

_ 

P(z 0)”  7 


£ etant  suffisamment  petit : P(zq  + 0 = P(z 0)  + P'(z 0)  C ■ 

Mg 


D’apres  la  question  precedente : P'(zo)  = _ P(z 0) 


et  done : 


r re(z) 


Mg £ 


P(z0+  O = P(z0)  (l  - 

\ K 1 e(Zg) 

1 If  Mg  C 

d’ou:  P(z0  + 0 Y = P(z 0)  7(l- 


yR  Pe(zo) 


Mg £ 


On  en  deduit : pbuile(z0  + 0 = Pe(zo)  - 
Pour  Pair  ambiant : 

MP  1 dpe  1 dp  1 dPe 


yR  re(z0) 


Pe  = 


RT  Pe  dz  P dz  re(z)  dz 

Mg  1 


R Te(z)  re(z) 

En  faisant  un  nouveau  developpement  a l’ordre  1 : 

Pe(z0  + 0 = Pe(zo)  + “ ~ C = 
dz 

/ c (Mg  d re 

V re(z0)  V R dz 

D’apres  le  theoreme  d’Archimede,  la  bulle  est  ramenee 
vers  sa  position  initiale  si  Pbuiie  > Pe  pour  f > 0 . 

„ . Mg  £ i ( Mg  d re  \ 

Done,  si:  — — - < + , ce  qui 


7 R 7e(zo)  Te(z0)  \ R 

d re  (y-i)Mg 

revient  a : > 

dz  yR 

Numeriquement,  on  trouve  une  pente  limite  de  l’ordre  de 
- 10  K.ktn  1 , assez  proche  de  la  valeur  couramment  rete- 
nue  pour  la  loi  T(z)  . Avec  ce  modele  simple,  l’atmosphe- 
re  est  stable  si  Te(z)  decroft  moins  vite  que  cette  valeur 
limite.  Dans  ce  cas,  Pair  n’est  plus  brasse  par  des  courants, 
ce  qui  peut  provoquer  des  pics  de  pollution. 

Le  probleme  est  en  fait  plus  complique  car  il  il  faut  aussi 
tenir  compte  de  l’humidite  de  Pair. 


Chauffage  d'une  enceinte 

1 • s’exprime  en  VP,  soit  en  J . s-1 ; C en  J . K-1 ; 

T en  Updone  a s’exprime  en  s-1. 

On  peut  travailler  avec  l’energie  interne  de  l’enceinte  puisque 
son  volume  reste  constant : AU  = Qy  . 

Ainsi,  avec  5 Qy  = - 8£2fuites  = - « C(T  - Te)  5 1 , 
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Premier  principe  de  la  thermodynamique.  Bilans  d'energie 


et  AU  = CAT : 


CAT 

T-Te 


a C8t , soit  en  integrant  entre  T\  et  Tf : 


a=ir]nI^T- 


2 • L’ application  numerique  donne: 

a=  8,85  . 10_5s_1  ou  a=0,32h_I. 

3 • En  travaillant  toujours  sur  la  fonction  U , mais  en  tenant 
compte  desormais  de  la  puissance  de  chauffe : 

d U = - aC(T-Te)  At  + Pcdt  = CAT . 

Si  T est  maintenue  a T\ , dr  = 0 et  Pc-  aC(Tc-Te) . 
AN. : Pc  = 11,5  kW. 

4 • Trm  = Te+  , soit  Pc  = aC(TRM  - Te)  . 


Ainsi,  Trm  serait  la  temperature  maximale  obtenue  en 
maintenant  la  puissance  Pc  continument. 

A.N. : Trm  = 297,95  K pour  Pc  = 15  kW  . 

• On  trace  la  puissance  de  chauffe  en  fonction  de  T : 


puissance  de  chauffe 

Pc 

► T 

Tr~ 

e tr+  e 

Le  graphe  ci-dessus  correspond  a un  cycle  d’hysteresis : 
lorsque  T decroit  de  7r  + 9 a 7r  - 9 , le  chauffage  est  coupe 
et  il  ne  se  met  en  marche  qu’a  partir  de  7r  - 9 et  ce  jusqu’a 
7r  + 9 . Le  dispositif  peut  etre  compare  a un  systeme  com- 
portant  un  A.O.  monte  en  comparateur  a hysteresis. 


La  puissance  de  chauffe  etant  identique  a chaque  cycle,  Tr 
et  6 etant  constants,  on  a bien  affaire  a un  dispositif  fonc- 
tionnant  periodiquement. 


• Lorsque  T croit  de  7r  - d a TR+  6,  Pc  = 15  kW : 


soit: 


CAT  = [Pc  - aC(T  - Te)]At , 

CdT  =dt 
Pc-aC(T-Te) 


En  integrant  entre  TR  - 6 et  Tr  + 6 et  en  notant  A t\  l’in- 
tervalle  de  chauffe : 

Pc-aC[(TR-e)-Tc\ 

“ 1 “ Pc-  aC  [(Tr  + 0)-  Te]  ’ 

soit  en  divisant  par  aC  numerateur  et  denominateur  du  loga- 
rithme : 


a At  i = In 


^rm  ~ (Tr  O 


(1) 


• Lorsque  T decroit  de  7r  + 9 a TR  - 6,  Pc  = 0 : 

CAT  = - aC{T  -Tt)At , 

et  en  integrant  comme  ci-dessus  et  en  notant  Af2  le  temps 
mis  pour  passer  de  TR+ 0 a T^-9\ 

[-Te  + (TR  + 0)} 


aAtj  = In 


[-T+(Tr-6)] 


(2) 


• De  (1),  on  constate  que  Tr  doit  etre  inferieur  a 
Lrm  + 6 et  7rm  — 6 , soit : 

Tr  < Trm  -6=  297,9  K. 

• De  (2),  on  constate  que  7r  doit  etre  superieur  a 
re  + 6 et  Te  - 9,  soit : 

TR  > Te  + 9=  281,1  K. 


5 • La  periode  temporelle  d’evolution  0 est  donnee  par: 
0 = A?i  + At  2,  soit : 


0=Tx 


In 


(Tr  + 9)- 


Ts+  ,n  (Trm-(Tr-9)) 


AN.:  0 = 


(7r  6)  Te  (7J<m  (Tr  + 9)) 
746  s , soit  12  min  26  s. 


6 • AL  = In  ^RM  % = 572  s,  soit: 

u 'RM  “ Dr  + W 

r]  = 0,767  et  <(3'>  = ijPc  = 11,5  kW  . 

On  retrouve  la  valeur  de  la  puissance  de  chauffe  obtenue  a la 
question  3). 


CD  Capacite  calorifique 
d'un  systeme  complexe 


1 • Etudions  la  resultante  des  forces  s’exe^ant  sur  le  piston : 
+ PS  - kx  - PqS  = 0 , ce  qui  donne : P = Pq  + x . 


Doc.  2 


• Si  k = 0 : P = Pq  en  permanence.  La  pression  etant  cons- 
tante,  la  transformation  est  isobare. 

• Si  k = c°:  x = 0 en  permanence.  Le  volume  etant  constant, 
la  transformation  est  isochore. 


2 • Lorsque  T varie  de  AT , x varie  de  dr : on  cherche  la 
relation  liant  AT  et  dx  . On  sait  que : 

PV  - nRT  , avec  V = Eg  + Sx  = S(Lq  + x) , 
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CORRIGES 


rrPVjD^k\L0  + X 

ainsi : 1 = = S r n H — x\ , 

f , nR  \ S nR 

et  done : 

dr  , Lo  + x ^ S ^ k , , Lo  ^ SP0  k 

cLy  nR  nR  S nR  nR  nR 


ou  encore : 


cLv  = 


nRdT 


kLfl  + Pfl  S + 2k  x 


3 • L’energie  interne  du  systeme  {gaz  + ressort}  s’ecrit: 

U = Ugaz  + ^pin, » ayec  Cgaz  = Cy(T  — T0)  + Uq  , 

et  2L  = — kx2  . 

Pint  2 

Cela  donne : U = Cy(T  - Tq)  + Uq  + y kx 2 . 

On  en  deduit  done : d U = CydT  + kx  cLy  , et  done  l’expres- 

sion  de  d U en  fonction  de  d T : 

att  ^ jt  kxnRdT 
d U = CydT + 


— | Cy  + nR 


kLo  + Pq  S + 2k  x 
kx 


d T. 


kLo  + Pq  S + 2k  x I 

4 • On  commence  par  calculer  le  travail  elementaire  des  for- 
ces exterieures:  514^  = - Pq  S dx  . La  variation  d’energie 
interne  est : dU  = CydT  + kx  dx  , ce  qui  donne : 

SQ  = dU-W  = CydT  +(kx  + P0S)dx. 

La  capacite  calorifique  de  ce  systeme  est  definie  par 
5 Q = CydT , ce  qui  donne : 


Cy  = Cv  + nR 


kx  + PqS 


kLo  + Pq  S + 2kx 


Cy  = Cy  + nR  - 


1 


1 + 


k(Lo  + x) 
PqS  + kx 


On  examine  les  cas  limites : 

• si  A'  = 0 ; la  transformation  est  isobare : 

Cy  = Cy  + nR  — Cp ; 

• si  A = oo  ; la  transformation  est  isochore : Cy  = Cy  . 

© Transformations  (Tun  gaz  reel 

1 • La  detente  de  Joule -Gay-Lussac  est  isoenergetique : 
les  parois  immobiles  ne  fournissent  aucun  travail  et  on  les 
considere  adiabatiques.  II  suffit  done  d’ecrire : U = n Um 
constante,  soit  Um  constante.  Le  volume  molaire  passe  de 
10  L a 20  L . 

CV,  m<Xl- T0)  =a(  TT -Tr)=  ~a 


Vi  Vq  ) 2 L0 


d’ou:  T\  = To- 


rn a 


2 Cy,  m Vq 


A.N.:  T1-r0  = -4,OK. 

II  faut  faire  la  mesure  de  temperature  des  que  le  gaz  s’est 
mis  a l’equilibre.  Si  on  attend  trop  (de  l’ordre  de  la  mi- 
nute), les  echanges  thermiques  avec  la  couche  interne  de 
la  paroi  ne  sont  plus  negligeables  (voir  la  discussion  de 


l’exercice  8). 

Si  a = 0 , on  retrouve  bien  le  resultat  connu  pour  le  gaz 
parfait:  T \ = Tq  , car  l’energie  interne  n’est  fonction  que 
de  T . 

2 • L’echange  thermique  ne  se  calcule  pas  directement. 
En  revanche,  nous  avons  les  moyens  de  calculer  AU 
et  W . 


A U = n 


C\  m(T0  — T0)  — al  -P-  -P— 


v0 


v2  v0  /J 

La  transformation  etant  une  succession  d’etats  d’equilibre 
interne,  on  peut  ecrire : 

TIZ  f'  2 n j,  z n n PP 0 n 2 a 

W = - P dV  avec  P = — r— 

Jv o L - nb  V2 


Vn-nb  ri  / I 

On  obtient : W = n R Tq  In n~  at 

L2  - nb  \ L2 

2Lo  - 2 nb  w2  a 

= n R To  In  — — . 

L0  - 2 nb  L0 

Par  difference : 

2Lo  - 2 nb 

Q = AU-W  = -nRT0]n  — . 

L0  - 2 nb 

A.N. : W = 15,4  kJ  et  Q = - 17,1  kJ  . 

3 * Pour  une  evolution  adiabatique  infinitesimale : 
SW  = -P  dV  = dU  . 

r.  i y a'  ' n RT  ,,,  n2  a ,,, 

Pour  le  gaz  etudie : - dL  + — — dL 

V-nb  V2 

= n Cy  m dr  + P-P-  dL  . 

y2 

II  reste : R dV  + Cy  m — = 0 . 

V-nb  ’ T 

Qui  s’integre  en : (L - nb)TcV,  m = Cste 
La  temperature  atteinte  est  done : 

R 


V0 


T3  = 7, 


2Lq  - 2 nb 


CV,i 


Lo  - 2 nb 
A.N. : T = 386  K . 

Notons  que,  comme  nb  « Lo  , le  resultat  est  tres  peu  dif- 
ferent de  celui  obtenu  avec  le  modele  du  gaz  parfait. 

On  obtient  le  travail  par : 

W = AU  = n Cy  m(T3  - To)  - ~ 


Vo 


A.N. : W = 19,0  kJ  . 
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Second  principe. 
Bilans  d'entropie 


i 


Savoir  determiner  la  function  d’etat  entropie  d’un 
systeme. 

Savoir  l’utiliser  pour  prevoir  le  sens  d’une  transfor- 
mation, et  pour  determiner  un  etat  d’equilibre. 

• Equation  d’etat. 

• Proprietes  des  gaz  parfaits  et  des  phases  condensees. 

• Energie  interne  et  bilans  d’energie. 

• Transformations  usuelles : monobare,  isochore, 
adiabatique,  monotherme. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Calcul  differentiel  et  integral. 

Derivees  partielles  et  differentielle  d’une  fonction 
de  deux  variables. 

• Notions  tres  sommaires  de  probabilites 
et  de  combinatoire. 


ESSENTIEL 


i Reversibilite  et  irreversibilite 

Soit  un  systeme  (S)  isole  subissant  une  transformation  entre  deux  etats  (1)  et  (2)  quelconques. 
Cette  transformation  est  dite  reversible  si  une  modification  infinitesimale  des  parametres  du  systeme 
dans  1’ etat  (2)  ramene  le  systeme  dans  l'etat  (1). 

i Deuxieme  principe  de  la  thermodynamique 

• Enonce 

A tout  systeme  thermodynamique  est  associee  une  fonction  d’etat,  notee  S , appelee  entropie: 

• l’entropie  d’un  systeme  isole  croit  jusqu’a  l’etablissement  d’un  etat  d’equilibre.  Elle  est  alors  maxi- 
male; 

• l’entropie  d’un  systeme  est  une  grandeur  extensive. 

• Identite  thermodynamique 

L’identite  thermodynamique  lie  les  differentielles  de  l’energie  interne  U et  de  l’entropie  S . Pour  un 
systeme  ferme  regi  par  une  equation  d’etat  f(P,V,T)  = 0 , elle  a pour  expression : 

dS  = — dU  + — dV  ou  encore  dU  = TdS-  PdV  . 

T T 

De  meme,  la  differentielle  de  1’enthalpie  s’ecrit:  d H = T dS  + VdP  . 
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Second  principe.  Bilans  d'entropie 


ESSENTIEL 


Remarque : Ces  relations  ne  sont  pas  des  equations  de  bilan  mais  des  relations  mathematiques 
entre  les  differentielles  de  U,V  et  S . 


< Entropie  du  gaz  parfait 

• Expressions  differentielles  de  I'entropie.  Variation  d'entropie 

I = n\Cv ;1 


d5  = «R|^^+dl/ 


7-  1 T 


T V 


dS  = nR(^^-^)  = n(cPm^+R^ 

V r- 1 t p ) \ t p , 

nR  /d P . _.dV\  (r  d [/>  „ dV 

7-1  \ P V ) \ ’ P V 

S<Y,  T)  = n~  ln^J  + nKln(ij-)  + S(V0 , T0) 

= nCv  m Inf  + nR\n( + S{V0 , T0) 


\V0 

S(Y,  T)  = n^- - ln[pj  - nR\n(pJ  + S(P0 , T0) 


= nCP , m In®  - nRlit^  + S(P0 , T0) 

Sl-P'  ^ = "-pi  ln(^) + ln(^) +s<Po’  l,°) 
= nCVt  m ln^)  + nCP,  m In + S(P0 , VQ) 


(1) 

(2) 

(3) 

(1) 

(2) 

(3) 


si  7 est  independant  de  la  temperature. 

Ces  relations  ne  sont  pas  a memoriser,  mais  il  faut  savoir  les  retrouver  tres  rapidement  a partir 
de  l’identite  thermodynamique,  de  L equation  d’etat,  et  de  la  definition  des  capacites  thermiques 
molaires. 


• Loi  de  Laplace 

Un  gaz  parfait  suit  la  loi  de  Laplace  au  cours  d’une  evolution  isentropique  ou  7 est  suppose  constant : 


T,V 


7-1 


7W, 


7-  1 


TrPl 
1 V 1 


7. 


pYp1 

1 2r2 


7 


P,vj=  PPV, 


7 


ft  22  11  22  PI  22 

Contrairement  aux  precedentes,  il  est  fortement  conseille  de  memoriser  ces  relations  tres  utiles. 


« Entropie  d'une  phase  condensee 

Pour  une  phase  condensee  ideale  de  capacite  thermique  C : 

•dU  = CdT  = TdS  . 

T 

• Si  C est  constante  dans  l’intervalle  considere:  S{T)  = C In 1-  S (7q)  . 

To 

^^Poiir  s’entrainer:  ex.  1,  8 et  9 
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Second  principe.  Bilans  d'entropie 


t Entropie  et  echanges  thermiques 

• Cas  d'une  transformation  infinitesimale 

Pour  un  systeme  ferme  decrit  par  l’equation  d’etat  f(P,  V,  T)  - 0 , la  variation  d’entropie  au  cours 
d’une  transformation  infinitesimale  entre  deux  etats  d’equilibre  thermodynamique  interne  est  reliee  a 
Fenergie  thermique  echangee  par  la  formule : 8Q  = T dS  . 

Si  le  systeme  n’est  pas  decrit  par  une  equation  d’etat  f(P,  V,  T)  = 0 il  n’est  pas  systematique- 
ment  possible  d’ecrire  « 8Q-T  d.S  » sans  analyse  approfondie.  C’est  en  particulier  le  cas  d’un 
systeme  siege  de  frottements  internes. 


• Source  de  chaleur  ideate  ou  thermostat 

La  temperature  Te  d’un  thermostat  reste  constante  au  cours  du  temps  et,  dans  une  transformation 


Qe  l’energie  thermique  re5ue  par  le  thermostat  au  cours  de  la  transformation  envisagee. 

• Systeme  en  evolution  adiabatique 

L’ entropie  d’un  systeme  en  evolution  adiabatique  ne  peut  que  croitre : AS  = SCI^e  . 

^creee  represente  la  creation  d’entropie  due  au  caractere  irreversible  de  revolution. 

Pour  une  transformation  irreversible : ^fCreee  >0  ou  AS  > 0 . 

Pour  une  transformation  reversible : ^fCr66c  = 0 soit  AS  = 0 . 

• Systeme  couple  avec  un  thermostat 

Dans  une  transformation  quelconque  d’un  systeme  (S)  couple  a une  source  de  chaleur  ideale  de  tem- 
perature Te  et  une  source  de  travail  ideale,  la  variation  d’entropie  se  met  sous  la  forme : 


• Source  couple  avec  plusieurs  thermostats 

La  relation  precedente  se  generalise  au  cas  d’un  systeme  en  contact  avec  plusieurs  thermostats 
de  temperatures  T\,  T2. . ■ Tj,...  Tn  qui  cedent  au  systeme  des  transferts  thermiques  <2i,  Qi-,-- • 
Q . . Q„  . On  peut  ecrire : 


& Pour  s’ entrainer : ex.  5 


^8  — ■^echangc  + ^creee  • 

Le  terme  d’entropie  d’echange  est  defini  par  ^change  = 


creee  ■ 


L’integrale  est  calculee  le  long  du  chemin  reellement  suivi  par  le  systeme  lors  de  son  evolution, 
^creee  represente  la  creation  d’entropie  due  au  caractere  irreversible  de  1’evolution. 

Pour  une  transformation  irreversible,  ifCIese  > 0. 

Pour  une  transformation  reversible,  = 0 et  AS  = 


• Causes  d’irreversibilite 
On  peut  citer,  entre  autres : 

-Les  echanges  thermiques:  irreversibilite  dues  a l’inhomogeneite  de  la  temperature; 
- Les  echanges  de  travail : irreversibilite  due  aux  frottements. 
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Second  principe.  Bilans  d'entropie 


Dans  toutes  ces  transformations  ou  l’echange  de  travail  est  associe  a un  phenomene  irreversible,  les 
systemes  thermodynamiques  ne  sont  pas  a l’equilibre  thermodynamique  interne  pendant  leur  evolu- 
tion. 


« Interpretation  statistique  de  I'entropie 

• Entropie  statistique 

S = A'Blnf2  ou  est  la  constante  de  Boltzmann,  = 1 ,38  . 10~23J.  K 1 et  Q est  le  nombre  de 
micro-etats  realisant  le  macroetat  etudie. 

• Troisieme  principe  de  la  thermodynamique 

Principe  de  Nernst 

L’ entropie  de  tout  systeme  thermodynamique  tend  vers  0 quand  sa  temperature  tend  vers  0. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• II  faut  se  souvenir  que  l’entropie,  comme  l’energie,  est  une  fonction  d’etat.  La  variation  d’entro- 
pie  entre  un  etat  initial  et  un  etat  final  ne  depend  pas  du  chemin  entre  ces  deux  etats.  Par  exam- 
ple, pour  un  systeme  constitue  d’une  quantite  n de  gaz  parfait  de  rapport  y constant,  la  variation 
d’entropie  a pour  valeur: 


et  ceci  pour  tout  chemin,  reversible  ou  non. 

• Un  systeme  en  evolution  irreversible  peut  voir  son  entropie  diminuer:  il  suffit  que  l’entropie 
creee  (positive)  soit  compensee  par  une  entropie  echangee  negative. 

• Pour  un  systeme  fluide  regi  par  une  equation  d’etat  f(P,  V,  T)  = 0 , l’identite  thermodynamique 


est  une  relation  mathematique  entre  les  grandeurs  d’etat  et  non  l’expression  d’un  bilan  d’energie. 
On  1 ’utilise  done  pour  determiner  la  variation  de  S entre  deux  etats,  que  la  transformation  consi- 
deree  soit  reversible  ou  non. 

• La  relation  8Q  = TdS  pour  une  transformation  infinitesimale  suppose  que  le  systeme  est  com- 
pletement  decrit  par  une  equation  d’etat  f(P,  V,  T)  = 0 (il  faut  done  que  la  pression  et  la  tempe- 
rature soient  uniformes).  Si,  par  exemple,  le  systeme  est  siege  de  frottements,  son  etat  depend 
aussi  de  la  vitesse  relative  de  ses  elements,  la  relation  ne  s’applique  pas. 


it  Pour  s^entr diner : ex.  2 a jj) 


Pour  s’entrainer:  ex.  11 


y 1 ^initial  ^initial 


dU  = TdS-P  dV 
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Exercices 


(0)  Utilisation  de  tables 
thermodynamiques 

A.  Etude  du  dihydrogene 

Les  physiciens  utilisent  frequemment  des  tables  de  don- 
nees thermodynamiques  (et  des  diagrammes  entropiques 
ou  enthalpiques  ainsi  que  nous  le  verrons  aux  chapitres  5 
et  6). 

Ces  tables  sont  construites  a partir  de  mesures  thermo- 
elastiques  sur  les  gaz  et  les  liquides.  Celles-ci  permettent 
l’etablissement  d’une  equation  d’etat  et  le  calcul  de  fonc- 
tions  d’etat  telles  que  l’enthalpie  et  l’entropie. 

Le  tableau  ci-dessous  donne  les  valeurs  de  l’entropie  mas- 
sique  s du  dihydrogene  Hi  en  J.g_1.K_1  pour  diffe- 
rentes  valeurs  de  temperature  et  de  pression. 


(bars) 

T (K) 

100 

10 

1 

150 

39,5 

51,2 

60,6 

90 

34,8 

45,8 

55,2 

1 • Verifier  que  le  dihydrogene  se  comporte  comme  un 
gaz  parfait  monoatomique  pour  des  valeurs  de  pression 
inferieures  ou  egales  a 10  bars. 

2 • On  realise  la  compression  isotherme,  pour  T = 150  K , 
d’un  kilogramme  de  dihydrogene  de  10  bars  a 100  bars. 
Quelle  est  la  variation  d’entropie  correspondante  ? 
Qu’aurait-on  trouve  en  faisant  l’hypothese  que  le  dihydro- 
gene garde  un  comportement  parfait  pour  ces  valeurs  de 
pression? 

Donnees:  R = 8,314  J.  mol"1  .Kr1 ; y = y . 

B.  Etude  de  l’eau  liquide 

Le  tableau  ci-dessous  donne  les  valeurs  de  l’entropie  mas- 
sique  s de  l’eau  liquide  en  J.  g_1 . KC1  pour  differents 
couples  (T,  P ) . La  valeur  0 est  prise  arbitrairement  pour 
T = 0 °C  . 


P (bars) 

r(°c) 

200 

100 

10 

300 

3,20 

3,24 

- 

200 

2,30 

2,32 

- 

100 

1,30 

1,30 

1,30 

Commenter  ce  tableau  et  verifier  sa  concordance  avec  le 
modele  des  phases  condensees  donne  dans  le  cours.  On 
supposera  la  chaleur  massique  de  l’eau  constante  et  egale 
a 4,2  J.  g-1.  K-*  . 


A.  Quelle  est  l’expression  de  l’entropie  d’un  gaz  par- 
fait en  variables  ( T , P)  ? Comparer  les  valeurs  de  A.v 
obtenues  a partir  du  tableau  a celles  que  donne  l’ex- 
pression de  l’entropie  d’un  gaz  parfait  pour  des  trans- 
formations isobares,  puis  pour  des  transformations 
isothermes. 

B.  Que  penser  de  l'influence  de  la  pression? 
Comment  s’ exprime  d s pour  une  phase  condensee? 


Chauffage  d'une  masse  d'eau 

On  s’interesse  a une  masse  d’eau,  m , de  capacite  calori- 
fique  massique  constante,  c . Elle  est  chauffee,  dans  une 
casserole,  sur  une  plaque  electrique  de  temperature  cons- 
tante Lp  . 


fond  de  la  casserole  : 
bon  conducteur 
thermique 

plaque 
electrique 
a T„ 


Au  cours  de  cette  « experience  »,  l’eau  passe  de  T\  a T 2 . 
En  faisant  toutes  les  hypotheses  qui  paraissent  raisonna- 
bles,  modeliser  1’evolution  de  l’eau  et  en  deduire  sa  varia- 
tion d’entropie  et  l’entropie  creee. 

Donnees:  c = 4,18  J.  g_1  K-1;  m = 1 kg;  T\  = 300  K; 
T2  = 350  K;  Tv  = 1 000  K . 


Que  penser  de  la  pression  du  milieu  exterieur? 

Le  fond  de  la  casserole  est  bon  conducteur  thermique : 
que  peut-on  dire  de  sa  temperature  ? 

Le  chauffage  de  l’eau  est-il  lent  ou  rapide? 

La  temperature  de  l’eau  est-elle  uniforme?  Peut-on 
considerer  m comme  constant  ? 


© Creation  cTentropie 
et  transfert  thermique 

Un  recipient  suppose  adiabatique  est  separe  en  deux 
compartiments  contenant,  l’un  une  masse  m\  d’eau  et 
l’autre  une  masse  m2  d’eau.  On  suppose  que  l’eau  est 
une  phase  condensee  ideale  de  capacite  thermique  mas- 
sique constante  c . 
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EXERCICES 


Les  temperatures  initiales  sont  T\,  et  avec 

T I,  < Toi . La  cloison  qui  separe  les  deux  masses  d’eau 
etant  faiblement  diathermane,  le  transfert  thermique 
entre  les  deux  compartiments  est  lent  et  on  peut  suppo- 
ser  que  les  temperatures  des  deux  compartiments  sont 
homogenes  a chaque  instant ; ce  sont  deux  fonctions  du 
temps  notees  T\  (t)  et  Tjit)  ■ 

On  negligera  la  capacite  thermique  de  la  cloison  dia- 
thermane. 


1  • Quelle  relation  le  premier  principe  impose-t-il  entre 
T](t)  et  ?2(f)  ? Le  premier  principe  permet-il  de  pre- 
voir  le  sens  d’evolution  et  1’etat  final  ? 


2  • Exprimer  l’entropie  5(f)  du  systeme  isole  en  fonc- 
tion  des  temperatures  T\(t)  et  Tiit)  . En  deduire  le 
sens  d’evolution  et  les  temperatures  finales. 
Commenter. 


3  • Determiner  l’entropie  creee  pendant  1’ operation 
dans  le  cas  particulier  ou  m\  = m 2 = m . 


L’entropie  et  l’energie  interne  sont  des  fonctions 
d’etat  extensives. 

Quelle  est  l’expression  de  l’entropie  pour  une  phase 
condensee  ideale  ? 

Comment  evolue  l’entropie  d’un  systeme  isole  ? 


C)  Bilan  d'entropie 

pour  un  conducteur  thermique 

Deux  thermostats  0 1 et  ©2  de  temperatures  T\  et 
T2  (T | > Tj)  sont  relies  par  une  tige  de  cuivre,  isolee 
sur  ses  faces  laterales.  Apres  un  regime  transitoire  de 
quelques  heures,  les  systeme  atteint  un  regime  perma- 
nent. La  temperature  d’un  point  quelconque  de  la  tige 
ne  depend  plus  du  temps. 

Soit  Q\  et  Qn  les  transferts  thermiques  de  ©i  et  de 
©2  vers  la  tige  pendant  une  duree  donnee  r . 
Determiner  l’entropie  creee  pendant  cette  duree  r . 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 


tige  de  cuivre 


Quelle  relation  relie  Q\  et  Q2  ? 

L’etat  de  la  tige  est  invariable.  Que  peut-on  en 
deduire  pour  l’entropie  de  la  tige  ? 

Y a-t-il  creation  d’entropie  dans  les  thermostats  ? 
Quelle  est  l’expression  de  l’entropie  echangee  par  la 
tige  ? 


e Bilan  d'entropie  pour 

un  systeme  avec  frottements 

Deux  solides  X]  et  X2  > consideres  comme  des  phases 
condensees  ideales  de  capacites  thermiques  Cj  et  C 2 
sont  en  contact. 

5)  est  immobile.  Lorsqu’un  operateur  exerce  sur  S2 
une  force  Fop  = Fop  eA. , X2  peut  glisser  sur  X|  selon 
un  mouvement  de  translation  parallele  a l’axe  horizon- 
tal Ox  et  X|  exerce  sur  X2  une  force  de  frottement 
^frot  = ^frot  ev  • 

On  admet  pour  la  force  de  frottement  le  modele  clas- 
sique  des  forces  de  frottement  solide/solide : 

• Si  X2  est  en  mouvement,  Ffrot  est  opposee  au  mou- 
vement et  de  norme  constante  egale  a d>  . 

• Si  le  systeme  est  immobile,  Ffrot  est  comprise  entre 
- O et  + O . 

1 • Les  variables  d’etat  x et  F|mt  sont-elles  reliees  par 
une  equation  d’etat  de  type  f(F\ml , x,T)  = 0 ? 

2 • Entre  deux  etats  d’equilibre  infiniment  voisins : 

• Ecrire  la  relation  entre  les  differentielles  d U et  d5 
pour  le  systeme  constitue  des  deux  solides. 

• Ecrire  le  premier  principe  et  en  deduire  une  expres- 
sion de  la  variation  infinitesimale  d’entropie. 

3 • On  neglige  les  echanges  thermiques  entre  le  syste- 
me constitue  par  les  deux  solides  et  l’exterieur. 

Le  systeme  est  initialement  a l’equilibre  thermique  a la 
temperature  T ^ , puis  X2  est  tire  (toujours  dans  le  meme 
sens)  sur  une  distance  € et  on  attend  que  l’equilibre  ther- 
mique se  retablisse  a une  temperature  7);  . Determiner 
l’entropie  creee  au  cours  de  la  transformation. 

F°p 


^2 
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EXERCICES 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 


L’energie  interne  et  l’entropie  sont  des  variables 
extensives.  Or,  U et  S sont  connues  pour  chaque 
solide. 

Quel  est  le  travail  de  l’operateur  lors  d’un  deplace- 
ment entre  deux  positions  d’equilibre  ? On  pourra 
faire  un  bilan  d’energie  mecanique. 

Peut-on  resoudre  la  question  3 en  integrant  l’ex- 
pression  obtenue  a la  question  2 ? 


Compression  et  detente 
monothermes 


Un  cylindre  aux  parois  athermanes  contient  n moles 
d’un  gaz  parfait  dont  le  coefficient  y est  constant.  II  est 
ferme  par  un  piston  de  masse  m et  de  section  S cou- 
lissant  sans  frottement,  egalement  athermane. 

Dans  l’etat  initial,  le  gaz,  le  piston  et  le  cylindre  sont  a 
l’equilibre  mecanique  et  thermique  avec  Latmosphere, 
de  pression  P q et  de  temperature  Tq  ; on  note  P\  la 
pression  dans  le  cylindre. 

Dans  tout  cet  exercice,  on  s’interesse  au  systeme  cons- 
titue  par  le  cylindre,  le  piston  et  le  gaz  enferme  dans  le 
cylindre. 


Atmosphere  (Pq,  Tq) 


gaz  parfait 


8 


1 • On  pose  un  solide  de  masse  M sur  le  piston,  puis 
on  laisse  evoluer  le  systeme  vers  un  nouvel  etat  d’equi- 
libre mecanique  et  thermique.  La  pression  dans  le 
cylindre  est  alors  egale  a Po  ■ 

Determiner  les  echanges  energetiques  entre  1’ at- 
mosphere et  le  systeme,  puis  l’entropie  creee  au  cours 
de  1’ operation. 

2 • On  enleve  le  solide  de  masse  M et  le  gaz  se  detend, 
jusqu’a  un  nouvel  etat  d’equilibre. 

Caracteriser  ce  nouvel  etat  d’equilibre  et  determiner  les 
echanges  energetiques  et  l’entropie  creee  au  cours  de 
1’ operation.  Conclure. 


Pour  chaque  operation,  quelle  est  la  variation  d’e- 
nergie interne  du  systeme  ? Peut-on  en  deduire  sim- 
plement  l’echange  thermique  ? 

Pour  chaque  operation,  quelle  est  la  variation  d’en- 
tropie  du  cylindre,  du  piston  et  du  gaz  ? 


jfll  Compression  et  detente 
adiabatiques 

Un  cylindre  vertical,  de  section  S = 100  cm1 2  est  rem- 
pli  d’air  considere  comme  un  gaz  parfait  de  rapport  y 
constant. 

Un  piston  de  masse  m = 100  g coulisse  en  faisant 
varier  le  volume  du  cylindre. 

Le  volume  interieur  est  divise  par  une  masse 
m{)  = 0,10  kg  de  laine  d’acier  (enchevetrement  seme  de 
fils  d’acier).  La  capacite  thermique  de  l’acier  est 
c0  = 0,44  kJ.kg-1.K-1 . 

A l’exterieur,  l’atmosphere  est  a la  pression  constante 
Pq  = 1,0  bar  . 


Dans  l’etat  initial,  Fair  interieur  est  a l’equilibre 
thermodynamique,  sa  temperature  est  T\  = 295  K , la 
pression  est  P\  et  il  occupe  un  volume  V\  = 1 0 litres  . 
On  pose  alors  un  objet  de  masse  M = 9,9  kg  sur  le  pis- 
ton. Celui-ci  descend  et  se  stabilise  lorsque  le  gaz  inte- 
rieur est  a nouveau  a l’equilibre  thermodynamique ; la 
temperature  est  alors  T2  et  la  pression  P 2 . On  suppo- 
se que  le  piston  reste  toujours  au  dessus  de  la  separa- 
tion. 

On  prendra  g = 10  m.s~2  . 

1 • Calculer  P\  et  P2  ■ 

2 • On  suppose  que : 

• Les  parois  du  cylindre  sont  adiabatiques. 

• A l’equilibre,  la  laine  d’acier  est  a la  meme  tempera- 
ture que  l’air. 

• Les  frottements  entre  le  piston  et  le  cylindre  sont 
negliges. 

Discuter  la  pertinence  de  ces  hypotheses  simplificatri- 
ces.  La  premiere  et  la  seconde  sont-elles  contradictoi- 
res  ? 

3 • Les  hypotheses  etant  admises,  determiner,  une  fois 
l’equilibre  atteint,  la  temperature  Ti  et  le  volume  VS 
occupe  par  Lair. 

Pi  T\ 

On  posera  p = 1-  m{)  cq  — et  on  exprimera 

(7-  1)  V] 

les  resultats  en  fonction  de  T V\,  P\,  P2  et  p . 
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EXERCICES 


4 • On  enleve  l’objet  de  masse  M du  piston  et  lorsque 
le  nouvel  equilibre  thermodynamique  est  atteint,  le 
volume  el  la  temperature  sont  egaux  a V3  et  7/  . 

a.  Sans  les  calculer,  comparer  V3  a V\  et  7/  a T j. 

b.  Exprimer  Tj  en  fonction  de  T\,p,P\  et  P2  et  cal- 
culer sa  valeur.  Verifier  le  resultat  de  la  question  prece- 
dente. 

c.  Calculer  1’entropie  creee  au  cours  des  deux  operations. 
Conclure. 


laine 

d’acier 

M 

\ 

g 

PuTyVi 

p2,  T2,  l2 

Pu  T3,  l3 

Etat  initial 

Etat  final  de 
la  question  3 

Etat  final  de 
la  question  4 

Rappelons  qu’une  paroi  n’est  jamais  intrinseque- 
ment  adiabatique  ou  diathermane.  II  faut  se  poser  la 
question  de  la  rapidite  des  echanges  thermiques 
entre  le  gaz  et  les  solides.  Ces  echanges  sont  d’au- 
tant  plus  rapides  que  la  surface  de  contact  est 
grande. 

Pour  quel  systeme  faut-il  faire  un  bilan  d’energie  ? 
le  gaz  seul  ou  le  systeme  {gaz  + laine  d’acier  + pis- 
ton + surcharge } ? Doit-on  faire  un  bilan  sous  forme 
infinitesimale  « dU  - SQ  + SW  » ou  sous  la  forme 
«A  U=Q+W»1 
Quelle  est  la  dimension  de  p ? 

L’ evolution  est-elle  reversible  ? Peut-on  utiliser  la 
loi  de  LAPLACE  ? 


• Rappelons  que  1’entropie  est  une  fonction  extensi- 
ve. II  suffit  done  d’additionner  les  variations  d’en- 
tropie  des  differentes  composantes  du  systeme. 


O S(U,  V),  fonction  caracteristique 

Soit  un  systeme  constitue  de  dioxyde  de  carbone. 

Ce  gaz  est  caracterise  par  la  fonction  S ( U , V ) donnee 
pour  une  quantite  de  matiere  n = 1 mole  de  gaz : 


S (C,  V)  = So + Cy,m  In 


I U + f \ 


Uo+Ij 


+ R In 


V-b 

Vn-b 


So  , U 0 et  Vo  sont  respectivement  les  valeurs  de  l’en- 
tropie,  de  l’energie  interne  et  du  volume  de  cette  mole  de 
gaz  dans  un  etat  de  reference  arbitraire  donne. 

Donnees:  Cy  m est  la  capacite  calorifique  molaire  a volume 
constant  du  dioxyde  de  carbone : 

Cy  m = 28,50  J.  moC1.  K"1; 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 

a et  b sont  des  constantes  propres  au  dioxyde  de  car- 
bone : 

a = 0,37  J.  m3.  moR2  et  b = 4,30.  10-5  m3 . moC1 ; 
R est  la  constante  universelle : R = 8,314  J . mol”1 . K~ 1 . 


1 • Donner  deux  expressions  differentes  de  la  differentiel- 
le,  d S(U,  V) , de  l’entropie  d’une  mole  de  gaz. 

En  deduire,  d’une  part,  l’expression  de  l’energie  interne, 
U(T,  V) , d’une  mole  de  gaz  et,  d’autre  part,  son  equation  d’etat : 
/(P,  V,  T)  = 0 . 


2 • Deux  moles  de  ce  gaz  subissent  une  detente  de  Joule  - 
Gay-Lussac  d’un  volume  initial  V = 5,00  dm3  et  d’une 
temperature  initiale  T = 293,0  K a un  volume  final  2 V . 

a.  Calculer  les  variations  de  temperature  et  d’entropie  cor- 
respondantes. 

b.  Comparer  les  resultats  obtenus  a ceux  de  la  detente  de 
deux  moles  de  gaz  parfait  de  meme  capacite  calorifique 
molaire  a volume  constant  dans  les  memes  conditions 
initiale  s. 


1)  La  fonction  entropie  associee  a un  systeme  thermo- 
dynamique donne  est-elle  unique  ? Peut-on  alors  iden- 
tifier deux  expressions  differentes  de  d S(U,  V)  , 
membre  a membre  ? Comment  obtenir  ces  deux 
expressions  ? 

2)  Le  systeme  est  constitue  de  deux  moles  de  gaz  : 
comment  sont  modifiees  les  expressions  de  U(T,  V ) 
et  S(T,  V)  ? 


Le  gaz  de  photons 

A l’interieur  d’une  cavite  vide  dont  les  parois  sont  a 
l’equilibre  thermique,  il  existe  des  ondes  electromagne- 
tiques  dont  l’intensite  et  la  repartition  des  frequences 
depend  de  la  temperature.  A une  onde  electromagne- 
tique  on  associe  des  particules  («  grains  d’energie ») 
appelees  photons  et  on  considere  que  ceux-ci  se  corn- 
portent  comme  un  gaz. 

Des  considerations  theoriques  amenent  a poser  [’expres- 
sion de  l’entropie,  fonction  du  volume  et  de  l’energie : 

4 , 1 

S(V,  U)  = — (<7q  V I/J) 4 ou  <7q  est  une  constante 
universelle ; (Tq  = 7,56. IQ-16  J.  m3.  R-4  . 


1 • En  deduire  la  relation  entre  l’energie,  le  volume  et 
la  temperature,  puis  la  relation  entre  pression  et  tempe- 
rature. 


2 • La  cavite,  de  volume  V = 1 L contient  1 mole  de 
dihydrogene.  Pour  quelle  temperature  la  pression  de 
radiation  est-elle  egale  a la  pression  exercee  par  les  par- 
ticules materielles  (on  supposera  que,  pour  les  tempe- 
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Second  principe.  Bilans  d'entropie 

ratures  tres  elevees,  les  molecules  de  hb  sont  decom- 
posees  en  protons  et  en  electrons  qui  se  comportent 
comme  des  gaz  parfaits  monoatomiques). 

3 • Determiner  la  capacite  thermique  a volume  cons- 
tant associee  au  rayonnement. 

• En  ecrivant  l’identite  thermodynamique,  on  consta- 
te que  P et  T peuvent  etre  deduites  des  derivees 
partielles  de  la  fonction  S de  U et  V . 

• Quelle  est  la  definition  de  Cy  pour  un  fluide  quel- 
conque  ? 


Qj)  Transfert  de  matiere, 
irreversibilite 

Un  recipient,  dont  les  parois  sont  athermanes,  est  separe  en 
deux  compartiments  par  une  paroi  amovible;  dans  l’un  se 
trouvent  moles  de  gaz  parfait  occupant  un  volume 
et,  dans  l’autre,  moles  de  gaz  parfait  occupant  un  volu- 
me Vi  ■ A l’instant  initial,  les  deux  gaz  sont  a 1’ equilibre 
sous  la  meme  pression  P et  a la  meme  temperature  T . 

parois 

athermanes 


/ 


On  ote  la  paroi  mobile  et  on  attend  l’etablissement  d’un 
nouvel  equilibre  thermodynamique. 

1 • Determiner  l’etat  final  de  chacun  des  deux  gaz. 

2 • Determiner  l’entropie  creee  au  cours  de  Revolution 
par  le  systeme  constitue  des  deux  gaz. 

3 • On  pose  n 2 = xn\ ; etudier  et  tracer  la  fonction 
^creeeW  Pour  x tendant  vers  zero. 

Conclure  quant  a la  reversibilite  eventuelle  de  1’evolution. 

1)  Realiser  un  bilan  energetique  pour  1’ ensemble  des 
deux  gaz  et  utiliser  l’extensivite  de  l’energie  interne. 

2)  Realiser  un  bilan  entropique  et  utiliser  l’extensivi- 
te de  l’entropie. 

3)  Discuter  de  la  pente  a l’origine  de  la  fonction 

^creeeW  ■ 


gaz  1 

gaz  2 

T,  P,  «i 

T,  P.  n2 

s Systeme  a deux  niveaux 

Soit  un  systeme  de  volume  constant  constitue  d’un  grand 
nombre  N de  particules  en  equilibre  a la  temperature  T 
et  dont  chacune  peut  avoir  deux  valeurs  d’energie  E \ ou 
E 2 , avec  E 2 > E 1 (systeme  « a deux  niveaux  »). 

Soit  n 1 le  nombre  de  particules  d’energie  E\  et  n 2 le 
nombre  de  particules  d’energie  E 2 ■ 

On  suppose  que  la  repartition  sur  les  niveaux  d’energie  suit 
la  loi  statistique  de  Boltzmann : 

«2  AE\ 

nl  [ kBT) 

1  • Exprimer  la  differentielle  de  l’energie  interne  du  sys- 
teme en  fonction  de  d/z  1 et  A E = E 2 - E \ . 


2 • Exprimer  la  differentielle  de  l’entropie  du  systeme  en 
fonction  de  T,  A E et  d/z  1 . On  utilisera  la  formule  de 
Stirling  In  (A!)  = AOn(lV)  valable  pour  N grand. 

3 • Montrer  alors  que  Ton  retrouve  l’identite  thermodyna- 
mique. 


1)  L’energie  interne  est  une  grandeur  extensive. 

2)  Comment  s’exprime  l’entropie  statistique? 
Combien  y a-t-il  de  manieres  de  realiser  l’etat : 

{ n\  particules  d’energie  E\,n 2 particules  d’energie  £?)  ? 
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O Utilisation  de  tables 
thermodynamiques 


A • 1 L’entropie  massique  d’un  gaz  parfait  s’exprime  par: 
s(T,  P)  = s(To,  P0)+  jjR In  (^  - In  (£))  ; 

pour  un  gaz  parfait  monoatomique  y = ^ , et  pour  le  dihy- 
drogene M = 2 . 10-3  kg . mol-1  . 

Ainsi,  en  J . g-1 . K-1 , on  obtient: 


A.,-4,157  (2, 5 in (1-)- In g)). 

• On  calcule  la  variation  d’entropie  correspondante  pour  un 
refroidissement  isobare  a la  pression  P = 10  bars  , de  T = 150  K 
a r=90K: 

As  = 4,157  (2,5  In  (^))  = - 5,3  J.  g"1 . K-1 . 

L’ application  numerique  realisee  avec  le  tableau  donne 
As  = - 5,4  J.  g-1 . K-1  . L’ accord  est  done  tres  bon. 

• On  calcule  maintenant  la  variation  d’entropie  pour  une 
compression  isotherme,  a T = 150  K , de  1 a 10  bars: 

As  = - 4,157  (in (^]|  = - 9,6  J.  g_1 . K-1 . 

L’ application  numerique,  realisee  avec  les  donnees  du 
tableau,  donne  A.v  = - 9,4  J.  g_1 . K_1 ; l’accord  est  encore 
bon. 


B • L’ analyse  du  tableau  montre  que  meme  pour  des  tempera- 
tures et  des  pressions  elevees,  l’influence  de  la  pression  est 
negligeable:  la  compression  isotherme  de  100  a 200  bars,  a 
300  °C,  d’un  gramme  d’eau  liquide  correspond  a une  variation 
d'entropie  de  - 0,04  J.  g_1 . K_1. 


II  reste  a verifier  la  relation  As  = me  In 


filial  | 
T 

initial  / 


qui  decoule 


de  l’identite  thermodynamique  pour  une  phase  condensee: 
dU  = TdS  et  dU  = mcdT . 


Pour  un  refroidissement  isobare  de  300  °C  a 200  °C,  soit  de 
573  K a 473  K,  le  tableau  donne : 

As  = -0,9  J.  g"1.  K"1; 

le  calcul  donne : 

As  = - 0,8  J.  g_1 . K_1  . 

L’accord  est  bon. 

Pour  un  refroidissement  isobare  de  200  °C  a 100  °C,  soit  de 
473  K a 373  K,  le  tableau  donne : 

As  = -1,0  J.  g-1  K-1; 

le  calcul  donne : 

As  = -1,0  J.  g-1.  K"1  . 

L’accord  est  excellent. 


Remarque : L’accord  est  d’autant  meilleur  que  la  tempera- 
ture est  proche  de  100  °C,  car  la  capacite  thermique  mas- 
sique c est  alors  plus  proche  de  la  valeur  4,2  J.  g_1 . K_1 
( c n’ est  pas  constante  sur  les  intervalles  de  temperature  Stu- 
dies). 


2 • La  lecture  sur  le  tableau  conduit  a : 

As  = - 11,7  J.  g_1 . K_1  . 

En  appliquant  la  relation  des  gaz  parfaits : 

As  = -4,157  In  (-^j  = - 9,6  J.  g-1 . K-1 . 

Le  comportement  du  fluide  n’est  plus  parfait. 

Remarques 

• II  faut  noter  que  pour  une  pression  de  100  bars,  a ces 
valeurs  de  temperature,  le  dihydrogene  est  dans  un  etat  dit 
fluide  (ou  supercritique),  sur  lequel  on  reviendra  dans  le  cha- 
pitre  5. 

• II  est  conseille  de  verifier  la  coherence  du  signe  d’une 
variation  d'entropie : 1’ augmentation  de  I’ordre  au  cows  de 
la  transformation  doit  correspondre  a une  diminution  de  I’en- 
tropie  (cf.  la  derniere  parti e du  resume  de  cours  et  les  der- 
niers  exercices  du  chapitre). 

Par  exemple,  ici,  une  compression  isotherme  - e’est-a-dire  a 
agitation  thermique  constante  - correspond  a une  diminution 
du  volume,  I’ ordre  du  sy steme  augmente : As  est  effective- 
merit  negatif 


Q Chauffage  d'une  masse  d'eau 

Afin  de  modeliser  au  mieux  la  situation,  on  fait  les  hypothe- 
ses suivantes  relatives  a l’eau,  la  casserole,  la  plaque  et  le 
milieu  exterieur : 

H] : L’ ensemble  jeau  + casserole  + plaque)  subit  une  trans- 
formation monohare  sous  la  pression  atmospherique. 

H2 : On  suppose  que  la  casserole  est  adaptee  a ce  type  d’emploi 
(fond  epais)  et  qu’elle  repose  correctement  sur  la  plaque : dans 
ces  conditions,  on  peut  considerer  que  1’ ensemble  { casserole  + 
plaque } constitue  un  thermostat  a la  temperature  Tp  . 

H3 : On  suppose  que  l’intensite  du  flux  thermique  du  thermo- 
stat vers  l’eau  est  important  (bon  contact  thermique):  dans 
ces  conditions,  l’echauffement  de  l’eau  est  « rapide  »,  et  les 
echanges  thermiques  vers  l’exterieur  sont  negligeables. 
L’  ensemble  { eau  + casserole  + plaque ) est  isole  thermique- 
ment  de  I’ exterieur. 

H4 : On  suppose  que  les  temperatures  T\  et  Tj  de  1’ eau 
correspondent  a des  temperatures  uniformes  de  cette  eau  au 
debut  et  a la  fin  de  « l’ experience  » ; les  mouvements  de 
convection  dans  l’eau  permettent  de  justifier  cette  hypothese. 
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Second  principe.  Bilans  d'entropie 


H5 : On  ne  fait  aucune  hypothese  sur  l’etat  de  l’eau  entre  le 
debut  et  la  fin  de  « l’experience  ». 


Hg:  Le  chauffage  de  l’eau  etant  rapide  entre  27  °C  et  77  °C 
(temperatures  suffisamment  eloignees  de  l’ebullition  de 
l’eau),  on  neglige  l’evaporation  de  l’eau  et  m = constante. 


La  modelisation  est  done  la  suivante  : 

On  est  en  presence  de  l’echauffement  monobare  (Hi)  d’une 
masse  d’eau  (de  T\  a T2) , en  contact  avec  un  thermostat  a 
temperature  Tp  (H2)  , 1’ ensemble  {eau  + thermostat)  etant 
isole  thermiquement  de  l’exterieur  (H3)  . La  temperature  de 
l’eau  est  bien  definie  au  debut  et  a la  fin  « l’experience  » (H4) , 
mais  inconnue  dans  les  etats  intermediaires  (H5) . L’evaporation 
etant  negligeable  (Hg) , le  systeme  etudie  est  ferme. 

L’etat  de  l’eau  etant  connu  au  debut  et  a la  fin  de  l’experience, 


on  a 


AS  = me  In 


?! 


Le  transfert  thermique  mc(T2  - T\)  , fourni  a l’eau  sous  la 
temperature  constante  Tp  , donne  une  entropie  d’ echange 
^echange  Sgal®  3 • 


cp  _ 

u echange 


me 


T 

P 


On  en  deduit  l’entropie  creee : 


a,  _AC  CP  t2  mc  (T2  - T\) 

creee  — ^ echange  — m 

T 1 T„ 


A.N.:  AS  = me  In  — = 0,64kJ.K“'. 


me  (T2-Tl) 

^change  = " = 0,21  LEK"1. 

P 

creee  = AS  - Sf&hange  = 0,43  kj . K“ 1 . 
Cette  quantite  est  effectivement  positive. 


C)  Creation  d'entropie 
et  transfert  thermique 

1 • Soit  le  systeme  isole  constitue  par  les  deux  masses 
d’eau.  Son  energie  interne  se  conserve,  d’ou: 

n?i  T\(t)  + m2  T2(t)  = m\  Tu  + m2T2i. 

2 • L’entropie,  fonction  d’etat,  ne  depend  que  de  la  tem- 
perature pour  les  phases  condensees. 

Pour  une  phase  condensee,  le  volume  etant  constant, 
Lidentite  thermodynamique  se  reduit  a: 

d U = T dS  avec  dU  = m c dT  . 

On  en  deduit  d S = m c , d’ou : S = m c In  — + Sn 
T T0 

si  Sq  est  l’entropie  pour  T = Tq  . 


L’entropie  etant  une  fonction  extensive : 5SyStgme  = Si  + S2 
soit: 

S(t)  = mi  c In  — — + m2  c In  T2QL  + ^(0)  . 

T\  i T2i 

L’entropie  de  ce  systeme  isole  ne  peut  qu’augmenter,  soit 

— Ss  0 , l’egalite  correspondant  a l’etat  d’equilibre  final. 
dt 

dS  _ m\c  d T]_  m2c  d T2 

dt  T[(t)  dt  r2(t)  dt 

La  relation  imposee  par  la  conservation  de  1’ energie  se 
dTi  d T2 

traduitpar:  m 1 =-m^  ,d’ou: 

dt  “ dt 

d S_  = c dT\  / T{{t)  \ ^ q 

dt  T\(t)  dt  l T2(t) ) " 

T\j  etant  inferieur  a 7 2, , cette  condition  se  traduit  par: 

d7’i  dTi 

> 0 et  done  — — < 0 . 

dt  dt 

Le  systeme  cesse  d’evoluer  lorsque  l’etat  d’equilibre 

caracterise  par  T\  = T2  est  atteint. 

Cette  temperature  finale  est  donnee  par : 

mlTli  + m2T2i 

lf= ■ 

m\  + m2 

On  aurait  obtenu  directement  ce  resultat  en  considerant 
comme  evident  que  le  systeme  evolue  vers  l’equilibre 
thermique.  Cette  loi  d’evolution  vers  l’equilibre  thermique 
peut  etre  vue  comme  une  consequence  du  second  principe. 


3  • II  suffit  de  reprendre  l’expression  de  l’entropie  du  sys- 
teme: 

Comme  l’entropie  echangee  est  nulle : 


Screee  = AS  = m\  c In  — + m2  c In . 

T\i  ~ T2i 


Si  mi  = m2  ■ 


m , alors  Tf=  — (Tu+  T2i) 


(t  u + T2iy 

et  Scl66e  = mc  In  ~ • 

4 7 1 1 1 2i 

Comme  (Tu  + T2i)?-  -4  Tu+  T2i  = {Tu-T2i  )2  > 0 , on 
verifie  que  Screee  est  toujours  positive. 


O Bilan  d'entropie 

pour  un  conducteur  thermique 

En  regime  permanent,  l’energie  interne  du  cuivre  est 
constante.  Le  travail  etant  nul  on  a:  Qi  + Q2  = 0 ■ 
Effectuons  un  bilan  d’entropie  pour  le  systeme  { tige } . 

• Le  regime  etant  permanent,  l’etat  de  la  tige  est  invariable 
et  done  AS  = 0 . 

c Q\  , Ql  _ n T2  - Ti 

* echange  - + ~ L!  I 

1 1 l2  12 
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• AS  etant  nul,  l’entropie  creee  dans  la  tige  est : 

7j  -T2 

S creee  ~ ~ ^echange  s°it  • $ creee  ~ Q 1 ~ • 

1\  12 

Comme  il  n’y  a pas  de  creation  d’entropie  dans  le  thermo- 
stat (qui  est  toujours  en  equilibre  interne)  l’entropie  creee 
se  limite  a l’entropie  creee  dans  la  tige. 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 

Comme  l’entropie  echangee  est  nulle  : 

A S = ScraSe  = (Cl  + C2)  In  f 1 + 

\ (Ci  + C2)Ta 

.S'crcee  est  bien  entendu  positive  pour  cette  transformation 
irreversible. 


0 Bilan  d'entropie  pour 

un  systeme  avec  frottements 

1 • La  force  de  frottement  est  independante  de  la  position 
de  S2  mais  depend  de  la  vitesse  et  de  la  force  exercee  par 
l’operateur.  II  n’existe  done  pas  d’equation  d’etat  reliant  x 

t'l'ml . 

2 • Dans  un  etat  d’equilibre,  les  deux  temperatures  sont 
egales:  T\=T2  = T . 

• Pour  chaque  solide,  phase  condensee  ideale,  l’identite 
thermodynamique  s’ecrit: 

AU\  = T d^!  et  dU2  = TdS2. 

U et  S etant  des  fonctions  d’etat  extensives,  nous  pou- 
vons  ecrire : 

d U = dU\  + dU2  = L(dSi  + dS2)  d’ou : dU  = TdS  . 

• Considerons  un  deplacement  ou  x croit  uniformement 
d’une  position  d’equilibre  X\  a une  position  d’equilibre 

X2- 

Les  vitesses  en  xi  et  en  x2  etant  nulles,  le  theoreme  de 
l’energie  cinetique  applique  entre  x\  et  x2  s’ecrit: 

A = 0 = VLop  + Wfmt  = Wop  - 0(.v2  - xx) 
d’ou:  VLop  = <t>(x2  - X]) . 

Si  le  deplacement  s’effectue  avec  x decroissant  unifor- 
mement, on  obtient : VLop  = - x2)  . 

Pour  un  deplacement  infinitesimal  entre  deux  positions 
d’equilibre : (5VLop  = <D  | dx  | (toujours  positif) 

D’apres  le  premier  principe  applique  au  systeme : 
d U = <5lLop  + 5Q  = O | dx  | + 5Q  . 

En  comparant  les  deux  expressions  de  dU  , on  obtient : 
TdS=  8Q+  ® | dx  | . 

3 • On  reprend  le  meme  raisonnement,  cette  fois  entre 
deux  etats  non  infiniment  voisins.  II  n’est  pas  question 
d’integrer  la  relation  precedente  car  les  etats  intermediai- 
res  ne  sont  pas  des  etats  d’equilibre. 

Le  deplacement  s’effectuant  toujours  dans  le  meme  sens: 

wop  = ®e 

Le  bilan  d’energie  donne: 

A U={Cx  + C2  )(Tb -TA)  = Q + Wop  = ®e 

d’ou  Tb  = Ta+  <t*  (■  . 

Ci  + c2 

Connaissant  l’expression  de  l’entropie  d’une  phase 
condensee,  la  variation  d’entropie  est: 

AS  = (Ci  + C2)  In  . 

f A 


Compression 

et  detente  monothermes 


1 • Pendant  toute  la  transformation  le  systeme  recoit  du 
travail  des  forces  de  pesanteur  et  des  forces  dues  a la  pres- 
sion  atmospherique.  Ces  forces  sont  equivalentes  a 
(M  + ffi)s 

une  pression  effective  — + Pq  egale  a P2  . 


On  en  deduit : W = P2(V  | - V2)  ( W est  bien  positif  lors 
de  la  compression). 

En  utilisant  l’equation  d’etat : P2V2  = n R Tq  = P\V\ , 

(P2 

on  obtient : W = n R Tn  — - 1 

\P  i 

L’energie  interne  d’un  gaz  parfait  ou  d’une  phase  conden- 
see ne  dependant  que  de  la  temperature,  l’energie  interne 
du  systeme  a une  variation  nulle  entre  l’etat  initial  et  l’etat 
final. 


AC  = W + Q = 0 , soit:  Q = - n R T0  - 1 

L’entropie  d’une  phase  condensee  ne  depend  que  de  la 
temperature,  done  AS  est  nulle  pour  le  cylindre  et  le  pis- 
ton. 

II  reste  la  variation  d’entropie  du  gaz : 
p2 

AS  = - n R In  — (voir  les  expressions  de  l’entropie 
d’un  gaz  parfait). 

L’entropie  echangee  avec  1’ atmosphere  consideree  comme 
un  thermostat  de  temperature  Tq  est : 


^change  : 


, soit  S i 

T0 


echange 


-nR[ — -1 


On  en  deduit,  par  difference : 

/ P 2 p2 

8 creee  = n R \ — 1 — In 

\ P 1 P 1 


Comme  ln(x)  < x - 1 pour  tout  x (voir  document  ci-des- 
sous)  , on  verifie  que  5creee  > 0 . 
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Second  principe.  Bilans  d'entropie 


2  • L’etat  final  de  la  detente  est  identique  a l’etat  inital  de 
la  compression:  P = P\  et  T = Tq  . 

Le  raisonnement  est  identique,  avec  cette  fois 
^effective  = Pi  et  un  travail  negatif. 

W = -nRT<(l-  j-'j;  Q = hRtJ[\-j- 
P\  ( Pi 

AS  — It  R In  , .Scchange  — ^ R[  1 — 


p 2 

( P\  P\ 

et  *^creee  = n ~ — 1 — In  ^ ), 


Pi 


qui  est  encore  positive. 

Les  transformations  ne  sont  pas  reversibles.  Bien  que 
l’etat  final  de  la  detente  soit  l’etat  initial  de  la  compres- 
sion, les  deux  transformations  ne  sont  pas  inverses  car  les 
echanges  de  chaleur  et  de  travail  ne  sont  pas  opposes. 

On  remarque  que  le  travail  total  est  positif  et  le  transfert 
thermique  total  negatif. 


Compression 
et  detente  adiabatiques 


3  • On  effectue  un  bilan  d’energie  entre  l’etat  initial  et 
l’etat  final  pour  le  systeme  { gaz  + laine  d’acier  + piston  + 
surcharge ) . En  effet : 

• Les  etats  intermediaires  ne  sont  pas  des  etats  d’equilibre, 
ce  qui  exclut  un  bilan  infinitesimal  de  la  forme  « d U = d Q 
+ SW » . 


• Le  gaz  seul  subit  des  echanges  thermiques  (inconnus 
a priori)  avec  la  laine  d’acier. 

La  variation  d’energie  interne  est:  A U = W + Q avec, 
pour  ce  systeme  : 

* AU  = A t/gaz  + AL|amc  u’aciej- 

= 7 (Jl-T\)  + mo  co  (T2  - T\  ) . 

y- 1 


(le  piston  ne  recevant  aucun  echange  thermique,  son  ener- 
gie  interne  est  constante) 

•Q  = 0 (Par  hypothese)  y _ Vi 

• W = VL(poids)  + M atmosphere)  = (M  + m)e  

+ Wi  - V2) = p2(y t - vi)  s 

On  peut  aussi  ecrire  que  les  forces  exterieures  se  ramenent 
a la  pression  effective  P2  , d’ou  le  resultat. 

On  en  deduit,  en  remarquant  que 
P 1 V!  V2 

n R = = P 2 — : 

T 1 T2 


1 • On  ecrit  l’equilibre  mecanique  du  piston  dans  l’etat 
initial  et  du  systeme  j piston  + surcharge ) dans  l’etat  final. 
Etat  initial : - PqS  - mg  + PiS  = 0 


d’ou:  Pi  = Pq  + ; P\  = 1,001  bar  . 

S 

Etat  final : - Pq  S - (m  + M)g  + P2S  = 0 


d’ou : P2  = Pq  + 


( m + M)g 
S 


Pi 


1,1  bar  . 


2 • On  considere  classiquement  qu’une  evolution  est 
adiabatique  si  sa  duree  est  suffisamment  faible  pour  pou- 
voir  negliger  les  echanges  thermiques.  Si  le  materiau  cons- 
tituant  le  cylindre  est  suffisamment  isolant,  il  n’est  pas 
deraisonnable  de  negliger  le  transfert  thermique  du  gaz 
vers  le  cylindre  pendant  la  transformation. 

• En  revanche,  la  laine  d’acier,  materiau  tres  divise,  offre 
une  grande  surface  de  contact  avec  le  gaz  et,  de  plus,  est 
constitute  d’un  materiau  bon  conducteur  de  la  chaleur.  On 
peut  alors,  pour  simplifier,  supposer  que  cet  objet  est,  a la 
fin  de  la  transformation,  a l’equilibre  thermique  avec  le  gaz. 

• On  peut  toutefois  remarquer  que  la  mise  a l’equilibre 
entre  le  gaz  qui  est  reste  au  dessus  de  la  laine  d’acier  et 
celui  du  dessous  risque  d’etre  assez  lente. 

• Le  passage  du  gaz  a travers  la  laine  d’acier  se  traduit  par 
un  amortissement  important : le  piston  n’oscille  pratique- 
ment  pas.  La  force  de  frottement  cylindre/piston  etant  tres 
petite  devant  la  force  exercee  par  1’exterieur  sur  le  piston 
(de  l’ordre  de  103  N),  il  est  tout  a fait  legitime  de  negliger 
son  travail. 


/ PiV  1 
l (7-  1) 


+ «0  co  ri|(  y -1|=^2  V1-P1V1 


Ti 

T\ 


soit: 


avec  p = 8,99  bar  . 


T2  p + p 2 

— = ; A.N. : T2  = 298  K . 

Ti  p + Pi 

P l T2  P\V\  p + P 2 

On  en  deduit  V2  = Vi  = ; 

P2Ti  P2  p + P 1 

A.N.:  y2  = 9,2L. 


4  • a.  L’ evolution  du  systeme  {gaz  + laine  d’acier)  etant 
adiabatique  et  irreversible,  son  entropie  doit  augmenter. 
Or,  on  revient  a la  pression  initiale  et,  a pression  constan- 
te, 1’ entropie  est  une  fonction  croissante  de  la  temperatu- 
re. On  en  deduit: 

T2  > Ti  =>  V3  > V\  . 


b.  Le  raisonnement  est  identique  a celui  de  la  question  3, 
a ceci  pres  que  la  pression  effective  est  maintenant  P\ : 

AU  = ( + m0  coj(T3  - T2)  = W = Pi  (V2  - V3)  ■ 

Avec  les  memes  notations  et  en  se  souvenant  que 


Pl=P3: 

I T3  T1 

p\Yi~Yi 


1 


II 

T\ 


/ P 1 T2  T3  \ 
V Pi  T\  ~ T\) 
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Pi  V\  V r3  , 

— +-0C0^--1 


PiV2-P1V3=P1V2-PlVl 


Tl 

Ti 


T3 


Pi 


T 1 ^t  p+Pi 


/p  + lr]{p  + p2) 

v p2  / 


(p  + ’Pt)2 


A.N.:  r3  = 295,2  K. 

Etudions  les  variations  de  la  fonction : 

f(P2)  = [p+  ^)( P + Pl ;)■ 

/ est  extremale  lorsque  s’annule  sa  derivee,  soit  pour 

P2  ~ P\- 

Comme  /— > °°  pour  Pi  — > °°  et  pour  P2—>°°,  cet  extre- 
mum est  un  minimum. 

On  en  deduit  que  7 3 est  minimale  et  egale  a Pi  si  P2  = 
Pi  (c’est-a-dire  si  rien  ne  se  passe !) 

Dans  tous  les  autres  cas,  T3>  T\ , ce  qui  est  conforme  au 
resultat  de  la  question  4 a. 

On  remarque  que,  avec  les  valeurs  proposees,  l’ecart  de 
temperature  est  faible.  La  variation  relative  de  pression 
est,  ici,  suffisamment  faible  pour  que  P evolution  soit  pro- 
che  de  la  reversibilite.  Pour  P2  = 2 bars  , on  aurait  trouve 
T3  = 308  K . 


c.  Considerons  le  systeme  {gaz  + laine  d’acier}.  Ce  syste- 
me  n’ayant  refu  aucun  transfert  thermique  de  l’exterieur 
(bien  entendu,  les  transferts  internes  ne  sont  pas  pris  en 
compte  !),  on  peut  ecrire : 

AS  — .S'creec  • 

Comme  l’entropie  est  une  fonction  extensive : 

AS  = ASgaz  + A.S’|ame  d’acier  • 

La  pression  initiate  et  la  pression  finale  etant  egales,  et  en 
utilisant  les  expressions  de  l’entropie  pour  un  gaz  parfait 
et  pour  une  phase  condensee  (voir  les  rappels  en  debut  de 
chapitre)  : 

11 R y T3  T3 

Screee  = T ^ — + m0  C0  In  — 

y- 1 P\  P\ 


P1V1 

Pi 


r v r3 
FT  +mocT  T,  ■ 


A.N. : 3,,,,,  = 0,028  J.  K" 1 . 

Remarquons  que  si  P2  = 2 bar,  on  obtient  Sct^e  = 
1,49  J.  K-1 : L’entropie  cree  est  bien  plus  importante,  car 
la  transformation  est  plus  eloignee  du  cas  limite  de  la 
reversibilite. 


© S(U,  V),  fonction  caracteristique 


1 • En  differentiant  S ( U , V) : 
d S = CV  ^+R  dV 


’'V,  m tj  , Cl 

u y 


V-b 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 


CORRIGES 


= c, 


V,  m 


ALL 
U + — 

u T v 


+ dP 


aCV , m | 
UV2+aVI  ’ 


D’ autre  part,  d S = - +P 

1 T T 

En  identifiant  ces  deux  expressions,  on  obtient : 

1 1 PR  aCV.  m 

~=CV  et  — = . 

T V’mu+“  T V~b  irfvaV 
V 

La  premiere  expression  donne : 

U(T,V)  = Cv?mT-  ^ (1) 

(a  une  constante  pres). 

L’elimination  de  U et  Cy  m des  deux  equations  permet 

,,,  , PR  a 

d obtemr  1 equation  d etat  du  gaz : — = , 

T V-b  TV 2 

done  P equation  de  Van  der  Waals  pour  une  mole  de  gaz : 

(P  + p_yV-b)  = RP-  (2) 


2 • a.  La  detente  de  Joule  - Gay-Lussac  se  fait  a energie 
interne  constante  ce  qui  permet  de  calculer  la  variation  de 
temperature  du  gaz. 

En  utilisant  Pextensivite  de  U et  V: 


soit : avec  AU  = 0 . 


U(V,  T) 


1 1 


CV,  m T T, 


nCV,  m^P  = n'a\ou~17i  ’d’ou  AT  = 


2P  V 


2 VC 


V,  m 


A.N.:  AP  = - 2,6  K . 

On  peut,  de  la  merne  maniere,  ecrire  l’entropie : 


S(U,V)  S0  „ 
n ~ n + (-'V 


I U an  \ 

f v b\ 

m ln 

n ~t"  y 

+ R ln 

n u 

Uo  , a n 

\n  vj 

vn 

i -W-b) 

En  utilisant  (3) : 

AS  = 2CVimlnpt££ 


+ 2 R In 


V-b 


\2  ~ht 


A.N. : AS  = 11,16  J.  mol"1.  K 


-l  v-i 


(3), 


b.  Pour  le  gaz  parfait : 

A7g.p.  = 0 et  ASg.p.  = 2R  In  2 = 11,53  J.  K“*  > AS  . 
Les  deux  variations  d’entropie  sont  positives  conformement 
au  deuxieme  principe,  les  systemes  etant  thermiquement  isoles 
durant  leurs  evolutions  respectives. 

Remarques : La  fonction  S(U,V)  introduce  ici  est  caracte- 
ristique dufluide  etudie;  elle  contient  en  ejfet  toute  l’ infor- 
mation disponible  sur  le  systeme  puisqu’elle  permet  de  trouver 
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CORRIGES 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 


I' expression  de  I’energie  interne  et  I’ equation  d’etat  du  gaz 
etudie.  Ce  resultat  est  generalisable  a un  fluide  queiconque  pour 
iequel  S(U,  V)  est  une  fonction  caracteristique.  Le  iecteur 
verifiera,  par  exemple,  en  utilisant  la  meme  methode  que : 

S(U.V)  = S0  + Cym  In  j^j  +R  In  j^j 
est  une  fonction  caracteristique  du  gaz  parfait  ( pour  une  mole). 


Le  gaz  de  photons 


1 • L’identite  thermodynamique  peut  se  mettre  sous  la 
forme : 

dS  = — dU  + — dV  . 

T T 


Ce  qui  est  equivalent  a : 

V SU  )v  T \ SV  Ju  T 


On  en  deduit : — 
T 


4- 

3 


y 

(O-Q  V)  4 


_1_ 

4 


d’oit:  U=OqVT4 

P 4 , - 

— = - (o-o  t/3)  4 * 


3_ 

4 


, 1 / °b  U3 

d ou : P = — T\  ; — 

3 \ V3 


p 1 U 

ou  encore  P = — — = 
3 V 


QqT 4 
3 


2 • A la  temperature  de  300  K:  P = 2,0 . 10-6  Pa  . La 
pression  due  au  rayonnement  est  alors  en  general  negli- 
geable.  Elle  va  devenir  non  negligeable  a des  temperatures 
telles  que  les  molecules  sont  totalement  dissociees  ; 
1 mole  de  H2  donne  2 moles  de  protons  et  2 moles  d’elec- 
trons,  soit  4 moles  de  gaz  monoatomiques,  suppose  par- 
faits. 


„ 4 n R T n <7o  T4 

p particules  = “ — = ^rad  = . ce  qui  est  atteint 


pour  7 = 


12  n R \j- 
C70y  ) ' 


A.N. : T = 5,1. 106  K . Pour  comparer,  la  temperature  au 
centre  du  soleil  est  de  l’ordre  de  107  K . 

3 • Par  definition : Cv  = ( — — ) avec  ici  U = (7qV  T4  . 

\ ot  )v 

On  en  deduit : Cy  = 4 (Tq  V 7' 3 . 


CE)  Transfer!  de  matiere, 
irreversibilite 


1 • Les  parois  du  recipient  etant  athermanes  (pas  de  trans- 
fert  thermique,  done  Q = 0 ) et  indeformables  (pas  de 
transfert  mecanique,  done  W = 0)  , le  melange  se  fait  de 
maniere  isoenergetique,  soit : 

AU  = 0 . 

Or,  U = Uga/  1 + Uga/  2 et . 

0 = n\P  1 , (Tfinal  -T)  + n2R  1 (7" final  - 7’)  , 

1\  ~ 1 n ~ 1 

la  temperature  finale  est  egale  a la  temperature  initiale. 

Le  volume  final  est  V\  + V2  pour  chaque  gaz;  dans  l’etat 
final,  les  pressions  partielles  sont  donnees  par  l’equation 
d’etat: 

Pi  = "1 RT  4^1%  et  P2  = «2 RT  V|  | y-  ■ 

La  pression  finale  est : 

Pf=  P\  + P2  = (niRT  + n2RT) . 

Or,  nlRT  = PVl  et  n2RT  = PV2  . 

D’ou:  Pf=P. 

2 • L’entropie  d’echange  du  systeme  constitue  des  deux 
gaz  est  nulle  puisque  l’ensemble  est  thermiquement  isole; 
ainsi : 

■rl"crece  = AS  = ASgaz  1 + A5gaz  2 . 

On  calcule,  par  exemple,  A.Sga/  1 : 


A5gaz  1 — n\R 


n-i 


In 


filial  \ 

T 

initial/ 


+ In 


^final  1 
initial/. 


= n\R  In 


V 1 + V2 
Vi 


soit  en  utilisant  les  equations  d’etat: 
V\  + V2  + n2 


Vi 


«t 


cela  donne : 

A 5gaz  1 = n\R  In 


En  procedant  de  meme  pour  A.Sgaz  2 , on  obtient  finale- 
ment: 


)fr 


. = n\R  In 


/J,  + Hr, 


n 


+ n2R  In 


n j +n2 


tu 


On  remarque  que  cette  quantite  est  positive  conformement 
au  deuxieme  principe. 

3 • Avec  la  variable  x,  l’expression  precedente  devient: 

'f  creee  = Xl\R  [in  (1  + .v)  +xin(1+A)]  . 
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CORRIGES 


y ,, 

On  trace  la  fonction  -CICL’C  pour  des  valeurs  de  x 

«j/< 

proches  de  zero : 


La  tangente  a l’origine  de  la  courbe  est  verticale  ce  qui 
signifie  que  iFCI^e  est,  en  zero,  un  infiniment  petit  d’or- 
dre  inferieur  a 1 : le  melange  de  deux  gaz  de  natures  diffe- 
rentes  est  done  foncierement  irreversible,  meme  si  l’un  des 
deux  est  en  tres  petite  quantite  par  rapport  a l’autre. 

II  est  done  impossible  de  modeliser  cette  transformation 
par  une  evolution  reversible. 

Pour  bien  realiser  la  signification  physique  de  ce  resultat, 
on  peut  imaginer  le  melange  de  deux  gaz  dont  Pun  est 
colore  (methane  et  chlore  par  exemple). 

Remarques : Lorsque  x tend  vers  zero,  un  equivalent  de 
V expression  dormant  ifCI&e  est: 

'f  creee  — — tl\Rx  In  (.v) , 

cette  quantite  tend  vers  zero  par  valeurs  positives,  mais 
moins  vite  que  x puisque  - In  (x)  tend  vers  /’  infini. 


Second  principe.  Bilans  d'entropie 

Systeme  a deux  niveaux 

1 • L’energie  interne  est  une  grandeur  extensive  et 
l’ensemble  des  particules  d’energie  £,•  a une  energie 
totale  njEj,  done: 

U = n\E\  + 112E2  ■ 

Soit  dU  = £ 1 d/7 1 + £2  dw2  ou  d U represente  la  varia- 
tion d’energie  interne  qu’accompagne  la  transition  de 
d/?  1 particules  du  niveau  E\  au  niveau  £7  • 

Bien  sur,  puisque  N est  constant : 

d»i  = - d«2  et  dU  = - (£7  _ £i)d«i  = - A£d«j  . 

2 • L’entropie  statistique  est  donnee  par  : 

5 = A'b  In  Q , 

ou  Q est  le  nombre  de  complexions  du  systeme.  Or, 
pour  realiser  le  macroetat : 

{(«!,£!);  (JV-m,  £2)}, 

il  y a ^ possibilites,  soit  £2  = 

\n  1) 


Remarque : Ceci  suppose  que  les  particules  etudiees 
soient  discernables. 


Soit : S = A:b  In 


= kB  In 


AH 

(N-n^d.n^. 


d’oit  en  utilisant  la  relation  de  Stirling: 

S = kB  [N  In  N - «i  In  n\  — (N  - n\)  In  (N  - /? x)]  , 
et  en  differential : 

dS  = A’b[-  d«i  - d/7 1 (In  «i)  + d«i  In  (N  - n\)  + d/7 1 ] 
N-n , 

dS  = kB  dnx  In 

”1 


N-n , 

Or,  ^ = exp 


A E 

kBT. 


et 


d/7 1 . 


3 • L’identification  des  deux  relations  conduit  bien  a 
dU  = TdS  (le  volume  du  systeme  etant  constant). 
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i 


Corps  pur  diphase 


• Savoir  interpreter  les  diagrammes  ( P , 7)  et  (P,  V) 
pour  un  corps  pur. 

• Comprendre  la  notion  de  pression  de  vapeur  saturante. 

• Effectuer  des  bilans  d’energie  et  d’entropie  sur  des  sys- 
temes  diphases. 

• Notion  de  fonction  d’etat. 

• Fonctions  d’etat  energie,  enthalpie,  entropie. 

• Expression  du  travail  pour  un  fluide. 

Proprietes  des  gaz  parfaits  et  des  phases  condensees. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Methodes  classiques  de  calcul. 
• Developpements  limites. 


ESSENTIEL 


i Phases  d'un  corps  pur 

• Toute  phase  homogene  d’un  corps  pur  est  decrite  par  la  donnee  des  deux  parametres  intensifs 
independants  P et  T , dont  dependent  les  grandeurs  massiques  (ou  molaires)  correspondantes. 

• Certaines  grandeurs  massiques,  ou  molaires,  d’un  meme  corps  pur  a une  temperature  7 et 
sous  une  pression  P , presentent  une  discontinuite  lors  d’un  changement  de  phase:  c’est  le  cas 
du  volume,  de  l’enthalpie  et  de  l’entropie  massiques. 

« Corps  pur  sous  deux  phases 

• A pression  fixee,  il  n’existe  qu’une  temperature  pour  laquelle  l’equilibre  d’un  corps  pur  sous  deux 
phases  est  realise.  Cette  temperature  est  independante  des  quantites  de  corps  purs  dans  chacune  des 
phases. 

• La  pression  d’equilibre  liquide-vapeur  d’un  corps  pur  a la  temperature  7,  notee  P s(7) , est 
appelee  pression  de  vapeur  saturante.  Cette  pression  est  la  pression  maximale  que  peut  atteindre 
la  vapeur  pour  une  temperature  donnee ; elle  est  independante  des  proportions  respectives  des 
deux  phases. 

• Tout  corps  pur  est  caracterise  par  l’existence  d’un  point  critique  au-dela  duquel  la  distinction 
entre  phase  liquide  et  phase  gazeuse  n’est  plus  possible.  Le  couple  [7C  , 7S(7C)]  est  unique  et 
caracteristique  du  corps  pur  etudie.  Tout  etat  situe  au-dela  de  ce  point  critique  est  appele  e tat  flui- 
de, ou  fluide  hypercritique,  du  corps  pur  considere. 
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• Pour  la  plupart  des  corps  purs,  il  existe  un  couple  unique  (Pjn  , T m ) pour  lequel  les  trois 
phases  - solide,  liquide,  gaz  - sont  simultanement  en  equilibre.  Le  point  correspondant  est  appe- 
le  point  triple  du  corps  pur  considere. 

n Pour  s’entrainer:  tous  les  exercices  de  ce  chapitre 

i Enthalpie  de  changement  d'etat 

On  appelle  enthalpie  massique  de  changement  d’etat  a la  temperature  T (notee  (pi)  la 

variation  d’enthalpie  de  l’unite  de  masse  de  corps  pur  lors  de  la  transition  de  phase  (p\  —>  (p2 
sous  pression  d’equilibre  PS(T): 

V <Pl(T)  = h(pi(T)  - h<P](T), 

ou  h fp  est  l’enthalpie  massique  du  corps  pur  sous  la  phase  (pj  a la  temperature  T et  a la 
pression  d’equilibre  ^ (p  (T)  s ’ exprime  en  J.kg-1. 

Pour  jpentrainer : ex.  1,  5/7  et  8 

i Entropie  de  changement  d'etat 

L’entropie  massique  de  changement  d’etat  d’un  corps  pur  a la  temperature  T est  la  variation  de 
l’entropie  massique  du  corps  pur  lors  de  ce  changement  d’etat  {(p^  — » (po)  sous  pression 
d’equilibre  P S(T) : ^ hn-hn  €v 

^<Pb  <P2  = s<l>2~  s<Pi=  j = ~j~ 

Cette  variation  n’est  fonction  que  de  la  temperature ; elle  s’exprime  en  J . kg- 1 . K“ 1 . 

H Pour  jpentrainer : ex.  1,  5/7  et  8 


« Systeme  diphase  liquide-vapeur 

• Titres  massiques 

m(v) 

On  appelle  titre  massique  en  vapeur  la  quantite : 

n\C) 

et  titre  massique  en  liquide  la  quantite  X(t)  = m , X(v)  + xpp)  = 1 . 

Pour  jpentrainer : ex^5  et  lj 

< Diagrammes  de  changement  d'etat 

• Diagramme  P,  T 


Cas  le  plus  frequent 


Cas  de  l’eau 


ESSENTIEL 


Corps  pur  diphase 


• Diagramme  (P,  v)  pour  un  systeme  liquidelvapeur 

Theoreme  des  moments  : 


v-V(t)  _ EL 

X(V)  — — 

; V(v)  - V(f)  VL 


■ Isotherme  critique 


i Vaporisation  dans  I'atmosphere 

• La  pression  partielle  d’un  constituant  d’un  melange  de  gaz  est  egale  a la  pression  qu’il  aurait  s’il 
occupait  seul  tout  le  volume  occupe  par  le  melange,  a la  meme  temperature. 

La  pression  totale  d’un  melange  de  gaz  parfaits  est  egale  a la  somme  des  pressions  partielles  de  ses 
constituants. 

• Un  liquide  est  en  equilibre  avec  sa  vapeur  si  la  pression  partielle  de  la  vapeur  est  egale  a la  pression 
de  vapeur  saturante  qui  est  une  fonction  croissante  de  la  temperature. 

• Lorsque  la  temperature  est  telle  que  la  pression  de  vapeur  saturante  est  egale  a la  pression  atmosphe- 
rique,  le  liquide  est  en  ebullition.  La  temperature  reste  alors  pratiquement  constante  jusqu’a  dispari- 
tion  du  liquide.  Si  la  temperature  est  inferieure  a la  temperature  d’ebullition,  le  liquide  peut  s’evaporer 
lentement  si  la  pression  partielle  de  la  vapeur  est  inferieure  a la  pression  de  vapeur  saturante. 

Pour  s’ entr diner : ex^l  et  6 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Ne  pas  extrapoler  abusivement  les  lois  concemant  le  gaz  parfait  a un  systeme  diphase 
liquide/vapeur ! Notamment,  une  transformation  isotherme  est  egalement  isobare  si  les  deux  pha- 
ses coexistent  a L equilibre. 

• La  «chaleur  latente  massique  de  vaporisation » €v  est  la  variation  d’enthalpie  lors  d’une  vapori- 
sation dans  les  conditions  d’equilibre  a une  temperature  donnee,  et  done  a pression  de  vapeur 
constante.  Si  la  vaporisation  s’effectue  dans  d’autres  conditions  (a  volume  constant  par  exemple), 
l’echange  thermique  massique  n’est  pas  egal  a €v  . 

• Ne  pas  confondre  enthalpie  et  enthalpie  massique : la  premiere  est  une  grandeur  extensive  relati- 
ve a un  systeme  ferme  en  equilibre  et  la  seconde  est  une  grandeur  intensive ; ces  deux  grandeurs 
ne  sont  pas  homogenes  entre  elles,  la  premiere  s’exprime  en  J et  la  seconde  en  J.  kg-1  . II  en 
va  de  meme  pour  volume  et  volume  massique,  entropie  et  entropie  massique,  etc. 
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Exercices 


0 Changement  d'etat  de  I'eau 

Un  recipient  thermostate,  de  volume  initial  V;  = 1 L , est 
maintenu  a la  temperature  Oq  = 100  °C  . II  contient  de  l’air 
sous  la  pression  partielle  pa  = 2. 105  Pa  et  1 gramme  d’eau 
partiellement  a l’etat  liquide  et  partiellement  a l’etat  de 
vapeur  saturante  sous  la  pression  pe  . 

On  negligera  le  volume  du  liquide  et  Ton  assimilera  Pair 
et  la  vapeur  d’eau  a des  gaz  parfaits.  La  pression  de  vapeur 
saturante  de  l’eau  a 100  °C  est  de  1,01, 105  Pa  . On  donne 
la  constante  des  gaz  parfaits : R - 8,32  J.  KC  1 . moD 1 . 

1 • Calculer  la  masse  mp  d’eau  liquide. 

2 • Calculer  la  pression  initiate  totale  p\  qui  regne  dans  le 
recipient. 

3 • On  effectue  une  detente  isotherme  reversible  jusqu’a 
ce  que  la  totalite  de  l’eau  soit  passee  sous  forme  de  vapeur 
saturante. 

Calculer  le  volume  final  Vf  quand  le  liquide  a juste 
disparu. 

4 • Calculer  la  pression  totale  finale  pf  qui  regne  alors 
dans  le  recipient. 

5 • Calculer  la  variation  AI/eau  de  l’energie  interne  de 
l’eau  au  cours  de  cette  operation.  On  notera  €q  l’enthal- 
pie  massique  de  vaporisation  de  l’eau  a la  temperature  6>o 
et  M la  masse  molaire  de  l’eau.  = 2,3. 106  J.kg-1  et 
M = 28  g . 

On  appellera  Tq  la  temperature  thermodynamique  cor- 
respondant  a 6q  . 

6 • Calculer  le  travail  et  le  transfert  thermique  fournis  au 
sy steme  au  cours  de  1’ operation,  ainsi  que  la  variation 
d’entropie. 

<A 

'3  1)  Comment  calculer  cette  masse,  directement  ou  en 
g cherchant  celle  de  la  vapeur  ? 

5)  La  variation  d’enthalpie  se  calcule  plus  simplement 
que  la  variation  d’energie  interne. 


CJ  Oiagramme 

pression-temperature  de  I'eau 

On  veut  tracer  experimentalement  la  courbe  donnant  la 
pression  de  vapeur  saturante  de  I’eau  en  fonction  de  la 
temperature  a l’aide  du  dispositif  ci-apres. 


1 • Indiquer  precisement  comment  effectuer  les  mesures. 

2 • Preciser  l’expression  de  la  pression  de  vapeur  satu- 
rante en  fonction  de  Pq  et  h . 

3 • Dans  quelle  gamme  de  temperature,  ce  dispositif  est-il 
utilisable  ? 


1)  Comment  etre  sur  que  l’equilibre  liquide-vapeur  est 
etabli  a chaque  mesure?  Par  quelles  mesures  com- 
mencer : les  hautes  ou  les  basses  temperatures  ? 

2)  Appliquer  la  relation  de  la  statique  des  fluides  (quel- 
le hypothese  fait-on  implicitement  ?). 

3)  Peut-on  descendre  au-dessous  de  la  temperature 
ambiante  ? alter  au-dessus  de  la  temperature  d’ebulli- 
tion  de  I’eau  ? 


0 Courbe  de  refroidissement 

La  formule  de  Rankine  donne  la  pression  de  vapeur  satu- 
rante de  I’eau  en  fonction  de  la  temperature : 

In  |^|  = 13  - avec  T en  K et  P0  = 1 bar  . 

1 • Tracer  Ps  en  fonction  de  0 , temperature  en  °C,  sur 
l’intervalle  de  temperature  [0  °C;  150  °C]  . 

2 • Une  certaine  quantite  d’eau  pure  en  phase  vapeur  sous 
la  pression  atmospherique  a 150  °C  est  refroidie  de  manie- 
re  isobare  jusqu’a  la  temperature  ambiante. 

a.  Tracer  la  courbe  representant  la  transformation  sur  le  dia- 
gramme  du  1). 

b,  Donner  l’allure  de  1’evolution  de  la  temperature  en  fonc- 
tion du  temps. 
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EXERCICES 


Corps  pur  diphase 


c.  Tracer  la  courbe  representant  la  transformation  dans  le 
diagramme  ( P , v) . On  donne  Vf  = 1 dm3 . kg“ 1 pour  l’eau 
liquide  et  on  fera  l’hypothese  la  plus  simple  possible  pour 
l’eau  vapeur. 

On  fera  figurer  les  courbes  de  rosee  et  d’ ebullition  ainsi 
que  quelques  isothermes. 

Donnees : 

ce  = 4,18  kJ.  kg-1 . K-1 ; C/>,  v = 2 kJ.  kg-1 . K_1 . 


1)  Utiliser  une  machine  graphique  en  prenant  garde 
aux  unites. 

2)  a)  La  transformation  est  isobare. 

b)  Combien  y aura-t-il  de  parties  differentes  sur  la 
courbe  ? Que  peut-on  dire  des  pentes  respectives  des 
courbes  ? 

c)  Quelle  hypothese  simple  peut-on  faire  sur  l’eau 
liquide?  sur  l’eau  vapeur?  En  deduire  Failure  des 
courbes. 


C)  Fusion  de  I'eau 


Le  tableau  ci-contre  donne 
quelques  valeurs  de  pres- 
sions  et  temperatures  pour 
Fequilibre  de  fusion  de 
l’eau. 

Donner  Failure  de  la  courbe 
de  fusion  au  voisinage  de 
ces  valeurs. 

Pourquoi  n’y  a-t-il  pas,  dans  le  tableau,  de  valeurs  positi- 
ves de  61 

Quelle  allure  de  courbe  observe-t-on  pour  la  tres  grande 
majorite  des  autres  corps  purs  ? 


e (°c) 

P (bar) 

-3 

410,0 

-2 

273,1 

- 1 

136,6 

0 

1 

Tracer  la  courbe  et  en  deduire  son  equation. 

Quel  est  le  signe  de  la  pente  ? Comparer  aux  autres 
corps  purs. 


e Utilisation  de  tables 
thermodynamiques 

Des  mesures  calorimetriques  tres  precises  ont  permis 
d’etablir  des  tables  thermodynamiques  pour  l’eau. 

Les  grandeurs  sont  donnees  pour  la  vapeur  (indice  g)  et 
pour  le  liquide  (indice  €)  dans  les  conditions  de  Fequilibre 
liquide/vapeur : 

hf  et  /7?:  enthalpies  massiques. 

S(  et  sg : entropies  massiques. 
et  vg:  volumes  massiques. 


Par  convention,  on  a pris  hf  = 0 J.  kg  1 
et  Sf  = 0 J.  K_1 . kg-1  a 0 °C. 


t 

(°C) 

^sat 

(bar) 

v€ 

(m3  kg-1) 

V8 

(m3  kg-1) 

h 

(kLkg-1) 

hs 

(Kj.kg-1) 

s<(kJ. 

kg-'-K-1) 

jg(kJ. 

kg-fK-1) 

25 

0,0317 

0,00100 

43,41 

104,74 

2 546,4 

0,3669 

100 

1,0132 

0,00104 

16,73 

418,38 

2 674,4 

1,3063 

110 

1,4326 

0,00105 

1,210 

461,13 

2 689,6 

1,4179 

150 

4,760 

0,00109 

0,3924 

631,9 

2 744,5 

1,8409 

1 • Completer  le  tableau  avec  les  valeurs  de  S(  . 

2 • Le  modele  de  la  phase  condensee  ideale  pour  l’eau 
liquide  et  celui  du  gaz  parfait  pour  l’eau  vapeur  sont-ils 
pertinents  entre  25  °C  et  110  °C  ? 

3 • Dans  un  recipient  de  volume  constant  V = 10  L initia- 
lement  vide,  on  introduit  100  g d’eau,  puis  le  systeme  se 
met  a Fequilibre  thermodynamique  a la  temperature 
ambiante  de  25  °C  (T | j . On  le  chauffe  jusqu’a  la  tempe- 
rature de  110  °C  (T2)  . Determiner  le  transfert  thermique 
regu  par  l’eau  pendant  le  chauffage.  On  fera  une  hypothe- 
se sur  le  volume  occupe  par  l’eati  liquide  et  on  evaluera 
l’ordre  de  grandeur  de  Ferreur  commise  avec  cette 
approximation. 

4 • Une  chaudiere  sous  pression  contenant  de  l’eau  liqui- 
de et  de  la  vapeur  d’eau  en  equilibre  est  maintenue  a 
150  °C.  De  l’eau  liquide,  prelevee  dans  la  chaudiere, 
s’echappe  en  passant  par  un  detendeur;  et  le  fluide  ressort 
a la  pression  atmospherique,  egale  a 1,013  bar,  avec  une 
energie  cinetique  negligeable. 

Determiner  la  composition  du  fluide  a la  sortie  du  deten- 
deur, si  on  suppose  la  detente  adiabatique. 

5 • Dans  un  cylindre  muni  d’un  piston  mobile,  initiale- 
ment  vide,  on  introduit  1 g de  vapeur  d’eau  sous  une  pres- 
sion Pi  = 1,013  bar  et  a la  temperature  T (Oj  = 100  °C). 
Determiner  le  volume  V\  du  cylindre. 

On  detend  lentement  le  fluide  jusqu’a  une  pression 
P'1  = 0,032  bar  . Determiner  le  titre  en  vapeur  et  le  volume 
dans  l’etat  final  si  on  neglige  les  transferts  thermiques  entre 
le  fluide  et  le  cylindre. 
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EXERCICES 


Attention ! les  temperatures  sont  donnees  en  °C,  les 
pressions  en  bar  et  h en  kJ.kg-1  . 

Pour  chaque  transformation,  on  decrira  soigneuse- 
ment  l’etat  initial  et  l’etat  final. 

Question  3:  Le  volume  occupe  par  le  gaz  est-il 
rigoureusement  constant  ? approximativement 
constant  ? 

Quelle  est  la  fonction  d’etat  qui  permet  de  determi- 
ner le  transfert  thermique  lors  d’une  evolution  iso- 
chore ? 

Pour  evaluer  la  variation  d’une  fonction  d’etat,  on 
peut  considerer  une  suite  de  transformations  sim- 
ples ayant  meme  etat  initial  et  meme  etat  final. 

La  detente  de  la  question  4 est  adiabatique.  Est-elle 
isentropique  ? 

Revoir  la  detente  de  Joule-Thomson  (cours  sur  le 
premier  principe). 

Comment  exprime-t-on  l’enthalpie  massique  d’un 
melange  liquide/vapeur  de  titre  x 1 


© Changement  d'etat  en  presence 
d'un  gaz 

Un  tube  cylindrique  de  faible  section  en  verre,  ferine  a 
Pune  de  ses  extremites  est  ouvert  a l’autre  bout.  Le  tube 
est  vertical,  l’extremite  ouverte  vers  le  haut.  II  porte  une 
graduation  millimetrique.  Le  zero  de  cette  graduation  cor- 
respond a l’extremite  fermee. 

Un  index  de  mercure  isole  une  certaine  quantite  de  fluide. 
L’index  de  mercure  a une  hauteur  egale  100  mm.  On  repe- 
re  la  base  de  l’index  de  mercure  par  la  graduation  n . 

La  pression  atmospherique  est  Pq  = png  g Hq  , avec 
Hq  = 760  mm  . 

On  isole  dans  le  tube  une  certaine  masse  d’air  et  d’eau.  Ce 
tube,  toujours  vertical,  est  enferme  dans  une  etuve  dont  la 
temperature  varie  entre  98  °C  et  102  °C. 

La  pression  de  vapeur  saturante  de  l’eau  dans  ce  domaine 
est  donnee  par : 

/ f \a 

P§  = a ( I » avec  a = 3,5  et  la  temperature  t expri- 
mee  en  °C. 

La  temperature  du  point  critique  de  l’eau  est  te  = 374  °C  . 


Corps  pur  diphase 


index  de 
/mercure 


100  mm 


T-0 


Pression  atmospherique  Pq 


1 • Determiner  a en  millimetres  de  mercure. 

2 • On  assimile  la  vapeur  d’eau  a un  gaz  parfait  et  on 
neglige  le  volume  de  l’eau  a l’etat  liquide. 

Sachant  qu’a  t = 98  °C  , on  a n 93  = 500  et  qu’a 
t = 102  °C,  on  a n 102  = 750  , montrer  que  la  vapeur  est 
seche  a 102  °C  et  saturante  a 98  °C. 


3 • Tracer  n =f(t)  ; on  determinera  en  particular  la  tem- 
perature to  et  n0  =/(f 0)  teHe  9ue  Pour  t > to  , la  vapeur 
est  seche. 

4 • Calculer  le  rapport  entre  la  masse  totale  d’eau  et  la 
masse  d’air  enfermee  dans  le  tube. 


II  est  conseille  d’utiliser  ici  comme  unite  de  pression 
le  millimetre  de  mercure ; la  pression  atmospherique 
est  « equilibree  » par  760  mm  de  mercure. 

1)  A t = 100  °C  , quelle  est  la  pression  de  vapeur 
saturante  de  l’eau  ? 

2)  Lors  de  telles  situations,  on  fait  une  hypothese  et 
on  verifie  sa  validite. 

3)  Tant  que  la  vapeur  est  seche,  la  quantite  de  ma- 
tiere  vapeur  est  invariante ; quand  la  vapeur  est  satu- 
rante, seule  la  quantite  de  matiere  d’air  est  invariante. 

4)  Seules  les  quantites  de  matiere  en  phase  vapeur 
sont  accessibles. 


fill  Liquefaction  du  dioxyde 
de  carbone 

Un  cylindre  a parois  diathermanes  contient  du  dioxyde  de 
carbone  CO2  et  se  trouve  constamment  en  contact  avec  un 
thermostat  a 0 °C. 

La  pression  initiale  du  gaz  est  Pq  =1,0. 105  Pa  , et  son 
volume  Vo  = 100  litres. 

On  reduit  reversiblement  le  volume  du  fluide  jusqu’a 
V = 1 litre.  Dans  la  phase  vapeur,  on  assimilera  le  gaz  CO2 
a un  gaz  parfait. 

1 • Representer  la  transformation  consideree  dans  le  dia- 
gramme  (P,  V)  ou  Vm  repre sente  le  volume  molaire. 
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EXERCICES 


rt 


Corps  pur  diphase 


2 • A quelle  pression  P a lieu  le  debut  de  la  condensa- 
tion ? 

Comparer  a la  valeur  experimentale  de  la  pression  de 
vapeur  CO2  a 0 °C : Pex p = 34,6 . 105  Pa  . 

3 • Quel  est  le  titre  en  vapeur  a la  fin  de  l’experience  ? 

4 • Calculer  le  travail  de  compression  ainsi  que  le  trans- 
fer thermique  re§u  de  la  part  du  thermostat  au  cours  de 
cette  experience. 

5 • Calculer  la  variation  d’energie  interne  AU  , la  varia- 
tion d’enthalpie  All  et  la  variation  d’entropie  AS  au 
cours  de  cette  transformation. 

Donnees 

• Masse  molaire  de  CO2 : M = 44 . 10~3  kg . mol'  1 . 

• Etat  critique : Pc  = 74 . 105  Pa  et 

Vmc  = 0,095  dm3. mol"1  et  TC  = 304K; 

• Point  triple : Tt  = 216  K et  Pt  = 5,1  105  Pa  . 

• Volume  massique  de  la  vapeur  saturante  a 0°  C : 

Vv  = 0,0104  m3.  kg-1. 

• Masse  volumique  du  liquide  de  saturation  a 0°  C : 

Pl  = 912  kg.m-3. 

• Chaleur  latente  massique  de  vaporisation : 

€v  = 232  kJ.kg~1  a 0°  C. 


1)  On  commencera  (par  exemple  !)  par  calculer  tou- 
tes  les  grandeurs  molaires  (ou  massiques  ou  pour  la 
quantite  de  matiere  consideree),  puis  on  representera 
la  transformation  dans  le  diagramme. 

2)  La  vapeur  n’etant  pas  un  gaz  parfait  (on  utilise  un 
modele),  il  existera  une  difference  entre  la  valeur  cal- 
culee  et  la  valeur  experimentale : dans  la  suite  du  pro- 
bleme,  on  conservera  la  grandeur  calculee  pour  une 
coherence  des  valeurs  numeriques. 

3)  On  supposera  que  la  vapeur  suit  la  loi  des  gaz  par- 
faits. 

4)  Pour  les  transferts  thenniques,  comme  toujours,  on 
utilisera  les  variations  des  fonctions  d’etat. 

5)  On  pourra  remarquer,  tous  calculs  faits,  qu’il  n’y  a 
aucune  entropie  creee. 


© Surfusion  du  phosphore 

On  se  propose  d’etudier  un  phenomene  de  « retard  a la 
solidification » : certains  corps  purs  sont  susceptibles 
d’exister  a l’etat  liquide,  sous  une  pression  donnee,  a une 
temperature  inferieure  a leur  temperature  de  fusion.  Ce 
phenomene  porte  le  nom  de  surfusion.  II  necessite  des 
conditions  experimentales  particulieres  et  peut  cesser  lors 
de  l’introduction  d’un  cristal  de  solide,  d’une  impurete  ou 
en  cas  d’agitation  du  recipient  contenant  le  liquide  sur- 
fondu. 

Soit  un  recipient  calorifuge  contenant  une  masse  m = 10  g 
de  phosphore  liquide  surfondu  a la  temperature  t = 34  °C 
sous  la  pression  atmospherique. 

1  • On  fait  cesser  la  surfusion  et  on  observe  un  nouvel  etat 
d’equilibre  diphase  du  phosphore.  Determiner  la  masse 
respective  de  chacune  des  phases. 

Donnees  pour  le  phosphore : 

7f  = 317K;  /f(7f)  = 20.910~3  J.kg-1  sous  la  pression 
atmospherique;  c/> (iiq>  = 0,798  J.g^'.Kr1  (valeur  sup- 
posee  independante  de  la  temperature  dans  l’intervalle 
considere). 


2 • Calculer  la  variation  d’entropie  correspondante. 

3 • Quel  serait  l’etat  final  du  systeme  si  on  faisait  cesser  la 
surfusion  d’une  meme  masse  de  phosphore  initialement  a 
la  temperature  t ' = 17,5  °C? 

Donnee : c/>  (SOl)  = 0,840  J.  g-1.  1 . 


1)  II  faut  modeliser  1’evolution  qui  permet  la  cessa- 
tion de  l’etat  de  surfusion;  on  peut  alors  choisir  la 
fonction  d’etat  sur  laquelle  travailler.  Quelles  sont  les 
caracteristiques  de  l’etat  initial  et  de  l’etat  final? 
Quel  chemin  doit-on  choisir,  en  fonction  des  don- 
nees, pour  calculer  sa  variation  ? 

2)  S est  aussi  une  fonction  d’etat : le  meme  chemin 
qu’au  1)  doit  permettre  de  calculer  sa  variation. 

3)  Le  systeme  sera-t-il  encore  en  equilibre  liquide 
solide  dans  l’etat  d’equilibre  final?  Reprendre  alors 
la  methode  du  1). 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Corriges 


0 Changement  d'etat  de  I'eau 

1 • On  calcule  la  masse  d’eau  vapeur.  La  vapeur  est  saturan- 
te  done  la  pression  partielle  de  I’eau  est : pe  = 105  Pa  . Si  ny 
est  la  quantite  d’eau  vapeur : pe  Vj  = n yRT  . car  on  neglige  le 
volume  du  liquide. 


Soit: 


PeVi  t MPeVj 
n y = r ^ et  my  = — — — = 0,58  g . 


RT0 


RTo 


La  masse  d’eau  liquide  est  mg  = mg  - my  = 0,42  g ce  qui 
represente  un  volume  de  0,42  cm3  negligeable  devant  1 L. 

2 • La  pression  totale  est  la  somme  des  pressions  partielles : 

Pi  ~ Pa  + Pe  = 3 • 105  Pa  . 

3 • La  vapeur  est  saturante,  sa  pression  est  done  pe  . Si  n'y 

est  le  nombre  de  moles  de  vapeur,  n'y  = — = 5,55 . 10-2  mol, 

M 

et  peVf=n'yRTo. 


Soit: 


Vf- 


m RTq 
Mpe 


1,72  L . 


4 • De  la  meme  maniere  que  2)  pp  = p'a+  pe  avec 
Pa  V; 


Pa  = - 


V, 


/ 


car  la  detente  est  isotherme : 
V; 


Pf  = Pa 


— +pe  = 2,16  105Pa. 


/ 


V, 


5 • La  transformation  de  I’eau  est  une  vaporisation  de  la 
masse  me  a la  temperature  6q  done : 

AWeau  = me  ^0 

ALeau  = A//eau  — A(PV)  eau 

me  RTq  me  RTq 

A(PV)eau  = ~7T~  ~ vliquide  Pi  ‘ 


M 


M 


soit: 


etat  final  etat  initial 
gaz  liquide 


ALeau  — me 


A.N. : A Uem  = 940  J . 


6 • Au  cours  de  la  transformation,  la  pression  est : 

Vx 

P = ^air  + Pe  au  = Pa  ~ + Pe  (Pe  est  constante  car  T 
est  constante). 

Le  travail  fourni  au  systeme  est : 

W = - fjf  -PdV  = -Pe  ( Vf  - Vd -pa  Vi  In  ^ . 

A.N.:  W = - 180  J . 

L’air,  considere  comrne  un  gaz  parfait,  a une  energie  inter- 
ne constante  car  la  temperature  est  constante.  D’ou: 


Af7SySt£me  — A f/eau  — 840  J . 

On  obtient  le  transfert  thermique  par  difference : 

Q = AU  - W , soit : Q=  1,12  kJ  . 

L’ evolution  etant  reversible  et  isotherme,  on  peut  ecrire : 
Q = T AS  , d’ou:  AS  = 3,0J.K-1. 

0 Diagramme 
pression-temperature  de  Teau 

1 • II  faut  etre  sur  que  l’on  etudie  un  corps  pur  et  que  l’equi- 
libre  est  etabli  a chaque  mesure ; pour  cela : 

• I’eau  pure  (eau  distillee)  liquide  est  portee  a ebullition,  le 
robinet  etant  ouvert ; les  canalisations  sont  alors  purgees  de 
Pair  et  ne  contiennent  plus  que  de  la  vapeur  d’eau  seule; 

• la  temperature  est  proche  de  100  °C  ; on  coupe  alors  le 
chauffage,  on  ferme  le  robinet  et  on  laisse  I’eau  se  refroidir; 
le  refroidissement  se  faisant  lentement,  on  peut  considerer 
que  l’equilibre  est  etabli  a chaque  instant; 

• il  suffit  alors  de  relever  les  valeurs  de  h et  de  6 regulie- 
rement. 

2 • L’ application  de  la  relation  fondamentale  de  la  statique 
des  fluides  au  mercure,  supposee  incompressible,  conduit  a 

Ps  = Po~  ZPHggh  . 

3 • II  est  clair,  d’apres  la  description  qu’on  a faite  de  l’utili- 
sation  du  dispositif,  que  la  temperature  maximale  sera  de  l’or- 
dre  de  100  °C  et  la  temperature  inferieure  de  l’ordre  de  20  °C. 


Courbe  de  refroidissement 


2 • a.  La  transformation,  isobare,  est  representee  ci-dessus ; 
le  point  E correspond  a l’equilibre  liquide  vapeur  sous  1 bar. 
b.  Lorsque  la  vapeur  se  refroidit,  la  temperature  diminue  avec 
le  temps;  pour  6 = 100  °C  , l’equilibre  liquide-vapeur  est 
atteint,  la  premiere  goutte  de  liquide  apparait.  La  temperatu- 
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re  va  rester  constante  tout  le  temps  que  dure  le  changement 
d’etat.  Enfin,  la  temperature  se  remettra  a decroTtre  lorsque  la 
demiere  bulle  de  vapeur  aura  disparu. 

On  peut  se  demander  si  la  pente  est  plus  grande  pour  le  refroi- 
dissement  du  liquide  ou  de  la  vapeur : la  chaleur  massique  de 
l’eau  liquide  est  superieure  a celle  de  l’eau  vapeur;  si  Ton  sup- 
pose la  puissance  thermique,  S'  , constante, 

,,  d7  ,,  dr 

dk  = ce^  >drv  = cv^-  ; 

la  courbe  aura  alors  Failure  suivante: 


c.  L’eau  liquide  peut  etre  consideree  comme  incompressible : 
la  courbe  de  saturation  est  une  verticale  d’equation 
v = 10-3  m3.kg_1  . L’isobare  liquide  est  horizontale  (mais 
n’apparait  pas  sur  le  diagramme  ci-dessous)  a P = 1 bar  . 

Le  changement  d’etat  correspond  a un  palier  de  pression. 
L’eau  vapeur  sera  consideree  comme  un  gaz  parfait;  la  cour- 
be est  horizontale  puisque  la  transformation  est  isobare.  Elle 
va  pour  la  vapeur  de : 


a 


/?(273  + 150) 
PM 


1,95  m3. kg  1 


R(273  + 100) 
PM 


1,72  m3.  kg  1 . 


On  a fait  figurer  sur  le  graphique  ci-apres  quelques  points  de 
la  courbe  de  rosee,  calcules  avec  la  formule  de  Rankine  et  l’e- 
quation  d’etat  des  gaz  parfaits;  les  isothermes  sont  obtenues 
grace  a l’equation  des  gaz  parfaits  pour  la  vapeur  et  sont  ver- 
ticals pour  le  liquide. 


O Fusion  de  I'eau 

La  courbe  est  une  droite  de  pente  - 136,6  bar.  K-1  et 
d’equation  Puq_soi  = 1 - 136,6  (T  - 273)  , avec  P en  bar  et 
T en  K . On  remarque  que : 

• la  courbe  est  quasiment  verticale,  comme  pour  les  autres 
corps  purs  (avec  une  echelle  appropriee  !) ; 

• sa  pente  est  negative  contrairement  a la  majorite  des  corps 
purs; 

• il  n’y  a pas  de  valeurs  positives  de  6 , puisque  la  tempera- 
ture du  point  triple  de  l’eau  vaut  0,01  °C. 

L’equilibre  de  fusion  est  impossible  au-dela  de  cette  tempera- 
ture. Pour  les  autres  corps  purs,  l’equilibre  de  fusion  est 
impossible  en  de<ja  de  la  temperature  triple. 


Remarque : Le  caractere  negatif  de  la  pente  tient  a ce  que  le 
volume  massique  de  I’eau  solide  est  plus  grand  que  le  volu- 
me massique  de  I’eau  liquide  ( voir  la  relation  de  Clapeyron 
en  2de  annee  et  le  cours  de  chimie  sur  la  liaison  hydrogene) : 
on  sail  ce  qu'il  advient  d’une  bouteille  pleine  d’eau  liquide 
mise  au  congelateur. . . 


o Utilisation  de  tables 
thermodynamiques 


1 • Dans  les  conditions  de  l’equilibre  isotherme  et 

hg  - h{ 

isobare  : Ah  = T As  , d’ou : sg  = if  H — — . 

On  complete  ainsi 
le  tableau  en  exprimant  T 
en  Kelvin 
(T  = t + 273) 


2 • Entre  25  °C  et  120  °C,  \’f  varie  de  6 % alors  que  le 
volume  est  constant  pour  une  phase  condensee  ideale. 
Remarquons  toutefois  que,  V(  etant  tres  petit  devant  vg  , 
le  travail  associe  aux  variations  de  V(  est  en  general  negli- 
geable  dans  les  bilans  d’energie. 


t °c 

jg(kJ.  kg_1.K_1) 

25 

8,556 

100 

7,350 

110 

7,233 

150 

6,832 
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Si  le  modele  est  correct : si  (7)  = C In  — 

To 

avec  Tq  = 273,15  K . Examinons  done  les  valeurs 

S{ 

experimentales  de  f\  (7)  = — : 

In  — 

Iq 

25  °C:  h =4,1895  kJ.R-^kg-1; 

110  °C:  /j  =4,1899  kJ.K-1. kg-'  . 

L’ accord  est  excellent. 

P gat  Vg 

Si  la  vapeur  est  un  gaz  parfait,  alors  — — = — 

T M 


est  constant.  Examinons  les  valeurs  experimentales  de 
PSat  V„ 

/2(^=_JL: 


25  °C:  /2  = 461  J.KS.kg-1; 

110  °C:/2  = 452  J.K_1.kg_l.  L’accord  est  relativement 
bon. 


3 • On  suppose  que,  la  quantite  d’eau  vaporisee  etant 
faible,  le  volume  occupe  par  le  gaz  est  constant,  soit 
Vg  = 9,90  L . 

Affectons  l’indice  1 a l’etat  initial  et  l’indice  2 a l’etat 
final. 


Px  =0,0317  bar; 


'tgi  = — = 0,228g  =>  mu  = 99,77  g 
vgi 


=>Va  = 0,0998  L . L’erreur  sur  les  volumes  est  de 
l’ordre  de  2.10-4  L,  soit  une  erreur  relative  de  2.10-5  sur 


Vn 


A l’etat  final:  P2  = 1,4326  bar,  mg  = = 8,182  g 

'"'gl 

=>  mi 2 = 91,2  g =>  V 12  = 0,0912  L . L’ approximation  sur 
le  volume  Vg2  est  encore  justifiee  a 8. 10-4  pres  en  valeur 
relative.  Si  on  s’en  tient  a une  precision  de  l’ordre  de 
0,1  %,  cette  hypothese  est  legitime. 

Pour  une  evolution  isochore,  le  transfert  thermique  est 
egal  a la  variation  d’energie  interne,  done : 

Q = AU  = AH-  A (PV)  = AH  - V(P2  - Pi) 
Evaluons  AH  en  imaginant  une  suite  de  deux  transfor- 
mations fictives  ay  ant  meme  etat  initial  et  meme  etat  final. 


25° 

mn 

mgi 


AHa 


110° 

mn 
mg  1 


ahb 


110° 

mn 
mg  2 


AHa  = mu  (hi2  - hn)  + mgl  (hg2  - hgX)  = 35,60  kJ ; 

AHb  = €v2  (mg2  - mgi)  = {hg2  - hn)  {mg2  - mgi)  = 
17,73  kJ  . 

On  en  deduit  All  = A//a  + All b puis  (7  = 51 ,9  k.l. 
L’erreur  relative  sur  les  masses  dans  l’etat  final  est  de  l’or- 
dre  de  l’erreur  relative  sur  V^2  , soit  de  l’ordre  de  0,1%. 
Le  troisieme  chiffre  significatif  est  done  credible. 


Corps  pur  diphase 

4 • On  reconnait  une  detente  de  Joule-Thomson,  qui 
conserve  la  fonction  enthalpie. 

Faisons  l’hypothese  que  le  fluide  sortant  est  un  melange 
liquide/vapeur  en  equilibre  interne  de  titre  en  vapeur  a'2  . 
II  est  a la  temperature  de  100  °C  (7’2). 

L’ enthalpie  d’une  masse  rn  de  ce  fluide  a pour  expres- 
sion : 77  = mi2  hi2  + mg2  hg2  = »;[( 1 - x2)hi  + x2  hg]  . 
Son  enthalpie  massique  est : h = hi  + x(h„  - hi)  . 

Le  titre  x2  est  done  solution  de  l’equation : hn  = h^  + x2 

(hg2  ~ h(,l)  ■ 

Onobtient:  ,r2  = 0, 1 0. 

I g de  fluide  sortant  contient  0,1  g de  vapeur  et  0,9  g de 
liquide.  La  valeur  trouvee  etant  comprise  entre  0 et  1, 
l’hypothese  est  validee. 

5 • La  detente  lente  est  une  suite  continue  d’etats  d’equi- 
libre.  On  peut  l’assimiler  a une  adiabatique  reversible, 
e’est-a-dire  a une  isentropique.  Ecrivons  l’egalite  de  l’en- 
tropie  initiale  Si  et  de  l’entropie  finale  S2  . 

L’etat  initial  est  compose  de  vapeur  saturante,  a 100  °C. 
Vi  = m Vgi  = 1,67  L et  Si=  m 5gi  . 

L’etat  final  est  un  etat  d’equilibre  de  temperature  25  °C  et 
de  titre  en  vapeur  „r2  inconnu.  Son  entropie  est : 

S2  = m[si2  + x2(sg2  - S12)]  ■ 

II  suffit  d’egaler  les  deux  valeurs  de  l’entropie  et  on 
obtient : x2  = 0,74  . 

On  en  deduit  V2  = »;(0,74  vg2  + 0,26  v^2)  soit : V2  = 32  L . 

Cl  Changement  d'etat 
en  presence  d'un  gaz 

1 • La  pression  de  vapeur  saturante  est  donnee  par  la  for- 

/ t \a 

mule : Ps  = a I I ; a t = 100  °C  , la  pression  de  vapeur 

saturante  est  egale  a la  pression  atmospherique  (soit  760  mm 
de  mercure) ; done  a = 105  Pa  , ou  a = 760  mm  de  mercure. 
On  remarque  qu’au  cours  de  la  transformation  proposee,  la 
pression  dans  le  tube  est  invariante,  et  egale  a 860  mm  de 
mercure  ( P = png  g H , avec  77  = 860  mm)  . 

2 • On  suppose  que  la  vapeur  est  seche  a 98  °C : 

Si  elle  est  seche  a cette  temperature,  elle  le  sera  encore  a 
102  °C : la  quantite  de  matiere  en  phase  vapeur  est  done  inva- 
riante lors  de  la  transformation;  on  doit  done  verifier  que 
(comme  la  pression  dans  le  tube  est  invariante)  : 

V . ..  w98  «102 

— = cte,  soit : = , 

T 798  r102 

ce  qui  est  faux  car : 

500  750 

273  + 98  273  + 102  ' 

la  vapeur  est  done  au  moins  saturante  a 98  °C. 

On  suppose  que  la  vapeur  est  saturante  a 102  °C. 
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On  connait  la  pression  de  Fair  Pajr  = P - Ps  egale  a la  pres- 
sion  totale  moins  la  pression  de  vapeur  saturante.  La  quantite 
de  matiere  d’air  ne  variant  pas,  on  doit  verifier: 

P air,  98  ^98  _ P air,  102  ^102 
?98  TW2 

P air,  98  ”98  _ P air,  102  ”102  . 


soit : 

T98 

on  remarque  de  suite  que  : 


T102 


860  - 760  | 3’5  j 500  ^860  - 760  (j^) 3 ^ 750 


273  + 98 


273  + 102 


l’hypothese  est  a nouveau  fausse.  A t = 102  °C  la  vapeur  est 
done  seche. 

3 • On  trace  n =f(t) . On  pose  t = 100  + 0 . 

• Quand  on  est  en  presence  de  vapeur  seche,  on  a une  quanti- 
te de  matiere  constante  (sous  pression  constante)  dans  le  tube 
done: 


ce  qui  donne : 


V . . n 

— = cte,  soit : — : 
T Tt 


750 


”102 

T\02 


n = (273  + 0 = 2(373  + 0) : 

e’est  une  fonction  affine. 

• Quand  la  vapeur  est  saturante,  la  pression  de  Fair  est  connue 
et  egale  a:  Pdir(t)  = P - Ps  (t)  . La  quantite  de  matiere  d’air 
ne  variant  pas,  on  a : 


On  utilise  les  developpements  limites : 

860  - 760  ( 1 - 3'5j500  (860  - 760  (l  + 


soit : 


371 

100  + ^^500 
100 

371 


n = 206,47 


373  + 0 

im  3,5.  760.0  \ 

100  — : 1 n 

100 

373  + 0 
373  + 0 


et  done : 

100  - 26,6  0 
On  verifie  bien  que  pour  0 = - 2 , n = 500  . 
On  trace  ces  deux  courbes : 


On  cherche  le  point  d’intersection  entre  les  courbes : 

n = 206,47  373  + 6 = 2(373  + 0), 

100  - 26,6  0 

soit:  53  02  + 19,8. 103  0 + 2,4. 103  = 0 , 

dont  la  solution  (dans  le  domaine  qui  nous  interesse)  est : 

- 0,12  Ainsi  t0  = 99,88  °C  . 

4 • Pour  calculer  le  rapport  entre  la  masse  totale  d’eau  et  la 
masse  d’air  enfermee  dans  le  tube,  on  s’interesse  aux  quanti- 
tes  de  matiere. 

•A  t = 102  °C  , la  quantite  totale  de  matiere  est : 

PV 102  _ Png  8 860.  lO"3  S 750. 10"3 


■ + rip 


^air,98  ”98 

_ ^air,  r ” soif : 

t98 

Tt 

• A t = 

(860-760  (— )3’5')500 

(860-760(  100  + ef\ 

1 

”air  = - 

V V 100/  / 

l l 100  ) ) 

273  + 98 

273  + 100  + 0 

RT 1Q2  8,32  (273  + 102) 

= 2,07 . 10-4  png  Sg  (en  usi). 

98  °C  , la  quantite  totale  de  matiere  d’air  est: 

(P  ~ PswWw 

RT9S 

pHg  g (860  - 76°y|)3'5)  . 10“3  S 500. 10“3 
8,32  (273  + 98) 


= 2,46.10  5Png5g  (enusi). 
”air  + ”eau  20,7 


On  a done 


2,46 


8,41  , soit 


■ 7,41 


ce  qui  donne  un  rapport  des  masses : 

meau  7,41.18 


29 


= 4,60  . 


La  masse  d’eau  est  egale  a 4,6  fois  la  masse  d’air. 

Liquefaction 
du  dioxyde  de  carbone 

1 • On  commence  par  exprimer  les  divers  grandeurs  molaires  : 

dans  1 kg  de  COa,  il  y a — = = 22,7  moles  . 

M 44 


276 
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Etat  critique : ymc  = 9,5 . 10-S  m3 . mol-1 . 
Volume  molaire  de  la  vapeur  saturante  a 0 °C : 
ym,v  = 45,8. 10-S  m3.mol-1. 

Volume  molaire  du  liquide  de  saturation  a 0 °C : 
Vm,L  = 4,82. 10-S  m3.mol-1. 

Chaleur  latente  de  vaporisation  molaire : 

Ly.m  = 10,2  kj. mol-1  a 0 °C. 

On  suppose,  au  depart,  le  CO2  a l’etat  de  gaz : 

p T / 

la  quantite  de  matiere  est : n - — 2-2-  , 

RTq 


cela  donne : n = 4,4  moles  , soit  une  masse  m = 0,194  kg  . 

• Dans  100  litres,  cela  donne  un  volume  molaire : 

ym>t  = 2,23 . 10-2  m3 . mol- 1 : le  CO2  est  bien  a l’etat  gaz. 

• Dans  1 litre,  cela  donne  un  volume  molaire : 

I'm, 2 = 2,23 . 10-4  m3 . mol- 1 compris  entre  ceux  du  liquide 
et  de  la  vapeur:  il  y a coexistence  des  deux  phases. 

Sur  le  graphique,  la  transformation  est  representee  en  trait 
plein:  pour  la  transformation  1,  tout  est  a l’etat  vapeur  ; pour 
la  transformation  2,  il  y a coexistence  des  deux  phases  liqui- 
de et  vapeur. 


2 • Le  volume  molaire  de  vapeur  saturante  est 
Vm,v  = 45,8 . 10-S  m3 . mol- 1 . On  suppose  que  cette  vapeur 
obeit  aux  lois  des  gaz  parfaits,  ainsi : 

P = -^0-  = 8,31-273  = 49,5.10s  Pa  . 

Vm,v  45,8. 10-5 

Cette  valeur  est  differente  de  la  valeur  experimental  atten- 
due  Pex p = 34,6. 10s  Pa  ; cette  valeur  met  en  cause  la  mode- 
lisation  de  la  vapeur  comme  gaz  parfait  ; neanmoins  on 
gardera  la  valeur  trouvee  pour  eviter  toute  incoherence  dans 
les  resultats  suivants. 

3 • On  cherche  le  titre  en  vapeur  a la  fin  de  P experience : on 
pose  le  titre  xy  comme  rapport  entre  les  quantites  de  ma- 
tiere : 

"vapeur  n y 

AV_  "total  ” " 


Corps  pur  diphase 


Le  volume  molaire  s’ecrit  alors: 

^m,2  = XM  Vm,V  + ( 1 “ *v)  Vm,L . 

ce  qui  donne : 

_ ym,2  - Vm,L  _ 22,3  ■ 10-5  - 4,82 . 10-5 
AV  Vmy-VmrL  45,8. 10-s- 4,82. 10-5 
le  titre  en  vapeur  est  egal  a ty  = 0,43  . 


4 • On  calcule  le  travail  de  compression  molaire  regu  par  le 
fluide. 

De  l’etat  initial  a Papparition  de  la  premiere  goutte  de  liqui- 
de, on  suppose  que  le  gaz  suit  la  loi  des  gaz  parfaits,  done : 


fV'rn.V  f V rn . 

Wlm  = - 7>  dLm  = - 

JVm,l  ■ 


Vm,V 


KTn 


dVrr 


Vm,\ 


= - RT0\n 


= 8,31.273  In 


/ 2,23. 10-2  \ 
V 45,8. 10-S  / 


= 8,825  kJ.mol-1 , 
ce  qui  donne : 

W[  = 38,8  kj,  pour  4,4  moles  . 

Ensuite  Pevolution  se  fait  a pression  constante.  Le  travail  de 
compression  molaire  lors  de  cette  evolution  est : 

W2,m  = - P(Vmp  - vm,v)  = 49,5 . 10s  (22,3 . 10-3  - 45,8 . 10-S) 

= 1,16  kJ.mol-1, 

soit  done  W2  = 5,12kJ  pour  la  quantite  de  matiere  conside- 
ree. 

Le  travail  de  compression  total  est  done : 

W = 43,9  kJ  . 

Lors  de  la  premiere  phase,  l’energie  interne  ne  varie  pas 
(AC/ 1 = 0)  ; le  transfert  thermique  est  done  oppose  au  travail 
de  compression,  soit : 

2t  m = -8,8  kJ.mol-1,  et  2i  = 38,8  kJ  . 

Lors  de  la  seconde  phase,  le  transfert  thermique  molaire  est 
egal  a la  variation  d’enthalpie  molaire  lorsque  1 - xy  moles 
passent  de  l’etat  vapeur  a l’etat  liquide,  soit : 

G2,m  = A#2=-(l -xv)Ly 

= - 0,57 . 10,2  kJ . mol- 1 = - 5,8  kj . mol- 1 , 
soit,  <22,m  = - 25,6  kJ .mol-1 
pour  la  quantite  de  matiere  consideree. 

Le  transfert  thermique  total  est : 

Q = - 65,4  kJ  . 


5 • On  cherche  les  variations  de  diverses  fonctions  d’etat: 
AU=W  + Q = 43,9  - 64,4  = - 20,5  kJ 
= W2  + Q2  car  AU]  = 0 . 

Lors  de  la  premiere  phase  AH 1 = 0, 
done : AH  = Q2  = - 25,6  kJ  . 

Pour  le  calcul  de  AS  , lors  de  la  premiere  phase : 

AS  1 m = + R In  [ m,V  ^ 1,111  (transformation  isotherme), 

v VnU  ) T0 

Q\ 

d’ou:  ASi  = — — 

7-0 


et: 


AS2  = 


A H2 
To 


Qi 
To  ’ 
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CORRIGES 


Corps  pur  diphase 


ce  qui  donne : 


25,6.103 

273 


= 93,8  J.K-1 . 


La  variation  d’entropie  est  egale  a l’entropie  d’echange. 
La  transformation  est  reversible. 


2 • En  reprenant  les  deux  memes  etapes,  nous  obtenons,  pour 
la  variation  d’entropie : 


AS  = mcP( iiq)  In 


Tf 

t + 273 


»h  cm 

Tf 


L’ application  numerique  donne : 

AS  = + 0,255  - 0,25 1 = + 0,004  J.  K“ 1 . 


0 Surfusion  du  phosphore 

1 • On  prend  la  quantite  totale  de  matiere  de  phosphore 
comme  systeme. 

• L’ evolution  se  fait  a pression  exterieure  constante  avec  egali- 
te  des  pressions  initiale  et  finale  avec  cette  pression  exterieu- 
re : AH  = Qp . 

• L’ evolution  est  adiabatique  - recipient  calorifuge  -,  done 
Gp  = 0. 

L’etat  initial  est  connu  et  l’etat  final  etant  diphase,  sous  la  pres- 


Le  premier  terme  est  positif  puisqu’il  correspond  a l’augmen- 
tation  de  temperature  d’une  phase  liquide  et  done  a une  perte 
d’information  (augmentation  du  desordre),  et  le  deuxieme 
terme  est  negatif  puisque  le  passage  du  liquide  au  solide  cor- 
respond a une  augmentation  d’ordre,  done  de  l’information.  La 
somme  des  deux  est  bien  positive,  le  systeme  etant  thermique- 
ment  isole. 

3 • Si  la  temperature  est  de  17,5  °C,  on  peut  penser  que  l’etat 
final  sera  « tout  solide  » a une  temperature  inferieure  a 7f  . 

En  utilisant  la  meme  methode  qu’en  1),  on  choisit  le  chemin: 


L’echauffement  du  liquide  de  /+  273  a Tf  correspond  a 
AH i = mepf jiq)  (Tf  - t - 273)  et  la  solidification  d’une 
masse  ms  de  phosphore  a Tf  sous  la  pression  de  1 bar  a 

AH2  = -mslf(Tf). 

En  ecrivant  A H\  + AH 2 = 0 , on  obtient : 

mcPQiq)(rf  273) 

ms  = 3 — : = 3,8  g . 

k 


AH  = m[cPm  (Tf-t'~  213)- If  (T{) 

+ cF(sol)  (T-Tf)]=0. 
Soit  T = 316,8  K . Le  systeme  est  bien  sous  une  seule  phase 
solide  (tres  proche  de  sa  temperature  d’equilibre  solide- 
liquide). 
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Machines  thermiques 


i 


• Connaitre  les  trois  types  de  machines  dithermes. 

° Connaitre  quelques  mecanismes  permettant  de  les 
realiser  concretement. 

Savoir  definir  et  calculer  le  rendement  ou  Pefficaci- 
te  d’une  machine. 

Savoir  determiner  le  maximum  theorique  du  rende- 
ment ou  de  l’efficacite  d’une  machine  fonctionnant 
avec  deux  sources  donnees. 

■IHdrJdrU.lllim 

Bilans  d’energie  et  d’entropie. 

Proprietes  des  gaz  parfaits  et  des  phases  condensees. 
Relations  de  LAPLACE  pour  une  transformation 
isentropique  d’un  gaz  parfait. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Les  techniques  classiques  de  calcul,  et  en  particulier 
la  manipulation  des  inequations : que  devient  a < b 
lorsque  l’on  multiplie  les  deux  termes  par  - 1 ? 


ESSENTIEL 


i Caracteristiques 

L’interet  d’une  machine  thermique  est  de  permettre  une  conversion  d’energie.  Pour  obtenir  un  fonc- 
tionnement  continu  en  regime  permanent,  une  machine  thermique  effectue  des  cycles.  Les  transfor- 
mations subies  par  le  fluide  permettent  les  echanges  energetiques  entre  la  machine  et  le  milieu 
exterieur. 

« Moteurs  et  recepteurs 

• Une  machine  thermique  est  un  moteur  si  elle  fournit  du  travail.  Cela  revient  a dire  que  le  travail  total 
echange  par  la  machine  au  cours  d’un  cycle  est  negatif. 

• Par  opposition,  un  recepteur  est  une  machine  qui  regoit  du  travail.  Les  recepteurs  usuels  sont  les 
machines  frigorifiques  et  les  pompes  a chaleur. 

< Bilans  energetique  et  entropique 

Soit  une  machine  echangeant,  au  cours  d’un  cycle,  les  transferts  thermiques  Qj  avec  des  sources  de 
temperatures  T(-  , et  le  travail  total  W avec  le  milieu  exterieur.  Ces  grandeurs  (W  et  Q[ ) represen- 
tent  ce  qui  est  regu  par  le  fluide  (systeme  avec  lequel  il  faut  raisonner  dans  le  cas  des  machines 
thermiques)  au  cours  d’un  cycle. 
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ESSENTIEL 


Machines  thermiques 


• Le  bilan  energetique  pour  un  cycle  de  la  machine  thermique  est  W + X,  0,  = 0 . 

• Le  bilan  entropique  pour  un  cycle  de  la  machine  thermique  est  X,  — 0 . 

Un  moteur  monotherme  est  impossible.  1 

^jtj’our  s’entrainer:  ex.  3,  4 et  6 


« Machines  dithermes 

Soit  une  machine  thermique  ditherme  fonctionnant  entre  deux  sources  de  chaleur  a temperatures 
respectives  T \ et  T 2 , avec  7 ] > Ti . 

Au  cours  d'un  cycle,  le  fluide  echange  avec  l’exterieur  un  travail  W , et  avec  les  sources  les  echanges 
thermiques  Q\  et  Qi . 


« Motheur  ditherme 

Le  rendement  p d’un  moteur  ditherme  est  inferieur  a une  valeur  limite  fonction  de  la  temperature 
des  sources;  pour  obtenir  un  travail  W (W  < 0) , il  faut  recuperer  l’energie  thermique  Q\  de  la  part 
de  la  source  chaude  (Qi  > 0)  avec  T \ > TV 

^ + 01  + 02=0,  — + — «0  et  p = -—  ,p=S  1 -Il<  1 . 

Ti  T2  0i  Tx 


Le  rendement  maximal  serait  obtenu  pour  le  cas  limite  du  moteur  reversible.  Ce  rendement  est  obte- 
nu  pour  un  moteur  de  Carnot.  Un  cycle  de  Carnot  est  constitue  de  deux  isotheimes  reversibles  et  de 
deux  isentropiques. 

it  Pour  s^entrainer : ex.  1,  2,  5 et  8 


2\ 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


ESSENTIEL 


Machines  thermiques 


< Machine  frigorifique  ditherme 

L’efficacite  ep  d’une  machine  frigorifique  ditherme  est  limitee  par  une  valeur  qui  depend  de  la  tempe- 
rature des  sources. 


II  faut  depenser  Fenergie  (W  > 0)  , pour  que  la  machine  revive  Fenergie  thermique  Q2  de  la 
source  froide  (Q2  > 0)  avec  T j > T2- 


W + Q^Q^O^  + Q-^O  et  ep  = ^- 
T 1 T2  W 


1 

J2i-i 

Qi 


, ep  - 


1 

lL_! 

t2 


t2 

T\-T2  ' 


L’efficacite  est  maximale  pour  le  cas  limite  de  la  machine  reversible. 

< Pompe  a chaleur  ditherme 

L’efficacite  ej  (ou  coefficient  d’effet  thermique)  d’une  pompe  a chaleur  ditherme  est  limitee  par  une 
valeur  qui  depend  de  la  temperature  des  sources. 

II  faut  depenser  Fenergie  (W  > 0)  , pour  que  la  machine  fournisse  Fenergie  thermique  Q\  a la 
source  chaude  (Q  \ <0)  avec  toujours  T\>  T2: 


W+Qi+Q^  = 0,  et  eT  = -Q-  = 1 

T\  T2  W 1 + 


Q 1 ’ 


ej  : 


1 


i-h 


02  Ti 

L’efficacite  est  maximale  pour  le  cas  limite  de  la  machine  reversible. 


h 

Ti-T2  ' 


Pour  s’ entrainer : ex.  7 
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ESSENTIEL 


Machines  thermiques 


Conseilset  pieges  a eviter 

• Pour  un  cycle,  ou  un  nombre  entier  de  cycles,  la  variation  d’une  fonction  d’etat  est  nulle.  On  peut 
done  toujours  ecrire  que,  pour  un  cycle : AS  = 0 , que  la  machine  soit  reversible  ou  non.  Cette 
relation  ne  fait  que  traduire  la  propriete  « fonction  d’etat » de  l’entropie  S . 

• Lorsque  Ton  etudie  un  element  d’une  machine  (correspondant  a une  partie  du  cycle),  il  ne  faut 
pas  confondre  le  travail  utile  et  le  travail  total  regu  par  le  fluide  qui  inclut  le  travail  des  forces  de 
pression.  Remarquons  toutefois  que,  pour  un  cycle  complet,  le  travail  total  des  forces  de  pression 
est  en  general  nul,  ce  qui  permet  d’identifier  le  travail  utile  et  le  travail  total. 

• Plutot  que  de  memoriser  des  formules,  il  faut  retenir  qu’un  rendement  (ou  une  efficacite)  est 
ce  que  l’on  regoit  de  la  machine 

ce  que  l’on  depense 

Pour  determiner  cette  grandeur,  toujours  positive,  il  faut  : 

• analyser  la  machine  du  point  de  vue  de  1’utilisateur  ; 

• determiner  a priori  le  signe  des  travaux  et  des  echanges  thermiques. 

Ainsi,  pour  un  moteur : 

• W < 0 , gchaude  > 0 

• l’utilisateur  retjoit  | W \ = - W et  depense  2chaude 
- W 


defini  par : 


•P- 


Q chaude 
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Exercices 


© Cycle  de  Stirling 

Un  systeme  gazeux,  constitue  d’une  masse  m = 1 g d’air 
assimile  a un  gaz  parfait,  est  utilise  dans  une  machine  ther- 
mique  effectuant  des  cycles  reversibles. 

Le  cycle  est  constitue  de  deux  isothermes  (1  2 et 

3 4)  et  de  deux  isochores  (2  3 et 

4 *■  1): 


etat 

P (bar) 

V (dm3 4) 

T(  K) 

(1) 

40 

0,08 

(2) 

(3) 

1 

300 

(4) 

1 • Tracer  le  cycle  dans  le  diagramme  de  Clapeyron.  De 
quel  type  de  machine  s’agit-il? 

2 • Montrer  que  les  transferts  thermiques  des  evolutions 
isochores  sont  opposes. 

3 • On  admet  que  ces  echanges  thermiques  se  font  avec  un 
regenerateur  interne  a la  machine  et  que  les  seuls  transferts 
thermiques  avec  le  milieu  exterieur  ont  lieu  durant  les  pha- 
ses isothermes. 

Determiner  le  rendement  du  cycle. 


4  • Montrer  que  le  resultat  precedent  etait  previsible  sans 
calculs. 

Donnees : 

Masse  molaire  moyenne  de  Fair:  M = 29  g.  mol"  1 2 . 
Rapport  des  chaleurs  massiques  isobare  et  isochore : 
y=  1,4;  R = 8,314  J.  K_1 . mol-1. 


1)  Remplir  le  tableau  de  Tenonce  et  tracer  le  cycle  a 
echelle. 

2)  Quel  est  le  travail  echange  lors  d’une  transforma- 
tion isochore?  De  quelle  variable  depend  l’energie 
interne  d’un  gaz  parfait? 

3)  Appliquer  le  premier  principe,  puis  calculer  les 
transferts  thermiques  isothermes. 

4)  Quelle  expression  retrouve-t-on  ? Pourquoi  ? 


Pour  simplifier,  on  considere  que  Pair  effectue  un  cycle 
ferme  sans  modification  chimique.  La  combustion  est  rem- 
placee  par  un  apport  de  chaleur,  et  les  deux  phases  echap- 
pement  et  admission  sont  remplacees  par  un  refroidissement 
isochore. 

Le  cycle  fictif  ABCD  , idealise,  se  decompose  en  4 trans- 
formations successives : 

Compression  adiabatique  reversible  AB  , echauffement  iso- 
bare BC  , detente  adiabatique  reversible  CD  et  refroidis- 
sement isochore  DA  . 

VA  Vc 

On  pose  a = et  b = . L’air  contenu  dans  le 

VB  VB 

cylindre  est  un  gaz  parfait  de  rapport  y constant. 


1 • Tracer  Failure  du  diagramme  de  Clapeyron  (P,  V)  du 
cycle. 

2 • Definir  et  calculer  son  rendement  p en  fonction  des 
rapports  a et  b . Etudier  tres  sommairement  la  fonction 
p(a)  pour  b fixe. 


3  • Calculer  p et  les  temperatures  pour  TA  = 300  K , 
a = 20  et  b = 3 . On  prendra  y = 1 ,4  . Pourquoi  ce  moteur 
n’a-t-il  pas  besoin  de  bougies  d’allumage?  Pourquoi  le 
carburant  est-il  injecte  apres  la  combustion  et  non  admis 
avec  Fair  en  debut  de  cycle  ? 

Quelle  serait  la  puissance  theorique  d’un  moteur  de  cylin- 
dree  VA  = 2 litres  et  tournant  a 3600  tours  par  minute  ? 


Le  rendement  d’un  cycle  ferme  ditherme  peut  s’ex- 
primer  en  fonction  des  echanges  thermiques  Q\  et 
Ql , eux-memes  fonction  des  temperatures.  II  faut 
done  commencer  par  determiner  les  temperatures  en 
fonction  de  l’une  d’entre  elles. 

Le  plus  simple  est  d’exprimer  les  temperatures  en 
fonction  de  Tg  . 

Pour  le  calcul  de  la  puissance,  il  faut  determiner  la 
quantite  d’air  contenue  dans  le  cylindre  puis  le  tra- 
vail fourni  par  le  moteur  au  cours  d’un  cycle.  Lors 
de  l’admission  (point  A)  , la  pression  est  egale  a la 
pression  atmospherique.  Attention  aux  unites ! 


© Cycle  de  Diesel 

Ce  moteur,  imagine  par  Rudolf  Diesel  a la  fin  du  XIXe  siecle 
est,  comme  le  moteur  a essence,  un  moteur  a combustion 
interne  a 4 temps : admission  d’air  frais,  compression,  injec- 
tion de  carburant  et  combustion,  detente  et  echappement. 


Refrigerateur  a absorption 

Un  refrigerateur  a absorption  est  une  machine  frigorifique 
tritherme  sans  echange  de  travail  avec  1 ’exterieur.  L’energie 
est  fournie  sous  forme  thermique,  et  a haute  temperature 
T o , a un  bouilleur.  L’ evaporateur  est  en  contact  thermique 
avec  la  source  froide,  de  temperature  To  . Le  condenseur 
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EXERCICES 


Machines  thermiques 

est  en  contact  thermique  avec  le  milieu  exterieur,  de  tempe- 
rature T i . Ces  diverses  temperatures  sont  telles  que 
T2<Ti<  To  . 

On  ne  decrit  pas  les  mecanismes  physiques  qui  permettent 
de  faire  en  sorte  que  le  fluide  regoive  de  l’energie  par  trans- 
fer thermique  au  niveau  de  l’evaporateur. 

Definir  et  calculer  l’efficacite  frigorifique  maximale,  fonc- 
tion  des  trois  temperatures  T q , T \ et  T 2. 

II  faut  bien  visualiser  le  sens  des  differents  echanges 
energetiques : quelle  est  l’energie  depensee  par  l’utili- 
sateur  ? Quel  est  le  gain  energetique  pour  la  machine 
(se  souvenir  qu’il  s’agit  d’un  refrigerateur)  ? 

II  reste  alors  a appliquer  les  deux  principes  de  la 
thermodynamique  au  fluide  qui  parcourt  les  cycles  de 
la  machine. 


O Temperature  maximale 
d'un  sy sterrie  isole 


Trois  corps  homogenes  de  meme  capacite  thermique  C for- 
ment  les  sources  d’une  machine  thermique.  L’ ensemble 
constitue  un  systeme  isole  mecaniquement  et  thermique- 
ment. 

Les  temperatures  initiales  etant  730  = 300  K , T2q  = 200  K 
et  T 10  = 100  K , determiner  la  plus  haute  temperature  que 
puisse  atteindre  Tune  des  sources. 

Proposer  une  machine  susceptible  d’atteindre  ce  resultat. 


On  parle  ici  de  « source  » par  abus  de  langage 
puisque  leur  temperature  est  variable. 

L’enonce  ne  mentionne  pas  la  capacite  thermique 
des  elements  qui  composent  la  machine.  II  faut 
done  la  considerer  comme  negligeable  devant 
celle  des  sources.  Dans  ce  cas,  meme  si  la  machi- 
ne n’effectue  pas  rigoureusement  des  cycles,  on 
pourra  encore  negliger  la  variation  d’energie  de 
la  machine  au  cours  d’un  nombre  entier  de 
pseudo-cycles. 

Effectuer  un  bilan  d’energie  et  un  bilan  d’entro- 
pie  pour  le  systeme  isole. 


e "Moteur  a vapeur 

Une  masse  M d’eau  decrit  un  cycle  dans  la  region 
liquide-vapeur.  Le  cycle  est  represente  par  le  rectangle 
ABCD  dans  le  diagramme  entropique  ( T , S)  (cf.  la 
figure  ci-apres).  Les  transformations  AB  et  CD  sont  des 
isothermes  et  les  transformations  BC  et  AD  sont  des 
isentropiques. 


Tt 


La  courbe  en  trait  pointille  representee  sur  la  figure  est  la 
courbe  d’equilibre  liquide-vapeur.  Les  points  E et  F sont 
sur  cette  courbe  et  sur  la  meme  isotherme  que  les  points  C 
et  D . 

Dans  le  tableau  ci-dessous,  on  donne  pour  les  points  A,  B, 
E et  F : la  temperature  7(K) , l’energie  interne  massique 
«(kJ.kg-1) , l’entropie  massique  j(kJ.kg  .K-1) , l’en- 
thalpie  massique  h fkj . kg'  ’)  : 


points 

T (K) 

u (k  J . kg-1) 

s (kj.kg  hK 

A (kj.kg-1) 

A 

453 

7,60. 102 

2,14 

7,82. 102 

B 

453 

2,58. 103 

6,59 

2,77. 103 

E 

313 

1,67. 102 

0,572 

1,67. 102 

F 

313 

2,43. 103 

8,22 

2,56. 103 

1 • Interpreter  les  diverses  zones  du  graphique  (T,  S) . 

• Donner  la  fraction  de  masse  du  systeme  dans  la  phase 
vapeur  aux  points  A et  B ; on  notera  respectivement  Xyj 
et  Xys  ces  fractions. 

• Calculer  en  fonction  des  entropies  aux  points  A,  B,  E et 
F , la  fraction  de  masse  du  systeme  dans  la  phase  vapeur 
aux  points  C et  D ; on  notera  respectivement  Xy q et 
Xyj)  ces  fractions. 

2 • Calculer  les  energies  internes  massiques  et  enthalpies 
massiques  aux  points  C et  D du  cycle  en  fonction  de 
xy c et  ■ 

3 • Exprimer  en  fonction  des  enthalpies  massiques  et 
energies  internes  massiques  aux  points  A,B,C  et  D , les 
transferts  thermiques  et  les  travaux  re5us  dans  chacune  des 
parties  du  cycle. 


4  • Calculer  le  rendement  de  ce  cycle. 

Comparer  ce  rendement  a celui  d’un  cycle  de  Carnot  entre 
les  memes  temperatures  453  K et  313  K. 


1)  et  2)  En  utilisant  la  propriete  d’extensivite  de  l’en- 
tropie,  on  trouvera  une  regie  des  moments  dans  un 
diagramme  ( T , s) . 

3)  On  s’interessera  a des  grandeurs  massiques.  II  fau- 
dra  vefifier  a la  fin  des  calculs  que  sur  le  cycle  decrit 
par  le  fluide,  les  variations  des  fonctions  d’etat  sont 
nulles. 

4)  Le  cycle  propose  est-il  un  cycle  de  Carnot  ? 
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EXERCICES 


(3  Etude  thermodynamique 

d'un  complexe  piscine-patinoire 

Donnees:  Chaleur  massique  de  l’eau  liquide : 
ci  =4,18.  103 *  J.kg-^K *"1. 

Chaleur  massique  de  la  glace : 
ci  = 2,09 . 103  J.kg^.K"1. 

Chaleur  latente  massique  de  fusion  de  la  glace  sous  la 
pression  atmospherique : L = 3,34.  105  J.  kg-1  . 

Lors  du  fonctionnement,  en  regime  stationnaire,  d’une 
installation  sportive  (complexe  piscine-patinoire) : 

• la  masse  d’eau  m\  = 2,0.  10°  kg  de  la  piscine  est  a la 
temperature  uniforme  T \ = 300,00  K ; 

• la  masse  d’eau  m 2 = 2,5 . 105  kg  de  la  patinoire  est  a la 
temperature  uniforme  T2  = 263,00  K . 

On  admettra  que,  sous  la  pression  atmospherique,  le  chan- 
gement  d’etat  eau  liquide-glace  se  fait  a une  temperature 
T0  = 273,15  K. 

A • Preliminaire 

Determiner  les  capacites  calorifiques  Ci  , C2  et  Ci  des 
masses  d’eau  de  la  piscine  (Ci)  , de  l’eau  de  la  patinoire 
sous  phase  liquide  (C2)  et  de  l’eau  de  la  patinoire  sous 
phase  solide  (C  2) . 

A.N. : Calculer  C\  ,C 2 et  C 2 . 

B • Mise  en  temperature  tie  la  glace  tie  la  patinoire  et 
tie  l’eau  tie  la  piscine 

On  considere  une  pompe  a chaleur  fonctionnant  de  manie- 
re  reversible  avec  comme  source  froide  l’eau  de  la  pati- 
noire et  comme  source  chaude  l’eau  de  la  piscine. 

A 1’ instant  initial  (qu’on  choisira  comme  origine  des 
dates)  les  deux  masses  d’eau  (liquide)  sont  a la  meme  tem- 
perature T\  . 

On  suppose  que  les  sources  n’echangent  de  la  chaleur 
qu’avec  la  machine. 

1  • Evolution  des  temperatures  lorsque  les  deux  mas- 
ses d’eau  restent  liquides 

A la  date  t , l’eau  de  la  piscine  est  a la  temperature  T\(t) 
et  celle  de  la  patinoire  a ^(f)  . 

a,  Etablir  1’ equation  differentielle  qui  lie  T\(t)  et  Tj{t)  . 
b Integrer  cette  equation  entre  1’ instant  initial  et  1’ instant 
de  date  t . 

c.  Exprimer,  en  fonction  de  Ci  , C2 , 7)  et  Tq  , la  tempera- 
ture Tt,  de  l’eau  de  la  piscine  lorsque  la  temperature  de  l’eau 
liquide  de  la  patinoire  est  Tq  = 273,15  K . Exprimer  en  fonc- 
tion de  Ci , C2  , Tj , Tq  et  T3  , le  travail,  W 1 , echange  par 
le  fluide  circulant  dans  la  pompe  a chaleur  avec  le  milieu 
exterieur.  Preciser  le  sens  de  l’echange. 

A.N. : Calculer  T3  et  W \ . Donnee : Tj  = 280,00  K . 


Machines  thermiques 


2  • Evolution  des  temperatures  lorsque  l’eau  de  la 
patinoire  se  transforme  en  glace 

Exprimer,  en  fonction  de  C\,Tq,T^,L  et  mi  , la  tempe- 
rature T4  de  l’eau  de  la  piscine  lorsque  toute  l’eau  de  la 
patinoire  est  sous  forme  de  glace  a Tq  = 273,15  K . 
Exprimer,  en  fonction  de  C\  , T4  , T$  , m2  et  L , le  tra- 
vail, 14^2  . echange  par  le  fluide  circulant  dans  la  pompe  a 
chaleur  avec  le  milieu  exterieur.  Preciser  le  sens  de 
1’echange. 

A.N. : Calculer  T4  et  W2  . 


3  • Evolution  des  temperatures  lorsque  la  glace  de  la 
patinoire  se  refroidit 

a.  Exprimer,  en  fonction  de  C\,C  2 ,T2  ,Tq  et  T4  , la  tem- 
perature T$  de  l’eau  de  la  piscine  lorsque  l’eau  de  la  pati- 
noire est  sous  forme  de  glace  a T2  = 263,00  K . 

Exprimer,  en  fonction  de  C’i  , C 2 , C4  , C5  , Tq  et  Tj  , le 
travail  W3  echange  par  le  fluide  circulant  dans  la  pompe 
a chaleur  avec  le  milieu  exterieur.  Preciser  le  sens  de 
1’echange. 

A.N. : Calculer  T$  et  IP3  . 


b Exprimer,  en  fonction  de  C|  , V)  et  7)5  , l’energie  IV4 
qu’il  faut  fournir  a l’eau  de  la  piscine  pour  elever  la  tem- 
perature par  chauffage  direct  de  Tj  a T^  . 

A.N. : Calculer  W4  . 


c.  On  dispose  d’une  puissance  SP  , supposee  constante.  Au 
bout  de  quelle  duree  r la  mise  en  temperature  de  1’ en- 
semble sportif  sera-t-elle  realisee  ? 

A.N. : Calculer  r (en  jours,  heures  et  minutes)  avec : 

= 200  kW  . 


A.  Quelle  est  la  definition  d’une  chaleur  massique? 

B.  1)  a)  Comment  s’ecrit  l’inegalite  de  Clausius  pour 
un  cycle  reversible  ? 

c)  Appliquer  la  relation  du  B.  1)  b).  Pour  obtenir  W 1 , 
appliquer  le  premier  principe.  Quel  signe  doit  avoir  le 
travail  echange  au  cours  d’un  cycle  pour  une  pompe 
a chaleur  ? 

2)  Reprendre  la  demarche  precedente  en  changeant 
1’ origine  des  temps  et  en  prenant  garde  au  change- 
ment  d’etat. 

3)  a)  Cf.  ci-dessus. 

b)  Appliquer  le  premier  principe  a l’eau  de  la  piscine. 

c)  Quelle  energie  a du  fournir  la  pompe  a chaleur  au 
fluide  ? Relier  cette  energie  a P. 
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Q *Etude  d'une  pompe  a chaleur 

D’apres  ESIM. 

Une  pompe  a chaleur  a freon  22  (CHF2CI : difluoro-mono- 
chloromethane,  actuellement  interdit),  preleve  de  la  cha- 
leur a un  circuit  d’eau  froide  et  cede  de  la  chaleur  a de 
l’eau  chaude  qui  circule  dans  le  sol  de  l’habitation. 


Le  freon  decrit  un  cycle : 

• dans  l’evaporateur,  il  subit  une  evaporation  complete 
sous  la  pression  de  vapeur  saturante  Pi  et  a la  tempera- 
ture Ti; 

• le  freon  gazeux  sort  du  compresseur  a la  temperature  Tj 
et  sous  la  pression  P\ ; 

• dans  le  condenseur  le  freon  gazeux  se  refroidit,  puis  se 
liquefie  completement  sous  la  pression  de  vapeur  satu- 
rante P\  et  a la  temperature  T\ ; 

• en  traversant  le  detendeur,  le  freon  subit  une  detente 
adiabatique  passant  par  T\,  P\  , a Ti,  Pi;  cette  detente 
s’accompagne  d’une  vaporisation  partielle  du  liquide. 

On  pose : 

• Ly(T):  chaleur  latente  massique  de  vaporisation  du 
freon ; 

• Cf : capacite  thermique  massique  du  freon  liquide,  sup- 
posee  independante  de  T et  de  P . 

En  outre,  on  admet  que : 

• le  freon  gazeux  est  assimile  a un  gaz  parfait  de  masse 
molaire  M , et  pour  lequel  7 = 1,20; 

• l’energie  cinetique  macroscopique  ainsi  que  l’energie 
potentielle  de  pesanteur  seront  negligees  dans  tout  le  pro- 
bleme ; 

• le  volume  massique  V(  du  freon  liquide  est  independant 
de  la  pression  et  de  la  temperature ; 

• l’installation  fonctionne  en  regime  permanent. 

Donnees:  Ti  = 213K;  Ti=  305  K; 

Lv(T2)  = 205~kJ . kg-1  ; Lv(7,)  = 175  kJ . kg-1 ; 

C(  = 1,38  kJ.  kg-1.  K-1; 

P2  = 5 . 105  Pa;  P\  = 12,65 . 105Pa; 

Ve  = 0,15  dm3,  kg-1; 

^ = 8,314J.mol'1.K-1; 

masse  molaire  du  freon:  M = 86,5.  10“ 3 kg.  mol-1  . 


A • Etude  de  la  compression 

1 • En  raisonnant  sur  un  systeme  que  Eon  definira  soi- 
gneusement,  relier  la  variation  d’enthalpie  massique  du 
freon  durant  la  traversee  du  compresseur  au  transfert  ther- 
mique massique  q et  au  travail  massique  wm  qu’il  a 
echanges  avec  le  compresseur  durant  celle-ci. 

2 • La  compression  est  adiabatique  et  on  admet  que  le  gaz 
suit  une  compression  de  type  polytropique  PV?=  cte  . 

En  deduire  T$ , puis  le  travail  W en  fonction  des  donnees. 

3 • Evaluer  la  variation  d’entropie  massique  du  freon  et 
conclure. 

4 • Utilisation  d’un  diagramme  entropique  pour  le  calcul 
de  wm  . 

a.  Pour  une  transformation  quelconque  du  freon  gazeux 
entre  les  etats  (Tq,Pq)  et  (T,P) , calculersa  variation  d’en- 
tropie massique  As  = s - so  . En  deduire  l’equation  d’une 
isobare  dans  le  diagramme  entropique  ( s en  abscisses,  T 
en  ordonnees).  Tracer  l’isobare  P \ . 

Par  quel  deplacement  la  courbe  isobare  correspondant  a Pi 
se  deduira-t-elle  de  celle  correspondant  a P | ? 

b.  Representer,  sur  le  diagramme  precedent,  la  compression 
du  freon  gazeux  de  l’etat  (Ji,Pi)  al’etat  (Tj,  P\) . Montrer 
que  le  travail  massique  wm  echange  par  le  freon  correspond 
a l’aire  d’une  surface  que  Ton  hachurera  sur  le  diagramme 
(pour  cela,  introduire  le  point  correspondant  a l’etat  (Ti,  P\) . 

B • Passage  dans  le  condenseur 

1 • Calculer  le  transfert  thermique  massique  q\  echange 
par  le  freon. 

2 • Calculer  sa  variation  d’entropie  massique  As\(m  = 
1kg). 

C • Passage  dans  le  detendeur  a parois  adiabatiques 

1 • Demontrer  que  la  detente  est  isenthalpique. 

2 • En  deduire  la  fraction  massique  x de  freon  gazeux  a 
la  sortie  du  detendeur. 

3 • Calculer  la  variation  d’entropie  massique  du  freon 
Asi  . 

D • Passage  dans  l’evaporateur 

1 • Evaluer  le  transfert  thermique  passique  qi  echange 
par  le  freon. 

2 • Calculer  sa  variation  d’entropie  A S3  . 

I • Passage  dans  le  compresseur 

Le  compresseur  est  entraine  par  un  moteur  electrique  de 

rendement  electromecanique  r = 0,8  . 

1 • Definir  l’efficacite  e de  cette  pompe  a chaleur  et 
T evaluer. 
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Conseils 


EXERCICES 


2 • Quel  avantage  presente  ce  chauffage  par  rapport  au 
chauffage  electrique  ? 

f • Etude  du  cycle 

1 • Verifier  le  bilan  energetique  sur  le  cycle. 

2 • Representer  son  diagramme  entropique. 

A.  1)  On  s’inspirera  du  bilan  d’energie  effectue  lors 
de  l’etude  de  la  detente  de  Joule-Thomson. 

2)  Transformer  la  relation  du  texte  en  une  relation  en 
variables  P et  T . Que  vaut  la  variation  d’enthalpie 
d’un  gaz  parfait? 

3)  Comment  s’exprime  la  variation  d’entropie  d’un 
gaz  parfait  en  variables  T et  P ? Reflechir  au  resul- 
tat  obtenu  par  rapport  a la  relation  du  A.  2). 

4)  a)  Utiliser  la  relation  du  A.  3)  pour  une  evolution 
quelconque.  L’isobare  P2  est-elle  en  dessous  ou  au- 
dessus  de  Tisobare  P\  ? 

b)  Comparer  s(J2 , Pi)  et  s(T$,  P\)  . Puisque 
wm  = Ah  , utiliser  le  caractere  de  fonction  d’etat  de  h 

B.  1)  Les  transformations  dans  le  condenseur  sont 
isobares.  A quelle  fonction  d’etat  relier  171  ? 

2)  Calculer  la  variation  d’entropie  de  chaque  etape 
dans  le  condenseur. 

C.  1)  Quelle  detente  reconnait-on  ? 

2)  Exprimer  l’enthalpie  dans  l’etat  initial  et  dans 
l’etat  final,  en  fonction  des  enthalpies  massiques  du 
gaz  et  du  liquide  et  de  x , puis  utiliser  le  caractere  de 
fonction  d’etat  de  h . 

3)  Separer  en  deux  etapes  la  detente  isenthalpique  du 
freon. 

D.  Quelle  sont  les  conditions  de  la  transformation  des 
( 1 - x)  kg  de  freon  liquide  ? En  deduire  qi  et  A.V3  . 

E.  Determiner  a quels  elements  de  la  pompe  a chaleur 
correspondent  le  gain  et  la  depense  energetique.  En 
deduire  e . Quelle  est  l’efficacite  d’un  chauffage 
electrique  ? 

F.  On  prendra  soin,  pour  le  diagramme  entropique,  de 
representer  la  courbe  de  saturation  ainsi  que  les  iso- 
bares Pi  et  P2  . 


O Etude  d'un  furbocompresseur 
a gaz 

D’apres  ENS  Cachan. 

Ce  probleme  a pour  but  1’ etude  thermodynamique  d’un 
turbocompresseur  a gaz  destine  a la  propulsion  d’un  cargo. 
Les  divers  elements  du  systeme  seront  d’abord  etudies  un 
par  un  dans  la  partie  A,  puis  reunis  dans  la  partie  B. 


Machines  thermiques 


Dans  tout  le  probleme,  on  negligera  d’eventuelles  varia- 
tions d’energie  cinetique  ou  potentielle  de  pesanteur.  Le 
gaz  utilise  sera  toujours  considere  comme  parfait,  de  cha- 
leur massique  a pression  constante  cp  ( cp  = cte).  Les 
echanges  de  travail  et  chaleur  seront  enfin  toujours  consi- 
ders du  point  de  vue  du  gaz. 


Partie  A 

I • Etude  d’un  refrigerant 

Dans  le  refrigerant  suppose  parfaitement  calorifuge,  repre- 
sente ci-dessous  {doc.  1),  le  gaz  est  refroidi  a pression 
constante,  de  la  temperature  To  a la  temperature  P3  , au 
moyen  d’un  circuit  d’eau  (de  chaleur  massique  c constan- 
te) qui,  elle,  est  rechauffee  de  tQ  a t\ . 

1 • Le  debit  massique  d du  gaz  etant  impose,  determiner 
le  debit  massique  D necessaire  du  circuit  d’eau  de  refroi- 
dissement. 


II  • Etude  d’un  echangeur  a contre-courant 

L’echangeur  de  chaleur  represente  ci-dessous  {doc.  2)  est 
egalement  parfaitement  calorifuge. 

II  comporte  deux  canalisations  dans  lesquelles  le  meme 
gaz  circule  avec  le  meme  debit  massique,  mais  dans  des 
sens  opposes. 

Les  temperatures  d’entree,  supposees  connues,  seront 
notees  T4  et  Tg  et  les  temperatures  de  sorties  respectives 
T5  et  T io-  Dans  chaque  canalisation,  la  pression  est  cons- 
tante. 


2 • On  suppose  tout  d’abord  reversibles  les  transforma- 
tions subies  par  le  gaz  dans  chaque  canalisation.  En  utili- 
sant  les  fonctions  enthalpie  et  entropie,  ecrire  les  relations 
reliant  T$  et  T\o  a T4  et  Tg  . 

3 • En  deduire  les  solutions  physiquement  acceptables 
pour  I5  et  r10 . 
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4 • Les  transformations  dans  l’echangeur  sont  en  fait  irre- 
versibles.  Quelles  sont  les  inegalites  satisfaites  par  et 
T 10  , si  on  suppose  Tg  > r4? 

5 • On  definit  l’efficacite  de  l’echangeur  comme  etant 

T — T 

e = — — en  considerant  la  canalisation  4-5. 

T9-T4 

Montrer  qu'on  obtient  la  meme  efficacite  en  considerant  la 
canalisation  9-10. 


8  • Le  fonctionnement  du  compresseur  (toujours  parfaite- 
ment  calorifuge)  est  en  fait  irreversible,  de  sorte  que  le  tra- 
vail massique  reel  w'  re 911  par  le  gaz,  toujours  suppose 
parfait,  est  superieur  a w . 

On  definit  alors  le  rendement  r}\  du  compresseur  par  le 

- w 
rapport  Vl  = ^ ■ 

Connaissant  rj\  , determiner  la  temperature  reelle  T"  du 
gaz,  comprime  de  p a p'  , en  sortie  du  compresseur. 


Ill  • Etude  d’un  compresseur 

Le  compresseur  a piston  represente  ci-dessous  (doc.  3) 
fonctionne  en  trois  temps,  correspondant  a un  aller  et 
retour  complet  du  piston : 

• la  soupape  Si  etant  ouverte  et  S2  fermee,  le  piston 
initialement  a gauche  (volume  nul)  recule  vers  la  droite  en 
aspirant,  a pression  p et  temperature  T constantes,  une 
masse  m de  gaz  qui  occupe  alors  un  volume  V ; 

• les  deux  soupapes  etant  fermees,  le  piston  avance  partiel- 
lement  en  comprimant  le  gaz  de  fa§on  supposee  adiabatique 
reversible,  jusqu’a  un  volume  V',  correspondant  a une 
pression  p'  et  une  temperature  T' ; 

• Si  etant  fermee  et  S2  ouverte,  le  piston  refoule  tout 
le  gaz  a p'  et  T constantes  et  se  retrouve  en  position 
initiale. 


6 • Determiner  le  travail  total  re£u  par  le  gaz  de  la  part  du 
piston  pour  un  aller  et  retour  de  celui-ci.  Par  la  variation 
de  quelle  fonction  d’etat  massique  du  gaz,  entre  les  etats 
(p,  T)  et  (p1,  T') , le  travail  w reiju  par  unite  de  masse  de 
gaz  comprime  s’exprime-t-il? 

7 • Le  gaz  etant  caracterise  par  une  constante  d’etat  mas- 
sique r (quotient  de  la  constante  d’etat  molaire  R des  gaz 
parfaits  par  la  masse  molaire  M du  gaz)  et  le  rapport : 


calculer  w et  T en  fonction  de  p,p',T,y  et  r. 


IV  • Etude  d’une  turbine 

Dans  la  turbine  representee  symboliquement  ci-dessous 
(doc.  4),  le  gaz  entre  a la  pression  p , a la  temperature  T , 
echange  avec  les  pales  de  la  turbine  un  travail  w par  unite 
de  masse,  et  sort  detendu  a la  pression  p'  et  la  tempera- 
ture r . 

La  turbine  est  parfaitement  calorifugee  et  fonctionne  en 
regime  permanent:  les  debits  massiques  de  gaz  a l’entree 
et  a la  sortie  sont  identiques  et  le  systeme  constitue  du  gaz 
contenu  dans  la  turbine  a une  energie  interne  constante. 


T — 

Doc.  4 

9 • Par  analogie  avec  l’experience  de  Joule-Thomson,  ou 
en  effectuant  un  bilan  energetique  tenant  compte  des 
echanges  de  matiere  et  du  travail  des  forces  de  pression,  a 
l’entree  comme  a la  sortie,  montrer  que  w represente  la 
variation  d’enthalpie  massique  du  gaz  entre  l’entree  et  la 
sortie  de  la  turbine. 

10  • En  supposant  reversible  la  detente  du  gaz  (de  mernes 
caracteristiques  qu’a  la  question  7)),  calculer  T ' et  w. 

1 1 • Le  fonctionnement  de  la  turbine  est  en  fait  irreversi- 
ble et  on  appelle  w ' le  travail  massique  reel  echange  entre 
le  gaz  et  les  pales  de  la  turbine. 

Quelle  est  l’inegalite  verifiee  par  Iwl  et  Iw'l?  En  dedui- 
re  une  definition  du  rendement  77 2 de  la  turbine  et  calcu- 
ler la  temperature  reelle  T " en  sortie  de  turbine. 

Partie  B 

Les  divers  elements  precedemment  etudies  font  partie  du 
systeme  de  propulsion  d’un  cargo  represente  page  suivante 
(doc.  5)  : 


2: 
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EXERCICES 


Machines  thermiques 


refrigerant 


echangeur 


Doc.  5 


Ce  systeme  comprend : 

• un  refrigerant ; 

• un  echangeur ; 

• deux  compresseurs : basse  pression  (BP)  et  haute  pres- 
sion  (HP) ; 

• deux  turbines  BP  et  HP ; 

• deux  chambres  de  combustion  qui,  a pression  constante, 
elevent  la  temperature  du  gaz. 

Le  gaz  suit  le  trajet  1,  2,  10  et  les  seules  variations  de 

pression  sont  dues  aux  compresseurs  et  aux  turbines. 

ft  ft 

Les  deux  turbines,  enfin,  sont  telles  que  — = — . 

P-j  ft 

Le  tableau  incomplet  represente  ci-apres  indique  les 
caracteristiques  connues  du  gaz  a chacune  des  etapes  du 
circuit. 


p (Pa.  10s) 

T (K) 

points  du  circuit 

1 

283 

1 

2 

215 

300 

3 

4 

5 

5,7 

943 

6 

7 

955 

8 

9 

1 

10 

12  • En  utilisant  les  resultats  de  la  partie  A,  completer  le 
tableau : 

• dans  le  cas  ideal  de  fonctionnement  reversible  de  tous  les 
elements ; 

• dans  le  cas  reel  irreversible. 

Donnees : r = 287  J . K ~ 1 . kg~ 1 ; 
cp  = 1 000  J.  K~' . kg^1;  e = 0,80; 

771  = 0,86 ; 772  = 0,88;  7=1,4. 

13  • Calculer  les  chaleurs  et  les  travaux  massiques 
echanges  dans  les  differentes  etapes  du  systeme : 

• w 22  et  vt’34  pour  les  compresseurs ; 

• w’67  et  w’89  pour  les  turbines ; 

• <756  et  <778  pour  les  chambres  de  combustion. 

14  • Definir  et  determiner  litteralement  et  numerique- 
rnent  le  rendement  global  rjg  du  systeme  de  propulsion. 
On  desire  obtenir,  au  niveau  de  l’helice,  une  puissance  de 
3 000  kW. 

Calculer  alors  le  debit  massique  d du  gaz  dans  son  cir- 
cuit. 
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Conseils 


EXERCICES 


rt 


Machines  thermiques 


1)  Etudier  le  transfert  thermique  entre  une  masse  dm 
de  gaz  et  une  masse  d»?o  d’eau. 

Remarquer  que  1’evolution  est  isobare. 

2)  Effectuer  un  bilan  energetique  et  un  bilan  entro- 
pique  sur  le  systeme  constitue  de  deux  masses  dm 
parcourant  chacune  une  canalisation. 

3)  Resoudre  le  systeme  de  la  question  precedente  et 
garder  la  solution  qui  correspond  a un  echange  ther- 
mique entre  les  canalisations. 

4)  II  faut  tenir  compte  de  l’entropie  creee  au  cours  de 
1’evolution  des  deux  masses.  Reflechir  a la  significa- 
tion physique  du  resultat. 

5)  Reflechir  a la  signification  de  la  definition  de  e . 
Comment  definir  alors  e'  pour  1’ autre  canalisation? 
Que  penser  du  resultat  e = e'  ? 


6)  II  s’agit  d’un  ecoulement  de  fluide  dans  un  element 
de  machine  thermique : que  vaut  Ah  ? 

7)  Quelle  loi  appliquer  pour  une  isentropique  de  gaz 
parfait  ? 

8)  Exprimer  w’  en  fonction  de  T " puis  en  fonction 
de  T . 

9)  Cf.  la  question  6). 

10)  Cf.  la  question  7). 

11)  Cf.  la  question  8). 

12)  II  faut  utiliser  tous  les  resultats  precedents. 

13)  Comment  relier  ou  Wjj  a A/?,y  pour  une 

transformation  i j ? 

14)  Quel  est  le  gain  energetique  de  1’ installation? 
Dans  quels  elements  se  fait  la  depense  energetique  ? 
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Corriges 


C9  Cycle  de  Stirling 

Soit  ici : 

812 = 

§ =^1" 

(^) 

1 • En  utilisant  le  caractere  isochore  ou  isotherme  des  diffe- 

(\7  \ 

rentes  transformations,  on  peut  completer  le  tableau  de 
l’enonce,  sachant  que  la  quantite  de  matiere  de  gaz  qui  par- 

et: 

834 = 

-f  RT^ 

V min  / 

court  les  cycles  est : 
n = 


H = 3,45. 10“2  mol. 
M 


etat 

P (bar) 

V (dm3) 

T(  K) 

0) 

40 

0,08 

1 116 

(2) 

3,72 

0,86 

1 116 

(3) 

1 

0,86 

300 

(4) 

10,75 

0,08 

300 

Le  trace  s’effectue  avec  une  machine  graphique : 


Le  cycle  est  parcouru  dans  le  sens  horaire ; il  est  done  moteur. 

2 • Les  travaux  mis  en  jeu  ne  sont  ici  que  des  travaux  de  for- 
ces pressantes ; pour  les  evolutions  isochores,  W = 0 . Ainsi, 
AU  = Qv  . Or,  l’energie  interne  d'un  gaz  parfait  ne  depend 
que  de  T et  la  premiere  isochore  fait  passer  le  gaz  de  T\  a T2 
tandis  que  la  deuxieme  le  ramene  de  T2  a T\  . Les  variations 
d’energie  interne  sont  opposees  et  les  echanges  thermiques 
aussi. 


3 • Le  rendement  s’ecrit: 
P 


gam  energetique 
depense  energetique 


^cycle 

Q\2 


En  effet,  seuls  £>12  et  Q\\  sont  positifs,  mais  (?23  est  regene- 

ree  et  annule  la  depense  de  1’ isochore  4 *•  1 ; seul  £>12  est 

a considerer  pour  les  depenses  energetiques. 

II  ne  reste  plus  qu’a  obtenir  012  et  Q34  a 1’ aide  dubilan  ener- 
getique : 

834 

W^cycle  = - (812  + 834)  et  finalement  p = 1 + ^ . 

Pour  une  evolution  isotherme  de  gaz  parfait,  AU  = 0 , 


soit: 


Q = -W=  ||  RT  In 
^ M 


1 final 
1 initial/ 


1 - I2  = 0,73  . 


4 • On  retrouve  l’expression  du  rendement  d’un  moteur  de 
Carnot : les  echanges  thermiques  isochores  sont  internes  a la 
machine  et  n’interviennent  pas  dans  les  bilans  energetiques  et 
entropiques,  aussi  le  rendement  de  ce  moteur  reversible 
decoule-t-il  effectivement  des  egalites : 


H'cycle  - “ (8l2  + 834)  et 


812  634  =f) 

r,  t2  - ’ 


ce  qui  permet  de  demontrer  le  theoreme  de  Carnot. 
Remarque : Ce  rendement  theorique  est  inaccessible,  un 
regenerateur  parfait  etant  impossible  a concevoir. 

& Cycle  de  Diesel 

1 • 


2 • La  depense  d’energie  correspondant  a la  chaleur  four- 
nie  par  la  combustion  est  egale  a l’echange  thermique 
Qbc  ■ Les  phases  AB  et  CD  etant  adiabatiques,  le  bilan 
energetique  du  cycle  s’ecrit : 

AU  = 0 = W+Qbc  + Qda  ■ 

On  en  deduit  le  rendement : 

- W . Qda 

p = = 1 + 

Qbc  Qbc 

BC  etant  isobare  et  DA  isochore,  on  exprime  les  trans- 
ferts  thermiques  en  fonction  des  temperatures : 

Qbc  = n CPi  m(Tc  - TB ) et  QDA  = n CVj  m{TA  - TD) 

, Td  - Ta 

p=  1 • 

7(TC-Tb) 

II  reste  a determiner  les  temperatures. 

A et  B etant  sur  une  isentropique : TA  = TB  a1  “7. 
Comme  PB  = PC\  Tc  = bTB 
C et  D etant  sur  une  isentropique : 7Y>  = Tn  — 

D’ou:  Td  = Tb  W ax~y . ^ b 
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CORRIGES 


Machines  thermiques 


On  en  deduit  le  rendement  en  fonction  de  a et  b : 

(by-  1)  1 


p=  1 - 


y(h  - 1)  &y  1 


A b fixe,  r est  une  fonction  croissante  de  a qui  tend 
vers  1 pour  les  grandes  valeurs  de  a . Le  rendement  aug- 
mente  avec  le  taux  de  compression  a . 


3 • p = 0,60  ; Tb  = Ta  20°’4  = 994  K; 

Tc  = 2,98. 103  K;  TD  = 1,40.103  K . 

A la  temperature  7^  , le  carburant  s’enflamme  spontane- 
ment.  Si  celui-ci  etait  present  des  le  debut  de  la  compres- 
sion, il  s’enflammerait  avant  d’atteindre  le  point  B . 

Ce  procede  permet  d’utiliser  des  valeurs  elevees  du  taux 
de  compression  a et  done  d’augmenter  le  rendement  theo- 
rique. 

Dans  un  moteur  a essence,  le  carburant  est  present  des 
l’admission,  ce  qui  limite  le  taux  de  compression  et  done 
le  rendement. 

^atm  V A , ,.4,  j,  . 

n = est  la  quantite  d air  contenue. 

RTa 

Qi  = Patm  Va  — — (Tc  - Tb)  = 4,63  kJ  . 

Ta  r- 1 

Pour  un  cycle : I W \ = p Q\  = 2,8  kJ 

La  duree  d’un  cycle  est  T = 1/3600  mn  = 1/60  s . 

La  puissance  est  done : S'  = — = 1,7. 102  kW  . 

Pour  un  cycle  reel,  la  puissance  fournie  par  le  moteur  est 
environ  deux  fois  plus  faible. 


€>  Refrigerateur  a absorption 


On  peut  resumer  les  echanges  thermiques  que 
subit  le  fluide  parcourant  le  refrigerateur  par  un  schema : 


• Le  bouilleur  fournit  un  transfer!  thermique  go  (go  > 0)  au 
systeme  fluide  de  la  machine : e’est  le  « prix  » energetique  du 
fonctionnement. 

• En  s’evaporant,  le  fluide  re§oit  le  transfert  thermique  g2 
(g2  > 0)  de  la  part  de  la  source  froide,  V evaporateur,  e’est- 
a-dire  de  l’interieur  du  refrigerateur:  il  s’agit  done  du  gain 
energetique  de  la  machine. 

• Dans  le  condenseur,  le  fluide  cede  une  energie  thermique ; 
le  fluide  regoit  done  le  transfert  thermique  gj  negatif  de  la 


part  du  condenseur;  celui-ci  est  perdu  dans  le  milieu 
ambiant : il  ne  faut  pas  le  prendre  en  compte  dans  1’evaluation 
de  l’efficacite.  n 

L’efficacite  de  ce  refrigerateur  est  done  e = n . 

Sur  un  cycle,  le  bilan  energetique  applique  au  fluide  parcou- 
rant les  differents  organes  de  la  machine  s’ecrit: 

AU  = 0 = go  + gi  + Q2  • (1) 

Le  bilan  entropique  sur  le  meme  systeme  est : 

AS  = 0=  ^+&  + <k  + Sf>ae6e, 

lo  h h 


soit: 


9o  + <k  + <k^0 

To  T,+T2 


L’efficacite  maximale  sera  obtenue  pour  une  machine  fonc- 
tionnant  reversiblement,  soit  pour  5^Creee  = 0 °u : 


Qo +9±  + ® 2 


To 


t2 


■ 0 . 


(2) 


En  regroupant  (1)  et  (2),  on  obtient : 

r2(r0-7j) 

“ Wi-fy  ' 

Remarque : On  peut  aussi  dissocier  la  machine  tritherme  en 
un  moteur  ditherme  fonctionnant  entre  Tq  et  T\  dont  le  tra- 
vail alimente  une  machine  frigorifique  fonctionnant  entre  T\ 
et  T2  ■ 


Le  rendement  du  moteur  est  1 - — f et  /’  efficacite  de  la 

t ; Jo 

machine 


TlMT2 


L' efficacite  de  la  machine  ainsi  modelisee  est: 


1 -7H 

Jot 


T2 


Tx-Ti) 


ce  qui  correspond  au  resultat  ci-dessus. 


O Temperature  maximale 
d'un  systeme  isole 

L’ ensemble  sources  + machine  est  isole : 

ALtotal  = 0 = A(/mac));ne  + AU sources  . 

La  machine  n’effectue  pas  de  cycles  au  sens  strict,  car  la  tem- 
perature des  sources  evolue  lentement. 

Toutefois,  si  on  neglige  la  capacite  thermique  de  la  machine 
devant  celle  des  sources,  on  peut  negliger  Af/machine  pour  un 
nombre  entier  de  pseudo-cycles. 

Il  reste : 

At/sources  = 0 = C (T)  - 7’i0)  + C (T2  - T2o)  + C(T3- 730) . 
D’ou:  Tj  + L2  + 7’3  = T10  + 7’2o+ 7’3q. 

De  plus . ASsources  + A,Smac|nne  ^ 0 . 

Soit,  pour  un  nombre  entier  de  cycles : 

AAsources  ::  0 . 

Ti  To  To 

C In  — — + C In  — — + C In  — — 5s  0 . 

T10  T2q  T30 

Dans  le  cas  limite  de  la  reversibilite,  on  a alors : 

TiT2T3  = Tl0  T20  L30. 


292 
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CORRIGES 


On  suppose  T3  extremal: 

dT\  d T2 

dT3  = 0,  d’ou  + dT2  = 0 et  + = 0, 

T’t  t2 

soit  T\=Tt  . 

T3  est  done  solution  de  L equation. 

T3mm  (T’lO  + T20  + T30  + r3max)2  = 4 Tl0  720  T30  > 
d’ou:  T3  = 330  K,  77  = 73  = 135  K . 

La  source  de  temperature  T3  peut  etre  consideree  comme  la 
source  chaude  d’une  pompe  a chaleur.  Le  travail  peut  lui  etre 
fourni  par  un  moteur  ditherme  fonctionnant  entre  les  deux 
autres  sources  qui  cessent  de  fonctionner  lorsque  T\  = T3  ■ 
Remarquons  que  ce  resultat  aurait  ete  identique  si  nous 
avions  choisi  T\  ou  T3  : 

r2max  ^10  + r20  + T30  + r2max)2  = 47’10  7'2o  T30  . 


o Moteur  a vapeur 


1 • On  indique  sur  le  graphique  ci-apres,  les  diverses  isoba- 
res  et  les  domaines  d’existences  des  phases. 


• En  A , le  fluide  est  entierement  sous  phase  liquide,  done 
*V,A  = 0 • 

• En  B , le  fluide  est  entierement  sous  phase  vapeur,  done 
XV,B  = 1 • 

On  appelle  xyE  la  fraction  de  masse  du  systeme  dans  la 
phase  vapeur  en  C ; l’entropie  etant  une  grandeur  extensive, 
on  a: 


sc  = sB  = Xy  c SF  + (1  ~xV,c)  SE  - ce  411*  donne: 


XV,C  = 


SC~SE 

Sf-SE 


— , xYC  = 0,787. 
FE 


Machines  thermiques 


On  appelle  xyj)  la  fraction  de  masse  du  systeme  dans  la 
phase  vapeur  en  D;  l’entropie  etant  une  grandeur  extensive, 
on  a: 

SD  = sa  = X\,D  SF  + (1  - *v,d)  sE  . ce  qui  donne : 


xv,D  ~ 


sp  -se 
sF-sE 


DF 

— , xVD=  0,205. 
FE 


2 • On  a deja : 

uA  = 7,60. 102  kJ.kg-1 ; uB  = 2,58. 103  kJ.kg”1 ; 
hA  = 7,82. 102  kJ.kg”1 ; hB  = 2,77. 103  kJ.kg”1 . 

L’energie  interne  et  l’enthalpie  sont  des  grandeurs  extensives, 
done: 

UC  = X\C  UF  + (1  - Xyc)  UE 

= 0,787 . 2,43. 103  + 0,213 . 1,67 . 102 
= 1,95. 103  kJ.kg”1; 

UD  = Xyp  Uf,  + (1  - XyD)  UE 

= 0,205 . 2,43 . 103  + 0,795 . 1,67 . 102 
= 6,31. 102  kJ.kg”1 . 
hc  = xw,c  hE  + (l  — xy  C)  hE 

= 0,787.2,56. 103  + 0,213 . 1,67. 102 
= 2,05. 103  kJ.kg”1; 
hp  = xyD  hp  + (1  - xy  D)  hE 

= 0,205.2,56. 103  + 0,795. 1,67. 102 
= 6,58. 102  kJ.kg”1. 


3 • Transformation  AB 

La  transformation  se  fait  a pression  constante,  done : 

HAB  = h ~ hA  = 2,77 . 103  - 7,82 . 102  = 1 ,99 . 103  kJ . kg“ 1 . 
La  variation  d’energie  interne  massique  est  egale  a: 
uB  -uA  = 2,58. 103  - 7,60. 102  = 1,82. 103  kJ.kg-1 . 

L’ application  du  premier  principe  donne : 

wAB  = uB  - uA  - qAB  = 1,82 . 103  - 1,99 . 103 
= - 0,17. 103  kJ.kg-1 . 


Transformation  BC 

La  transformation  est  adiabatique,  done : 

9^  = 0 kJ.kg-1 . 

La  variation  d’energie  interne  massique  est  egale  a: 
uc-uB=  1,95. 103-  2,58. 103  = - 0,63. 103  kJ.kg-1 . 
L’ application  du  premier  principe  donne : 

WBC  = UC  - iiB  = - 0,63. 103  kJ.kg-1  . 


Transformation  CD 

La  transformation  se  fait  a pression  constante,  done : 
cicp  = hp  - hc  = 6,58 . 102  - 2,05. 103  = - 1,39. 103  kJ . kg- 1 . 


transformation 

Au  (kJ . kg-1) 

Ah  (kJ . kg  3) 

As  (kJ . kg  ') 

w (kJ . kg-1) 

q (kJ . kg-1) 

T.As  (kJ.kg  3) 

AB 

+ 1,82. 103 

+ 1,99. 103 

+ 4,45 

- 0,17. 103 

1,99. 103 

+ 2,01 . 103 

BC 

- 0,63 . 103 

- 0,72. 103 

0 

- 0,63 . 103 

0 

CD 

- 1,32. 103 

- 1,39. 103 

-4,45 

+ 0,07. 103 

- 1,39. 103 

- 1,39. 103 

DA 

+ 0,13 . 103 

+ 0,12. 103 

0 

+ 0,13 . 103 

0 

cycle  complet 

0,00. 103 

0,00. 103 

0,0 

- 0,60. 103 

0,60. 103 
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Machines  thermiques 


La  variation  d’energie  interne  massique  est  egale  a : 
uD  -uc  = 6,31  • 102  - 1,95. 103  = - 1,32. 103  kJ.kg-1 . 
L’ application  du  premier  principe  donne : 

wqd  — u i)  — uq  — c[qd  — — 1,32 . 103  + 1,39 . 103 
= - 0,70. 103  kJ.kg-1 . 


Transformation  DA 

La  transformation  est  adiabatique,  done : 
qDA  = OkJ.kg-1  . 

La  variation  d’energie  interne  massique  est  egale  a : 
uA  -Ud  = 7,60. 102  - 6,31 . 102  = - 0,13 . 103  kJ.kg-1 . 

L’ application  du  premier  principe  donne : 

wda  = uA  - i<d  = ~ 0, 13 . 103  kJ . kg- 1 . 

On  regroupe  les  divers  resultats  dans  le  tableau  ci-dessus. 
(Ces  diverses  grandeurs  sont  a multiplier  par  M , la  masse  de 
fluide  utilise.) 


Remarque : On  verifie  divers  resultats  attendus : 

Au  cours  d’un  cycle  : Au  = 0 (done  wtotai  + iytotai  = 0)  ; 
Ah  = 0;  As  — 0 . 


4 • Le  rendement  de  ce  cycle  est  egal  au  travail  recupere  sur 
l’energie  depensee,  ce  qui  donne : 

= soit  ri  = MW  = Ml  = o,30  . 

Qab  Qab  L99 

Examinons  un  cycle  de  Carnot  fonctionnant  reversiblement 
entre  les  deux  memes  sources  de  chaleur  a temperature  T a et 
TC  (Ta  > T(f)  . Ce  cycle  est  constitue  aussi  de  deux  isother- 
mes  ( AB  et  CD)  et  de  deux  isentropiques  ( BC  et  DA)  . 

La  variation  d’energie  interne  du  fluide  sur  le  cycle  est  nulle, 
soit : W + Qab  + Qcd  = 0 • 

La  variation  d’entropie  du  fluide  etant  nulle  au  cours  du 
meme  cycle,  soit : 

AS  = 0 = S^echange  + '^creee  > 

l’entropie  d’echange  avec  les  sources  de  chaleur  ideales 

, CD  Qab  Qcd 

donne . ^echange — . I . > 

lA  tC 


la  transformation  subie  par  le  fluide  etant  reversible : 


•^crcce  — 0,  ainsi . 


Qab  Qcd 
Ta  + Tc 


= 0. 


Le  rendement  est  defini  par : 

- w Qab  + Qcd  , Qcd 
rj  = = = 1 + 

Qab  Qab  Qab 


Tc  313 

= 1 = 1 - — = 0,31  . 

Ta  453 

Les  rendements  sont  equivalents,  car  on  est  en  presence  d’un 
cycle  de  Carnot.  L’ecart  (0,31-0,30  = 0,01)  s’explique  par 
la  precision  des  diverses  donnees  numeriques. 


{3  Etude  thermodynamique 

drun  complexe  piscine-patinoire 

A • Par  definition  des  chaleurs  massiques,  C(-  = wz,  c,-: 


Cl 

8,360. 109J.K-‘ 

Cl 

1,045. 109  J.K-1 

C\ 

0,523. 109J.K-> 

B • 1 a.  La  pompe  a chaleur  fonctionne  entre  les  deux  sour- 
ces de  temperatures  Ti(t)  et  72(0 ; le  fonctionnement  etant 
reversible,  l’application  du  deuxieme  principe  au  systeme 
fluide  qui  circule  dans  la  pompe  conduit,  pour  un  cycle,  a 
l’egalite  de  Clausius : 

L\  h 


Or,  chaque  transfert  thermique  se  deroule  a pression  exterieu- 
re  constante,  soit  pour  l’eau  de  la  piscine : 

dtfpiscine  = - 5Qi  , et  d’ autre  part,  d//piscine  = Cjdr,  , 
et  pour  l’eau  de  la  patinoire : 

d^patinoire  = — 2 el  ^//patinoire  = Cod/?  ■ 


Ces  deux  relations  donnent  l’equation  differentielle  suivante : 

ClM+C,.M=0. 

r,  t2 


b,  L’integration  conduit  a : 


r \ (0  „ . 

Ciln-L-  + C2ln 


^=0. 


en  tenant  compte  des  conditions  initiales. 


c.  Lorsque  T2  = Tq  et  T\  = 7^  , en  rempla9ant  dans  la  rela- 
tion precedente,  on  obtient : 


7-3  = 7) 


L’application  numerique  donne  Tt,  = 280,87  K . 

Le  fluide  a reiju  de  la  part  du  milieu  exterieur  un  travail : 
W\=-[Q[  + Qt]  puisque  pour  chaque  cycle : 
dU  = 8W  + 80i  + 502  et  dU  = 0 . 

Or,  8Qi  = -CjdTi  soit,  0 1 = - C \ (7 3 - 7’, ) et 
02  = - C2  (Tq  - Tj) ; en  definitive : 

Wl  = Ci(73-7i)  + C2(7b-7j). 

L’application  numerique  conduit  a W\  = 115  MJ  . 

2 • On  reprend  l’egalite  de  Clausius : 

‘\  h 

a partir  de  l’instant  ?g  ouT2  = Tq  et  T\=Tt,  . 

Alors  50i=-Cid7i  mais  502  = dnz2Z.  , puisque  le  chan- 
gement  d’etat  se  fait  a pression  constante  et  en  considerant 
qu’a  chaque  cycle  une  masse  dm2  d’eau  liquide  se  transforme 
en  solide.  Soit: 
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cidri 

T 


Ldm-, 

~x 


= 0 ; 


l’integration  a partir  de  l’instant  conduit  a: 


r4  = r3exp 


(m  2l\ 

ra)  ■ 


L’ application  numerique  donne  P4  = 291,33  K . 

Le  calcul  de  W2  se  fait  par  application  du  premier  principe 
au  fluide  suivant  le  meme  calcul  qu’a  la  question  1)  c) : 

W2  = Cl(T4-T3)-m2L- 
soit:  W2  = 3,95 . 103  MJ  . 


3 • a.  Pour  cette  partie,  le  raisonnement  est  le  meme  qu’a  la 
question  1)  c),  en  remplagant  C2  par  C2  et  en  integrant  sur 
T\  entre  T4  et  T3  et  sur  T2  entre  Tq  et  P2  = 263  K: 


= 0, 


soit: 


t5  = t4 


T5  = 292,02  K . 


Le  travail  s’exprime  comme  a la  question  1)  c) : 


w3  = Ci(r5  - r4)  + c2(t2  - r0) ; w3  = m mj  . 


b.  Pour  amener  l’eau  de  la  piscine  directement  de  T,  a T3  , 
il  faut  fournir  W4  = C\(T$  - Tj);  soit  W4  ~ 1,00. 10s  MJ  . 


c.  Le  travail  total  fourni  au  fluide  est  : 

Wj  = W\  + W2  + W3  = 4,52 . 103  MJ; 
cette  quantite  ne  represente  que  4,5  % de  l’energie  W4  qu’il 
aurait  fallu  foumir  a l’eau  par  chauffage  direct. 

La  puissance  etant  constante,  Wx  + W2  + W3  = SPr,  soit: 

T=  226  000  s = 6 h 17  min. 


Attention:  les  applications  numeriques  peuvent  conduire  a 
des  valeurs  tres  differentes  selon  le  nombre  de  chiffres  signi- 
ficatifs  utilises  dans  les  calculs. 

Dans  le  calcul  de  w3  , la  valeur  de  T$  - T4  passe  de  1 K a 
0,7  K selon  que  les  temperatures  ont  ete  calculees  avec  3 ou 
4 chiffres. 

L’erreur  relative  sur  le  resultat  est  de  30  % dans  le  premier  cas. 
Remarque : La  performance  d'une  installation  reelle  est  net- 
tement  moins  bonne,  en  raison  des  irreversibilites. 


Cl  Etude  drune  pompe  a chaleur 

A • 1 En  raisonnant  sur  une  tranche  de  fluide  de  masse  dm  , 
passant  de  la  partie  amont  (T2,P2)  a la  partie  aval  ( T3,P\ ) 
du  compresseur,  on  obtient,  en  negligeant  la  variation  d’ener- 
gie  cinetique  et  la  variation  d’energie  potentielle  de  cette 
masse : 

dU  = 5JLm  + depression  + • 

En  regime  permanent,  si  u(P , 7),  v(P,  T)  et  h(P,  T) 
represented  l’energie  interne  massique,  le  volume  mas- 
sique  et  l’enthalpie  massique  du  fluide,  on  peut  ecrire  (voir 
1 ’etude  de  la  detente  de  Joule-Thomson)  : 
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d U = d m[u(T3,  Px)  - u(T2,  P2) ] 

Session  = dm  [+  Px  v((T3,  Pf)  - P2  v(T2,  P2)] 
u(T3,  Pi)  - u(T2,  P2)  = 

W’m  + p 1 v(T3,  Px)  - P2  v(T2,  P2)  + q . 
Nous  en  deduisons  la  relation : 

Ah  = wm  + q . 


2 • La  relation  du  texte,  qui  n’est  autre  que  la  loi  de  Laplace, 
et  la  loi  des  gaz  parfaits  conduisent  a : 

1-7 
P,  7 

T3  = T2\yj  , soit  T3  = 319  K. 

Pour  un  gaz  parfait : 

Ah=  ™ r7  ] R(T3-T2),  et  0 = 0. 

AM.:  Ah  = 26,5  kJ.kg”1  = W . 


3 • La  variation  d’entropie  AS  d'une  masse  m de  gaz  par- 
fait entre  deux  etats  ( T2,P2 ) et  (T3,  Pi)  s’ecrit: 


soit  As  = 0 . Ce  resultat  ne  doit  pas  surprendre  puisque  la 
relation  polytropique  du  texte  n’est  autre,  comme  on  l’a  deja 
signale,  que  la  loi  de  Laplace  qui  s’applique  a une  evolution 
isentropique. 


Remarque : Si  revolution  etait  adiabatique,  mais  non  rever- 
sible, la  variation  d’entropie  serait  positive  puisque  I’entro- 
pie  d’echange  est  nulle  pour  une  adiabatique : 


AS-- 


,y  creee  yl  ■ 


4 • a.  On  reprend  l’expression  du  A.  3)  dans  le  cas  general: 


soit  pour  une  evolution  a pression  P = Pq  constante : 


A1”®' 

Numeriquement,  en  usi : 

T=T0  exp  (1,735 . 10“3(s  - s0  (P0 , P0)))  ■ 

L’isobare  P2  se  deduit  de  l’isobare  Pj  par  translation : en 
effet,  seule  change,  dans  l’expression  de  T , la  constante 
*o  (To  . Pi)  qui  devient  s0(P0 , Pi)  ■ 

Pour  une  meme  temperature,  le  fluide  est  plus  ordonne  pour 
une  pression  plus  grande,  done  l’isobare  Px  est  au-dessus  de 
l’isobare  P2: 

s(P2,P1)<s(P2,P2). 


b.  Dans  le  cas  reversible  de  la  question  A.  2) : 

s(T 2 , P2)  = s(T3,P i)  , et  la  transformation  est  representee  par 

une  verticale. 

Pour  evaluer  wm  = Ah  , on  peut  choisir  le  chemin ; or  on  sait 
que: 

h(T2,P1)  = h(T2,P2) 

car  h ne  depend  que  de  T pour  un  gaz  parfait,  et : 

H'm  = h(T3,  P,)  - h(T2,  P2)  = h(T3,  Pi)  - h(T2,  Pf)  . 
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(Typ  i 

h(T3,Pl)-h(T2,Pl)  = TdS  . 

Jt2,p1 

wm  correspond  done  a l'aire  situee  sous  l’isobare  P = P\  . 


B • 1 Les  deux  transformations  successives  se  font  de  manie- 
re  isobare. 

• pour  le  refroidissement : 

qn  = Ah  = hgw(Jx)  - h&z{T2) 

- m r-i  (r,-r3)=-8kj.kg-' ; 

• pour  la  liquefaction : 

qn  = sh=-  Lv(Ti)  = - 175  kJ . kg-1 , 

<?i  = <7n  + <712  = — 183  kJ.  kg-1  . 


2 • La  variation  d’entropie  se  calcule  en  deux  etapes : 

• pour  le  refroidissement  isobare : 

4s"  = ®Al"(5H26,'K"l'kg"l; 

• pour  le  changement  d’etat: 

L (T  ) 

A.V12  — — — - 574  J.  K-1 . kg-1  . 

1i 

A.V[  = A.s’n  + Asi2  = - 600  J.  K_1 . kg-1  . 


C • 1 On  reconnait  une  detente  de  Joule-Thomson : revolu- 
tion est  adiabatique  sans  echange  de  travail  utile. 

2 • Ah  = 0 et  : 

A/t  = /t final  - initial  = X(ht(T2)  + Xvhv(T2)  ~ h((TX)  , 
soit  en  tenant  compte  de  xv  + X(  = 1 et  xv  = x , 

0 = x(hv  (T2)  - h((T2))  + ( ht(T2 ) - ht(Tx))  , or 
{hv  (T2)  - h((T2))  = Lv(T2)  et  he(T2)  - he{T{)  = ce(T2  - T\) , 
Co  (71  - 7j) 

en  definitive,  x = - - =0,215. 

Lw(T2) 


3 • On  separe  la  transformation  en  deux  etapes  pour  profiter 
du  caractere  de  fonction  d’etat  de  j : 

IT j 

• refroidissement  du  liquide : A.r2i  = Cf  In 


• changement  d’etat : A^22  = x 


t2 


UT2) , 


soit : As2  = A.S21  + A.r22  = 8,5  J.  K 1 . kg  1 . 


D • 1 II  y a ici  vaporisation  isobare  de  (1  -x)  kg  de 
freon,  done  q2  = (1  -x)Lv(T2)  = 161  kJ.  kg-1 . 

2»As3=  ^Ly(T2)  = 589,5  J.K"1.  kg"1  . 

L2 

On  verifie  qu’aux  erreurs  d’arrondis  pres,  le  bilan  entropique 
du  cycle  est  bien  nul. 

E • 1 Le  travail  massique  fourni  au  systeme  freon  est  au  cours 
de  la  compression:  W = 26,5  kj.kg-1  . Le  rendement 

electromecanique  du  moteur  est  de  r = 0,8  , done  la  depense 
energetique  massique  est : 

r\r  c 

D = -Q-jj-  = 33,1  kJ.  kg-1 . 

Le  gain  correspond  a la  chaleur  cedee  a la  source  chaude,  soit 

q\ 

- q \ . L’efficacite  est  e = = + 5,53  . 

D 

2 • L’efficacite  d’un  chauffage  electrique  vaut  1 (effet  Joule), 
d’ou  l’interet  theorique  du  dispositif  de  chauffage. 

F • 1 Le  bilan  enthalpique  du  cycle  est,  comme  pour  s,  nul  aux 
approximations  d’arrondis  pres. 


2 • Le  cycle  complet  est  donne  ci-apres. 


© Etude  drun  turbocompresseur 
a gaz 

1 • Chacun  des  deux  fluides  est  en  ecoulement  permanent 
dans  sa  canalisation : la  pression  est  constante  durant 
l’echange  thermique,  on  peut  raisonner  sur  l’enthalpie  de 
chaque  fluide  puisque  d/7  = 8Qp  . 
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Pour  une  masse  dm  de  gaz  passant  de  T2  a Ti, : 
dHg.dz  = d mcP(T3  - T2)  ■ 

D’autre  part,  pour  l’eau  liquide : 

d//eau  = dm0c  (ti  - t0) , 

pour  une  masse  d m9  d’eau  passant  dans  le  meme  temps  de 
1\  a tQ  . Le  bilan  enthalpique  de  l’ensemble  de  ces  deux  sys- 
temes,  pendant  dt , s’ecrit  dH  = 0 puisque  l’ensemble  est 
calorifuge,  soit : 

dwtoc(/i  - ?q)  + d mcp  (T$  - T2)  = 0; 
en  notant  que  dm  = ddt  et  d m9  = Ddt , 


2 • Ici,  lorsqu’une  masse  dm  passe  de  T 4 a T$  danslapre- 
rniere  canalisation,  une  meme  masse  dm  passe  de  T9aTi9. 

• L’ensemble  est  thermiquement  isole  du  milieu  exterieur. 

dtf total  = 0 = d mcp  (T5  - T4)  + dmcp  (T10-T9)  , 
soit:  P5  + T\q  = T4  + T9  . 

• La  variation  d’entropie  de  l’ensemble  est  nulle  puisque  les 

deux  masses  sont  isolees  du  milieu  exterieur  = 0) 

et  que  revolution  est  reversible  (SHcreee  = 0)  • 

Ainsi,  dmcp  In  ( TS  ] + d mcp  In  (-^]  = 0 , 

\ *4/  W9/ 

soit:  T5TW  = T4T9. 


3 • La  resolution  du  systeme  des  deux  equations  obtenues 
a la  question  2 conduit  a : 

Lio  = T4  et  T$  = T9  ou  T5  = T4  et  Pio  = ?9- 
La  seconde  solution  correspond  a des  conduites  parfaite- 
ment  calorifugees,  sans  transfert  thermique. 

La  solution  interessante  est  done  la  premiere.  Une  analyse 
plus  fine  montrerait  que,  en  chaque  point  de  la  tubulure, 
les  temperatures  des  deux  fluides  sont  egales,  ce  qui  cor- 
respond bien  au  cas  limite  de  la  reversibilite.  Nous  retien- 
drons  done  : 

T\o  = T4  et  T5  = T9 


4 • On  aura  toujours  d H = 0 , h^echange  = 0 , mats  5SPcr&e 
sera  positive  et  done  d5  aussi.soit: 


lT^\  lT io\ 

d mcp  In  | + dmcp  In  |-^-j  > 0 . 


l i t9 


> 1 . 


En  supposant  T9>  T4  , on  obtient  grace  a l’egalite : 

T5  + Tiq  = T4  + T9  , qui  est  toujours  verifiee: 

T4  < Tw  et  T$  < T9  . 

Ce  resultat  etait  previsible:  la  creation  d’entropie  correspond 
a une  perte  d’efficacite  du  dispositif. 


5 • L’efficacite  de  la  canalisation  9-10  se  definit  par 
T9  - 71n 

analogie  avec  e:  e'  = d, — ^ • 
l9~  14 

Or  + Tiq  — T4  + T9  et  e — e'  . 

En  fait  l’efficacite  est  definie  comme  le  rapport  entre  la  varia- 
tion d’enthalpie  reelle : 

dmcp(Ts  - T4)  = dmcp(T9  - Tiq  ) , 


Machines  thermiques 


et  la  variation  d’enthalpie  ideale  (transformation  reversible  ou 
T9  = T5  et  L10  = 74): 

d mcp(T9  - T4)  = dmcP(T5  -Ti0), 
les  deux  egalites  provenant  du  caractere  isole  de  l’ensemble, 
il  est  normal  que  l’efficacite  puisse  etre  definie  indifferem- 
ment  par  rapport  a l’une  ou  l’autre  des  canalisations. 


6 • Soit  m la  masse  de  gaz  admise  a chaque  cycle  du 
compresseur.  V represente  son  volume  dans  les  condi- 
tions d’entree  (p,  T)  et  V ' son  volume  dans  les  condi- 
tions de  sortie  (p' , T')  . 

• Aspiration : W \ piston  = — p V (travail  negatif,  car  le  pis- 
ton exerce  sur  le  gaz  une  force  opposee  au  deplacement). 

• Compression  adiabatique : W2  piston  = AU2  ■ 
Refoulement : VL3  pist0n  = + P'V  (positif)  . 

Par  ailleurs,  le  gaz  reste  dans  le  meme  etat  thermodyna- 
mique  pendant  les  phases  d’aspiration  (p,  T)  et  de  refou- 
lement (p',  T').  On  en  deduit  que  AU\  = 0 , soit 
AU  = A U2  . 

Finalement : VLpiston  = AU  + p'V'-  pV  = AH  . 

En  divisant  par  la  masse,  on  obtient  : 
w = Ah  . 


7 • La  compression  est  supposee  isentropique,  comme  le  gaz 
est  parfait  on  peut  appliquer  la  loi  de  Laplace,  et : 

1 -r 


T’  = T[fi)  r 


D’autre  part.  Ah  = cpAT  = 


ry 


7-1 


AT  pour  un  gaz  parfait  et : 


7-1 


1 -r 
r 


1 -1 


8 • Le  travail  massique  regu  par  le  gaz  est  toujours  egal  a la 
variation  d’enthalpie  massique  du  gaz,  mais  cette  fois-ci  entre 
les  temperatures  T et  T”: 

, ry 


7-1 


(7”’-  T); 


d’autre  part  en  utilisant  la  question  precedente : 


ry 


-r 

7 -1 


Vi  77,(7- 1) 

L’identification  de  ces  deux  relations  conduit)  a : 

1-7 


i+„  4 y -1 


77 1 i\p 

9 • Ici,  il  n’y  a ni  transfert  thermique  massique  ni  variation 
d’energie  cinetique  ou  potentielle,  de  sorte  que  le  bilan  enthal- 
pique se  reduit  a Ah  = w , comme  dans  la  question  6)  . 

10*  I'  et  w ont  des  expressions  identiques  a celles  de  la 
question  7),  pour  les  memes  raisons : 


ry 


(7-  1) 


1 - 7 

P\—  _ 
P'J 


et  r=  t[— 


1-7 

7 
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1 1 • Le  travail  massique  reellement  fourni  a la  turbine  par  le 
gaz  est  inferieur,  en  valeur  absolue,  au  travail  reversible : 


w 


Ivr'l  < Iwl  et  77 2 ■ 

Le  meme  raisonnement  qu’a  la  question  8)  conduit  a: 

Itpfr  ,\1 


1 + J72\l 


12  • Le  tableau  ci-apres  regroupe  les  resultats  demandes. 


points 

1 

2 

3 

4 

5 

P (bar) 

1 

2,15 

2,15 

5,7 

5,7 

rev. 

352,2 

396 

744 

T(K) 

283 

300 

irrev. 

363,4 

412,1 

698 

points 

6 

7 

8 

9 

10 

P (bar) 

5,7 

2,4 

2,4 

1 

1 

rev. 

736,5 

744 

396 

T(  K) 

943 

955 

irrev. 

759,5 

769,3 

484 

Pour  les  pressions,  on  a tenu  compte  du  caractere  isobare  des 
evolutions  2-3,  4-5,  5-6,  7-8,  9-10  et  de  la  relation 
= plp&  ■ 

Les  temperatures  se  deduisent  des  differentes  lois  de  Laplace 
et  des  relations  de  la  question  3)  pour  le  cas  reversible.  Pour 
le  cas  irreversible,  il  suffit  d’appliquer  les  resultats  des  ques- 
tions 8)  et  11)  et  de  calculer  75  et  Tig  grace  a l’efficacite. 


13  • Les  transferts  thermiques  et  le  travaux  se  calculent  par 
les  variations  d’enthalpie  correspondantes : 

Ahjj  = qij  ou  A lijj  = Wjj  avec  A hjj  = cp(Tj  -Tj): 


transformation 

12 

34 

56 

67 

78 

89 

rev. 

199 

218 

qij  (kj) 
irrev. 

- 

- 

245 

- 

195 

- 

rev. 

69,  5 

97 

- 207 

- 212 

Wij  (kj) 
irrev. 

81 

113 

- 

- 183 

- 

- 187 

1 4 • Le  travail  utile  que  fournit  le  systeme  est  egal  a - wgg ; 
en  effet,  c’est  la  turbine  qui  permet  le  mouvement  de  l’helice 
et  done  la  propulsion. 

La  depense  correspond  aux  transferts  thermiques  des  cham- 
bres  de  combustion  q 55  + q-j%  . 

Le  rendement  est  le  rapport  entre  les  quantites  precedentes ; 
dans  le  cas  reversible,  ce  rendement  vaut  0,51  et  0,42  dans  le 
cas  irreversible. 

C’est  le  travail  w’89  qui  correspond  a la  puissance  de 
3 000  kW : 2Pd t = - w%g&m  = - wggddt 

Ob  * 

et  d = - — — = 14,2  kg.  s_1  , dans  le  cas  reversible  et 
w89  & 

16  kg.  s-1 , dans  le  cas  irreversible. 
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Reseaux  lineaires 
en  regime  continu 


• Lois  de  Kirchhoff. 

• Moderation  et  caracteristiques  courant-tension  des 
composants  usuels. 

• Representations  de  Thevenin  et  de  Norton  d’un 
dipole  lineaire. 

• Associations  de  dipoles  lineaires. 


LES  PREREQUIS 


• Notions  de  courant  et  de  tension  vues  en  TS. 
Resolution  de  systemes  d ’equations  algebriques. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Equations  algebriques  dans  IR. 


ESSENTIEL 


Representation  des  courants 


et  des  tensions 


• La  tension  Uab  entre  les  deux  points  A et  B d’un  reseau  elec- 
trique  est  egale  a la  difference  de  potentiel  entre  A et  B : 

Uab  = Va~Vb  et  Uba  = - Uab  ■ 

On  represente  conventionnellement  une  tension  par  une  fleche 
(doc.  1).  Dans  ce  cas  : 

U = (potentiel  au  niveau  de  la  pointe)  - (potentiel  au  niveau  de  la  base). 

• Le  signe  de  1’ intensity  du  courant  dans  un  fil  depend  de  1’ orienta- 
tion arbitrairement  fixee  et  materialisee  par  une  fleche. 

Si  le  sens  conventionnel  du  courant  est  celui  de  la  fleche,  alors  l’in- 
tensite  est  positive. 

Si  le  sens  conventionnel  est  oppose  a celui  de  la  fleche,  alors  1’ in- 
tensity est  negative. 


h A 


U i 


U, 


/,  B 


Doc.  1. 

Ui  = UAB  = VA-VB 
U2  = -Ui;I2  = -h 


• Un  dipole  est  represente  en  convention  recepteur  si 
le  courant  qui  le  traverse  et  la  tension  a ses  homes  sont 
representes  par  deux  fleches  de  sens  opposes  (doc.  2). 
Un  dipole  est  represente  en  convention  generateur  si 
le  courant  qui  traverse  un  dipole  et  la  tension  a ses  bor- 
nes  sont  representes  par  deux  fleches  de  meme  sens 
(doc.  3). 

Les  fleches  qui  represented  le  courant  et  la  tension  sont 
definies  arbitrairement.  Leur  sens  ne  prejuge  en  l ien  du 
sens  reel  du  courant  ni  du  signe  de  la  tension. 


I 


U 


Doc.  2.  Dipole  en  convention  recepteur. 


1 


U 


Doc.  3.  Dipole  en  convention  generateur. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


i Puissance  electrocinetique 

En  convention  recepteur,  la  puissance  electrocinetique  re^ue  par  un  dipole  est  : 

3P=  U I. 

Par  consequent,  en  convention  generateur,  la  puissance  ret; ue  par  un  dipole  est : 

SP=-U  I. 


Un  dipole  est  recepteur  si  la  puissance  qu’il  re£oit  est  effectivement  positive. 
Par  consequent,  il  est  generateur  si  sa  puissance  re9ue  est  effectivement  negative. 


4 Lois  de  kirchhoff 

• Loi  des  nosuds  : Pour  un  noeud  donne  (doc.  4)  : 

y £kh = o. 

££  vaut  1 si  le  courant  //.  aboutit  sur  le  nceud  et  - 1 s’il  en 
repart. 

• Loi  des  mailles  : Pour  une  maille  orientee  (doc.  5)  : 

1^  = 0. 

k 

£/.  vaut  1 si  la  tension  U \ est  orientee  dans  le  sens  de  la 
maille  et  - 1 dans  le  cas  contraire. 

Remarque  : Les  lois  de  Kirchhoff,  qui  traduisent  respective- 
ment  la  conservation  de  la  charge  et  I’additivite  des  tensions, 
sont  valahles  quelle  que  soit  la  nature  des  dipoles  consideres. 

Pour  s’entrainer  : ex.  1 


j_, 


/2 

h 

1 — ► 

h 

► — 1 

Doc.  4.  I\-h~h  = 0. 
Ui. 


Doc.  5.  Ul-U2  + U3  + U4  = 0. 


4 Dipoles  lineaires 


Un  circuit  est  lineaire  lorsque  les  relations  entre  courants  et  tensions  s’expriment  par  des  equa- 
tions lineaires  ou  par  des  equations  differentielles  lineaires.  Les  circuits  lineaires  sont  souvent 
d’excellentes  approximations  des  circuits  reels.  4>PoUr  s’entrainer  : ex.  7 et  8 ) 


En  regime  continu  (independant  du  temps),  un  circuit  lineaire 
taires  de  differentes  especes. 

• Resistor 

Pour  ce  dipole,  le  courant  / et  la  tension  U sont  lies  par 
une  relation  lineaire  : 

U = R / ou  I = G U en  convention  recepteur  (doc.  6) 

U = - R I ou  / = - G U en  convention  generateur. 

La  resistance  R est  une  grandeur  constante  caracteristique 
du  resistor.  En  systeme  international,  elle  se  mesure  en  ohm 
(symhole  : Q). 

La  conductance  G est  egale  a Pinverse  de  la  resistance.  En 
systeme  international,  elle  se  mesure  en  siemens  (symhole  : S). 

• Source  ideale  (ou  generateur  ideal)  de  tension 

C’est  un  dipole  qui  impose  une  tension  E a ses  bornes,  quel 
que  soit  le  courant  qui  le  traverse.  E est  la  force  electromo- 
trice  (f.e.m.)  du  generateur  (doc.  7). 


se  decompose  en  dipoles  elemen- 


Doc.  6.  Caracteristique  d’  un 
resistor  en  convention  recepteur. 


Doc.  7.  Caracteristique 
d’ une  source  de  tension. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


• Source  ideate  (ou  generateur  ideal)  de  courant 

C’est  un  dipole  qui  impose  un  courant  I - lj,  quelle  que  soit 
la  tension  entre  ses  bornes.  lj  est  le  courant  electromoteur 
(c.e.m.)  du  generateur  (doc.  8). 

• Sources  independantes  et  sources  liees 

Une  source  est  independante  lorsque  sa  valeur  (f.e.m.  E ou 
c.e.m.  lj)  est  determinee  a priori. 


Une  source  est  liee  (ou  commandee)  lorsque  sa  valeur  est  fonc-  ®oc.  Caracteristique 

tion  d’une  tension  ou  d’un  courant  determine  par  un  autre  ele-  d une  source  d e courant 

ment  du  circuit.  Pratiquement  une  source  commandee  modelise  un  systeme  electronique  comme  un 
transistor  ou  amplificateur. 


i Representation  d'un  dipole  lineaire 


Doc.  9.  Representation  de  Thevenin  Doc.  10.  Representation  de  Norton  d’un 

d’un  dipole  lineaire.  dip3le  uniaire. 


En  regime  continu,  un  dipole  lineaire  quelconque  peut  etre  represente  par  F association  d’un 
resistor  et  d’une  source  ideale.  II  y a deux  representations  equivalentes  pour  un  meme  dipole. 

• Representation  de  Thevenin 

Le  dipole  est  equivalent  a une  source  de  tension  en  serie  avec  un  resistor.  Avec  les  orientations 
du  document  9,  on  obtient  : 

U = E -R  I. 

• Representation  de  Norton 

Le  dipole  est  equivalent  a une  source  de  courant  en  parallele  avec  un  resistor.  Avec  les  orienta- 
tions du  document  10,  on  obtient  : 

I = Tj-G  U. 

• Les  deux  representations  sont  done  equivalentes  si  R G = 1 et  E = R rj. 

Q^Pour  s’entrainer  j_e\.  3 et  4 


i Associations  de  resistors 


• Un  ensemble  de  resistors  est  en  serie  s’ils  sont  tous  traverses  par  le  meme  courant  (doc.  11). 
La  resistance  equivalente  s’obtient  en  ajoutant  les  resis-  / R\ 

tances  : R gq  = \Rk  ■ 


La  tension  aux  bornes  de  l’un  d’entre  eux  s’obtient  par 

Rk 

la  relation  du  diviseur  de  tension  : U^=  U 


U 


1R«- 


R, 


h 

R2 


U2 


Doc.  11.  Trois  resistors  en  serie. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


• Un  ensemble  de  resistors  est  en  parallele  s’ils  ont  tous 
la  meme  tension  a leurs  bornes  (doc.  12). 


La  conductance  equivalente  s’obtient  en  ajoutant  les 
conductances  : 


Geq  = X Gk  ou 

k 


y 


Rk 


u 


R i 


R- 


R? 


Le  courant  qui  traverse  l’un  d’entre  eux  s’obtient  par  la  Doc.  12.  Trois  resistors  en  parallele 


relation  du  diviseur  de  courant  : lk-  l 


Gk 

yc,- 


Gk=  — 

Rk 


^ Pour  s’entrainer  : ex.  2,  5 et  6 


< Loi  des  nceuds  en  termes  de  potentiels 


• II  est  tres  important  de  pouvoir  ecrire  directement  en  termes  de  potentiels  le  courant  traver- 
sant  un  dipole,  puis  d’ecrire  la  loi  des  nceuds  sans  faire  intervenir  les  courants. 


La  resistance  /?2>t  est  ainsi  parcourue  vers  k par 
la  loi  des  nceuds  appliquee  au  noeud  k devient : 


V2  + E2  k 
R2  k 


et  avec  les  conventions  du  document  13, 


^(Vj-Vk  + Bjk 

j V Rjk 


• Dans  le  cas  particulier  simple  (mais  frequent)  ou  les  bran- 
ches qui  convergent  au  nceud  k ne  comportent  que  des  resis- 
tors (sans  sources),  le  potentiel  du  noeud  k est  le  barycentre 
des  potentiels  des  nceuds  voisins,  pondere  par  les  conductan- 
ces des  branches  (relation  de  Millman)  : 


Vk  = 


lGkjVj 

j 


Doc.  13.  Potentiels  de  nceuds. 


II  peut  etre  interessant  d’affecter  arbitrairement  une  valeur  nulle  au  potentiel  d’un  noeud  du 
reseau.  11  devient  ainsi  la  masse  de  ce  reseau. 


• Methode  d'etude  d’un  reseau  electrique 

Pour  un  reseau,  on  peut  ecrire  les  equations  de  nceuds  independantes  qui  permettent  de  deter- 
miner les  potentiels,  puis  les  courants.  II  est  possible  de  resoudre  ainsi  tout  probleme  relatif  au 
reseau.  Cependant,  cette  methode  conduit  rapidement  a des  calculs  tres  lourds  et  il  faut  lui  pre- 
ferer  les  methodes  procedant  par  equivalences  successives,  divisions  de  courant  et  de  tension  et 
superposition. 


i Theoreme  de  superposition 

• En  regime  continu,  l’intensite  dans  un  dipole  est  egale  a la  somme  des  intensites  obtenues  suc- 
cessivement  dans  ce  dipole  en  eteignant  toutes  les  sources  libres  sauf  une. 

II  en  va  de  meme  pour  la  tension  aux  bornes  de  ce  dipole. 

• Eteindre  une  source  de  courant  revient  a la  remplacer  par  un  interrupteur  ouvert. 

• Eteindre  une  source  de  tension  revient  a la  remplacer  par  un  fil. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  continu 

Remarque  : Le  theoreme  de  superposition  ne  pent  s’appliquer  qua  un  reseau  lineaire.  On 
veillera  a ne  pas  V utiliser  abusivement  dans  un  reseau  qui  comporte  un  element  non  lineaire 
(une  diode,  par  exemple). 

CL  Pour  alter  plus  loinj_ex.  9,  10  et  11 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Penser  a ecrire  le  plus  souvent  possible  la  loi  des  noeuds  en  termes  de  potentiels. 

• Les  representations  de  Thevenin  et  de  Norton  sont  deux  representations  differentes  d’un  meme 
generateur. 

• Bien  connaitre  les  lois  dissociation  des  divers  elements. 

• Le  theoreme  de  superposition  ne  peut  s’appliquer  qu’a  un  reseau  lineaire. 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Conseils 


Exercices 


O Application 

des  lois  de  Kirchhoff 

Determiner  les  courants  et  les  tensions  inconnus  dans  le 
reseau  represente  sur  la  figure. 

Les  rectangles  figurent  des  dipoles  quelconques  (avec  ou 
sans  source)  dont  il  n’est  pas  necessaire  de  connaitre  la 
nature. 


Revoir  la  loi  des  mailles  (ou  loi  d’additivite  des  ten- 
sions) et  la  loi  des  nceuds. 

Faire  attention  aux  orientations  et  aux  signes  des  cou- 
rants et  tensions. 


C)  Calcul  de  resistance  equivalente 

Determiner  la  resistance  equivalente  entre  A et  B. 


b. 

6R  -|  2R 


A B 


c. 

A 


R 


R 

R R 

i 

-A  k- 

-A  — 

— 

R 

U 


B 


•3  a)  et  b)  Bien  reperer  les  associations  serie  et  parallele. 
On  pourra  se  souvenir  que  la  resistance  equivalente  a 

deux  resistances  R en  parallele  est  egale  a 


Pour  c)  l’utilisation  des  symetries  permet  de  determiner 
RAP,6q  sans  calcul. 


e Trois  methodes  d'etude 
d'un  reseau  lineaire 

Determiner  le  courant  i en  utilisant : 


a.  la  loi  des  nceuds  (en  termes  de  potentiels) ; 

b.  le  theoreme  de  superposition  ; 

c.  en  replafant  les  deux  generateurs  de  Thevenin  par  les 
generateurs  de  Norton  equivalents. 


A 


Pour  appliquer  la  loi  des  nceuds,  il  faut  affecter  le 
potentiel  nul  a Fun  d’entre  eux  puis  ecrire  des  equations 
qui  ont  pour  inconnues  les  potentiels  des  autres  nceuds. 
Ne  pas  hesiter  a utiliser  des  schemas  equivalents 
intermediaries. 

La  representation  des  generateurs  par  leur  modele  de 
Norton  permet  de  determiner  i par  une  division  de 
courant. 


C)  Recherche  de  la  representation 
de  Thevenin  et  de  Norton 
pour  un  dipole 

Determiner  la  representation  de  Norton  et  la  representation 
de  Thevenin  pour  les  dipoles  lineaires  situes  a gauche  des 
bornes  A et  B. 

a. 

A I 


U 


B 


reseau 

quelconque 
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Conseils 


b. 


E i 


R7 


A I 


U 


B 


reseau 

quelconque 


c. 


Revoir  l’equivalence  entre  les  representations  de 
Thevenin  et  de  Norton. 

On  preferera  la  representation  de  Thevenin  pour  deux 
dipoles  en  serie  et  la  representation  de  Norton  pour 
deux  dipoles  en  parallele. 

II  faudra  parfois  effectuer  plusieurs  equivalences  suc- 
cessives. 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


3 


EXERCICES 


2 • Ecrire  les  equations  de  noeuds  (ou  relations  de  Millman) 
pour  les  noeuds  C et  D en  posant  Va  = 0 et  Vg-  U.  En 
deduire  la  resistance  equivalente  entre  A et  B. 

•3  On  rappelle  que  deux  dipoles  sont  en  parallele  si  leurs 
deux  bornes  sont  communes. 

Pour  un  dipole  qui  ne  contient  pas  de  source  inde- 

pendante  la  resistance  peut  se  definir  par  R = -y-  en 

convention  recepteur.  On  peut  done  tenter  de  calculer 
/ en  supposant  U connue  (ou  l’inverse). 


© Etude  drun  reseau 

par  plusieurs  methodes 

Determiner  les  courants  7i  et  1 2 pour  le  reseau  represente 
sur  le  document. 

On  utilisera  trois  methodes  differentes. 


En  plus  de  la  methode  systematique  qui  consiste  a 
ecrire  TV— 1 equations  de  noeuds  pour  un  reseau  de  N 
noeuds,  quelles  sont  les  methodes  a notre  dispo- 
sition ? On  remarquera  que  le  reseau  contient  plu- 
sieurs sources. 

Pour  ne  pas  avoir  a resoudre  de  systeme  d’equations, 
on  tente  de  se  ramener  a une  maille  unique  par  une 
succession  d’ equivalences. 

Penser  a utiliser  les  diviseurs  (de  courant  et  de  ten- 
sion). 


Calcul  de  resistance 
equivalente 


1 • Peut-on  calculer  la  resistance  equivalente  entre  A et 
B au  moyen  dissociations  serie  et  parallele  ? 


Etude  drun  electrolyseur 

Un  circuit  (doc.  1)  est  realise  par  l’association  en  serie 
d’un  electrolyseur  dont  la  caracteristique  statique  est  don- 
nee  document  2 et  d’un  generateur  : (e  = 4 V,  r = 20  Q ). 

/ 


© 


o 


u 


Doc.  1.  electrolyseur  alimente  par  un  generateur. 

Determiner  le  point  de  fonctionnement  Mde  F electrolyseur. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


Doc.  2.  Caracteristique  statique  de  l’  electrolyseur. 


la  resistance  Rq  = — . Donner  dans  chaque  cas  la 

+ h 

relation  tension  courant  au  point  de  fonctionnement. 

5 • Determiner  la  puissance  P fournie  par  la  diode  en  fonc- 
tion  de  Rq,  Uqq  et  Rq.  Representer  P \ en  fonction  de  R et 
determiner  la  valeur  absolue  de  la  puissance  maximale 
fournie,  Rmax,  en  fonction  de  Uqq  et  Rq.  Pour  quelle  valeur 
de  Rq  obtient-on  cette  puissance  maximale  ? 

p 

6 • On  definit  le  rendement  de  conversion  par  T|  = max  ; 

PL 

justifier  cette  definition;  calculer  numeriquement  Pmax 
ainsi  que  ce  rendement;  commenter  les  valeurs  obtenues. 


^Resistances  d'entree  et  de  sortie 
d'un  quadripole  actif 

Une  photodiode  est  un  composant  opto-electronique  dont 
la  caracteristique  est  fonction  de  la  puissance  lumineuse, 
Pl,  qu’elle  re£oit : 

i(u)  = I0(eulvo  - 1)  - / p,  ou  I0  = 10  pA,  V0  = 26  mV  et 
/p  = kPL,  k = 0,5  A.W^1. 


1)  Comment  est  l’intensite  lorsque  la  diode  fonction- 
ne  en  circuit  ouvert  ? 

2)  Dans  quelles  parties  du  plan  la  puissance  regue  par 
la  diode  est-elle  positive?  negative?  Conclure. 

3)  II  faut  considerer  les  parties  quasi-lineaires  de  la 
caracteristique  reelle  et  faire  les  approximations  les 
plus  simples. 

4)  Attention  aux  conventions  a adopter  pour  la  diode 
et  la  resistance. 

5)  Distinguer  ici  aussi  les  deux  cas  precedents. 


U 

Doc.  1.  Representation  de  la  diode 
en  convention  recepteur. 

1  ® La  photodiode  re§oit  une  puissance  lumineuse  de 

1 mW,  tracer  la  caracteristique  I(U)  de  cette  diode  et 
determiner  sa  tension  en  circuit  ouvert,  Uq  . 

2 • Analyser  cette  caracteristique  du  point  de  vue  energe- 
tique : quelle  partie  du  plan  I (U)  correspond  a un  compor- 
tement  generateur  et  quelle  partie  a un  comportement 
recepteur. 

3 • Justifier  que  Ton  puisse  adopter  pour  la  diode  le  mode- 
le  lineaire  par  morceaux  ci-dessous : 


/ 

UC0 

u 

-Ip-I0 

4  • Cette  photodiode  est  connectee  en  serie  avec  une  resis- 
tance Rq.  Determiner  graphiquement  le  point  de  fonction- 
nement du  circuit . On  distinguera  deux  cas  en  introduisant 


O Resistances  et  conductances 
iteratives 

A.  On  considere  le  quadripole  resistif  en  T ci-dessous 
(doc.  1)  dont  la  charge  est  constitute  par  la  resistance  Rq. 


L h 

Ry  Ri 

1 1 1 1 — 

Aq  l'o 

r2 

Uq 

^0 

Doc.  1 


1 • Determiner  sa  resistance  d’entree  Re.  = — . 

1 h 

Comment  doit-on  choisir  la  resistance  Rq  pour  que 
R^-RqI  Cette  resistance  particuliere,  notee  Rq.,  est 
appelee  resistance  iterative  du  quadripole. 

2 • On  place  en  cascade  n quadripoles  identiques  au  pre- 
cedent, 1’ ensemble  etant  charge  par  la  resistance  iterative 
Rq..  Quelle  est  la  resistance  d’entree  = — del’asso- 
ciation  ? 
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Doc.  2 


3 • On  considere  a nouveau  le  quadripole  represente  a la 
question  1),  la  charge  ttant  constitute  par  la  resistance  ite- 
rative Rq.  . Calculer  son  amplification  en  tension  : 

Au  = — et  son  amplification  en  courant  A,  = — , et  les 

1  mi  1 h 

exprimer  en  fonction  de  k = — - . 

R2 

4 • On  associe  en  cascade  n quadripoles  identiques  au  pre- 
cedent, 1’ ensemble  ayant  encore  pour  charge  la  resistance 
iterative  Rq.  . 

Calculer,  en  fonction  de  k,  F amplification  en  tension 
Au  = — et  I’ amplification  en  courant  A,-  = — de  Fen- 

M/i  hi 

semble. 


5  • Sachant  que  n = 1 0 et  R2  = 1 kQ,  determiner  R \ 
pour  que  Au  =0,10  quand  la  charge  est  la  resistance  ite- 
rative Rq.  que  Ton  calculera. 

B On  considere  maintenant  le  quadripole  resistif  en  77, 
dual  de  celui  en  T considere  a la  question  A.  1).  Sa  charge 
est  constitute  par  la  conductance  Gq. 


Go 


t • Dtterminer  sa  conductance  d’entrte  : 


Comment  doit-on  choisir  la  conductance  Gq  pour  que 
GC|  = Gq  ? Cette  conductance  particuliere,  notte  Gq.,  est 
appelte  conductance  ittrative  du  quadripole. 

2  • On  place  en  cascade  n quadripoles  identiques  au  prt- 
ctdent,  Fensemble  ttant  chargt  par  la  conductance  ittra- 
tive Gq  . 
i 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


3 


EXERCICES 


Quelle  est  la  conductance  d’entrte  Ge  = 
ciation  ? 


de  l’asso- 


3 • On  considere  a nouveau  le  quadripole  de  la  partie  B., 
la  charge  ttant  constitute  par  la  conductance  ittrative  Gq.  . 

Calculer  son  amplification  en  tension  Au  = — et  son 

1 Ml 

amplification  en  courant  A,-  = — , puis  les  exprimer  en 

Go  ?1 

fonction  de  k = — -. 

Gi 

4 • On  associe  en  cascade  n quadripoles  identiques  au  prt- 
ctdent,  Fensemble  ayant  encore  pour  charge  la  conduc- 
tance ittrative  Gq.  . Calculer  en  fonction  de  k,  l’ampli- 

UQ 


fication  en  tension  A„ 


et  F amplification  en  courant 


A,-  = — de  Fensemble. 

in 


5  • Sachant  que  n =10  et  G\  = 1 mS,  dtterminer  G2 
pour  que  Au  =0,10  quand  la  charge  est  la  conductance 
ittrative  Gq.  que  l’on  calculera. 


Le  rtseau  etant  passif,  la  resistance  (ou  la  conductan- 
ce) iterative  se  calculera  par  les  lois  dissociation  de 
resistances  (ou  de  conductances). 

II  convient  ensuite  d’ exploiter  systtmatiquement  les 
proprittts  d’un  quadripole  chargt  par  sa  resistance 
(ou  sa  conductance)  ittrative. 


© "Convertisseur  analogique 
numerique 

Le  rtseau  de  resistances  ttudit  est  constitut  de  («  + 1) 
resistances  etpossede  (;?  + 1)  sorties  S/((k  = 0,  ...,«). 
On  note  par  R ^ la  resistance  entre  la  sortie  et  la  masse, 
par  R la  resistance  totale  du  rtseau  et  par  r la  plus  fai- 
ble  des  resistances  du  rtseau. 

Les  tensions  de  sortie  U^,  rtftrenctes  a la  masse,  sont 
prtlevtes  sans  debit  de  courant  et  le  pas  p (p  > 1)  du 
rtseau  est  dtfini  par  la  relation  : 

P = -%LL(*  = 0,  ...,«). 

La  plus  faible  des  tensions  est  appelte  quantum. 

1 • a.  Identifier  le  quantum.  Exprimer  U/,  en  fonction  du 
quantum,  puis  Fexprimer  en  fonction  de  la  tension  de  rtft- 
rence  Grgf. 

Identifier  r.  Dtterminer,  en  fonction  de  r,  les  valeurs 
des  (n  + 1)  resistances  du  rtseau  pour  un  pas  p donnt. 
Quelle  relation  he  r a R et  quelle  relation  lie  a R ? 
A.N.  : Sachant  que  p = 10,  n = 5 et  r = 100  Q,  calculer 
numtriquement  les  («  + 1)  resistances  du  rtseau. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


b.  En  deduire  les  tensions  {//-  delivrees  par  les  sorties  S ^ 
lorsqu’a  1’ entree  du  diviseur  de  tension  est  appliquee  une 
tension  U^f  = 100  V.  Commenter  le  resultat  obtenu. 
Quelle  pourrait  etre  l’utilisation  d’un  tel  reseau  de  resis- 
tances ? 


* 

* 


////// 


ro 


U n 


////// 


Doc.  1 


2 • Quelles  sont,  en  fonction  de  r,  les  valeurs  des  resis- 
tances rj  constitutives  d'un  diviseur  de  tension  dont  le 
pas  est  p - 21 

Determiner,  en  fonction  de  la  tension  appliquee  UT^,  les 
tensions  delivrees  par  un  tel  diviseur  de  tension. 

A.N.  : Sachant  que  UT^  = 1024  mV,  combien  faudrait-il 
de  resistances  pour  realiser  un  reseau  attenuateur  delivrant 
les  tensions  multiples  de  2 du  quantum  Uq  = 1 mV 
entre  les  valeurs  Uq  = 1 mV  et  Un+\  = 1024  mV  ? 

A quoi  pourrait  servir  un  tel  reseau  de  resistances  ? 


3 • Le  reseau  de  resistances  considere  est  celui  de  la 
question  precedente  avec  une  tension  de  reference 
t/ref  = 1024  mV.  On  dispose,  en  outre,  de  circuits  logiques 
(C.L.)  a deux  entrees  Ue  et  U'e  et  deux  sorties  Us  et 
U's  dont  les  tensions  de  sortie  sont  definies  par  : 

Ue  5*  U'e  =>  Us  = 1 V et  U's  = (Ue  - t/'e) 

Ue  <U'e^U,  = 0 et  C/'s  = Ue. 

Avec  des  circuits  logiques,  on  realise  un  convertisseur 
analogique-numerique  (C.A.N.)  comme  indique  (doc.  2). 
Expliquer  le  fonctionnement  de  ce  C.A.N.  et  l’illustrer 
pour  une  tension  analogique  U = 800  mV  appliquee  a son 
entree. 

Quelle  est  la  tension  maximale  admissible  Umax,  c’est- 
a-dire  quelle  est  la  tension  maximale  analogique  qu’il  est 
possible  de  convertir  ? 


La  structure  du  reseau  est  celle  d’un  diviseur  de  ten- 
sion. Remarquer  que  les  tensions  des  C.L.  sont  liees 
par  la  relation  : 

Uek  = UskU'ek  + U'sk. 


ue 


C.L. 


U’e 

////// 


U’s 

////// 


us 

////// 


Doc.  2 


Convertisseur 

numerique-analogique 

Un  convertisseur  numerique-analogique  (C.N.A.)  est  un 
circuit  qui  transforme  une  information  numerique  en  un 
signal  analogique  image  de  cette  information.  Le  C.N.A. 
etudie  est  realise  avec  un  amplificateur  operationnel  par- 
fait,  une  source  de  tension  continue  £,  un  reseau  de  resis- 
tances ( R , 2 R)  et  un  ensemble  de  n commutateurs  (Kj) 
a deux  etats  (0)  et  (1)  (cf.  le  schema  page  suivante). 
L’information  numerique  est  codee  sous  la  forme  d’un 
nombre  binaire  N(p)  = ( bn  ~\bn_2  ■■■  b\bo)  ou  les  chif- 
fres  (bits)  ne  peuvent  prendre  que  les  valeurs  0 ou  1.  La 
valeur  de  chaque  bit  bj  est  representee  par  l’etat  du  com- 
mutateur  (Kj)  associe  : bj  = 0 le  commutateur  (Kj)  est 
dans  l’etat  (0),  bj  =1  si  le  commutateur  (Kj)  est  dans 
l’etat  (1).  Ainsi,  chaque  information  numerique  Nm 
determine  l’etat  des  n commutateurs  et,  par  voie  de  conse- 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


quence,  la  valeur  de  la  tension  analogique  Us  delivree 
par  le  C.N.A. 

1 • Calculer  l’intensite  Ij  du  courant  qui  traverse  la  resis- 
tance 2R  dont  l'une  des  bornes  est  reliee  au  noeud  A;. 

2 • Determiner,  en  fonction  de  E,R,R'  et  des  b; , la  ten- 
sion Us  delivree  par  le  C.N.A.  lorsque  l’etat  de  l’ensem- 
ble  de  ses  commutateurs  (K.)  traduit  l'information  codee 
numeriquement  par  le  nombre  binaire  : 

%)  = (bn-\bn_\  ...  bib0). 

3 • On  appelle  quantum  SUs  la  plus  petite  variation  en 
valeur  absolue  de  la  tension  Us  lorsqu’on  passe  d’une 
information  traduite  par  N( 2)  a une  autre  traduite  par 
N'( 2).  Etablir  l’expression  du  quantum  de  ce  C.N.A. 


Sachant  que  R = 10  kQ,  R'  - 2 kO  et  que  n = 1 
(information  codee  sur  un  octet),  calculer  E pour  que 
§ Us=  10  mV. 


4  • La  source  de  tension  E ayant  la  valeur  calculee  dans 
la  question  precedente,  determiner  la  valeur  de  Us  lorsque 
V( 2)  = (10  010  010). 

Reciproquement,  connaissant  la  valeur  numerique  de  Us, 
etablir  un  algorithme  permettant  de  connaitre  l’etat  de  tous 
les  commutateurs  du  C.N.A.  ou,  ce  qui  revient  au  meme, 
l’expression  de  Nyy 


^ Utiliser  le  fait  que  l’amplificateur  operationnel  est 
- parfait  et  fonctionne  en  regime  lineaire  : v+  - v_  = 0, 
i+  = i-  = 0. 
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Corriges 


JUl  Application  des  lois  de  Kirchhoff 

On  obtient  les  courants  inconnus  en  appliquant  la  loi  des 
noeuds  et  on  trouve  les  tensions  avec  la  loi  des  mailles  : 
U{=-  5 V;  U2  = 0;  U3=-  5 V;  t/4  = 5 V ; U5  = 5 V; 
/j  = 10  mA  ; I2  = - 10  mA  ; I3  = 0 ; 74  = - 5 mA  ; 

/5  = 15  mA  ; 7g  = - 20  mA 

Calcul  de  resistance  equivalente 

a.  Le  reseau  se  ramene  a trois  resistances  de  valeur  77  en 
serie  : Rab  = 3R. 

b.  Pour  mettre  en  evidence  les 
associations,  on  change  la 
forme  du  nceud  central  ; cette 
operation  purement  graphique 
ne  modifie  en  rien  les  conne- 
xions electriques.  On  obtient 
ainsi  un  systeme  equivalent 
forme  de  deux  resistances  de 
valeurs  2R  et  R en  serie, 
soit : Rab  = 3 R. 

C.  Le  courant  entrant  en  A se  partage  en  deux  courants  egaux, 
puisque  les  deux  resistances  qu’ils  parcourent  sont  egales. 
Pour  la  meme  raison  les  courants  qui  se  somment  en  B sont 
egaux. 


677 


37? 


277 


277 


B • 


L 


277 


77 


77 


77 


-* — 1 1 — 

=t 

— 1 1 * 

— 1 

77 

— 1 ^ 

B 


77 


D 


77 


Ainsi  t'ci)  = 0,  et  on  peut  virtuellement  « enlever  » la  branche 
CD.  II  reste  IB  en  parallele  avec  277,  soit  RABiqu  = R- 

O Trois  methodes  d'etude 
d'un  reseau  lineaire 

a.  Le  reseau  comporte  deux  nceuds.  Si  on  pose  Eg  = 0 (choix 
arbitraire  d’origine  des  potentiels),  il  reste  un  seul  potentiel 
inconnu  : V a- 

La  loi  des  noeuds  en  A (ij  + i2  = i ) s’ecrit  en  termes  de  poten- 
tiels : 

ft  - Va  + e2  - Va  _ y_A_ 


r 1 r2 

d’ou  : V a = 4,5  V et  done  i = 0,75  A. 


b.  • Si  on  annule  e2 , il  reste  : 
7 


D’ou  7 = 


ei 


r 1 + 


rr  2 
r + r 2 


et,  a travers  r : 


e\ 


■,  = >2  r 2ex 


r + r2  rr2  + rx  (r  + r2)  1 + — + — 

n r 2 


Si  on  annule  e\,  il  reste  : 


En  echangeant  les  indices  1 et  2,  on  se  retrouve  dans  le  cas 
precedent,  done  : 


£2 
1 2 


1 r r 
1 + — + — 

O r2 


• En  appliquant  le  theoreme  de  superposition  pour  ce  reseau 
lineaire,  on  obtient : 

el  | e2 


A.N.  : i = 0,75  A. 


r 1 r2 
, r r 

1 + — + — 
r 1 r2 


C On  refait  le  schema  en  replagant  les  deux  generateurs  de 
Thevenin  (e\,  r{)  et  ( e2 , r2)  par  leurs  representations  de 
Norton  avec  : 

i]x  = — = 4 A et  772  = — = 2 A. 


''1 


r2 


312 


Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


CORRIGES 


A 


Dans  ce  schema,  le  nceud  A est  constitue  par  tout  le  fil  hori- 
zontal superieur. 

Un  courant  total  d’intensite  z'q  = 771  + 772  = 6 A se  repartit 
done  entre  les  trois  resistances. 

On  obtient  done  : 

1 

i = z0  — t , soit  z'o  = 0,75  A. 

~r\+~r+  ~T2 

© Recherche  de  la  representation 
de  Thevenin  et  de  Norton 
pour  un  dipole 

a.  Les  deux  sources  de  courant  en  parallele  sont  equivalentes 
a une  source  unique  de  courant  de  c.e.m.  77  = 771  + 77 2. 

La  representation  de  Norton  est  done  : 

c.e.m.  77  = 77  1 + 772  en  parallele  avec  R. 

On  en  deduit  la  representation  de  Thevenin  : 

f.e.m.  E = i?(77i  + 772)  en  serie  avec  R. 

b.  Les  deux  dipoles  de  Thevenin  etant  en  parallele,  on  com- 
mence par  dessiner  leur  representation  de  Norton  (voir  la 
figure  ci-apres). 


Les  deux  sources  de  courant  en  parallele  sont  equivalentes  a 

, . E\  Eo 

une  source  unique  de  courant  de  c.e.m.  77 : 771  + 772  = — L+  — =• 

R 1 R2 

et  les  deux  resistances  en  parallele  sont  equivalentes  a une 

, . R\Ri 

resistance  de  valeur  R = — . 

Rl  +R2 

La  representation  de  Norton  est  done  : 

E\  E2  ,,,,  D R\Ri 

c.e.m.  n = — - + — — en  parallele  avec  R = ~ . 

R j Rj  R 1 + R2 

On  en  deduit  la  representation  de  Thevenin  : 


f.e.m.  77  = 


R1R2  ( E 1 ^ £2^  _ R2E 1 + RjE-2 
Rl  + R2 


R 1 R2  V R 1 R2 


■ en  sene  avec 


R = 


R1R2 
Ri  + R2 


C.  On  transforme  le  generateur  de  Norton  (77 j,  en  gene- 

rateur  de  Thevenin  equivalent  de  fa§on  a obtenir  deux  gene- 
rateurs  en  serie.  La  representation  de  Thevenin  est  done  : 
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CORRIGES 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


f.e.m.  E = £2  + R\  7i  en  serie  avec  R = R 1 + 

On  en  deduit  la  representation  de  Norton  : 

c.e.m.  77  = — [—LL  en  parallele  avec  R = R{  + R2. 

R 1 + R2 

d.  Les  deux  generateurs  de  Norton  sont  en  serie.  On  les  trans- 
forme done  en  utilisant  leur  representation  de  Thevenin. 

On obtient  done  en  serie  : une  f.e.m.fsi  =R[ih,  puis  une resis- 
tance R{,  puis  une  f.e.m.  Ej  = R2V2  et  une  resistance  Rj. 
La  representation  de  Thevenin  est  done  : 

f.e.m.  E = R1R1  + R2V2  en  serie  avec  R=R\+R2- 
On  en  deduit  la  representation  de  Norton  : 

R\T]l+RoT)2  ....  n n n 

c.e.m.  77  = — — =-L±  en  parallele  avec  R = R[  + R2. 

R 1 + R2 


e Calcul  de  resistance  equivalente 

1 • Non  car  la  resistance  de  la  branche  CD  n’est  en  paralle- 
le avec  aucune  autre  resistance  ou  association  de  resistances. 


2 • Ecrivons  la  loi  des  noeuds  en  C et  D : 

VD=U  + 1VC,  vc=2u  + 2v° 


d’ou  : 


VD~  — U ct  Vc  = -U. 
7 7 


En  appliquant  la  loi  d’Ohm,  on  en  deduit  les  courants  I\  et 
I2  puis  le  courant  / : 


VD-0  3 U , Vc-  0 

1 = = ; h = 

R 7 R 2 R 


7 R 7 R 


On  en  deduit  la  resistance  equivalente  : 

Rfi 


leq  ■ 


1r. 


Remarque  : On  voit  que,  pour  le  dipole  equivalent  au  reseau 
de  resistances,  les  orientations  choisies  pour  U et  I cor- 
respondent a la  convention  recepteur. 

Si  on  avait  oriente  I dans  l’  autre  sens,  il  auraitfallu  poser  : 
U = - R$ q I (convention  generateur). 


h = 


3 R 


I2  se  deduit  de  /)  par  application  de  la  relation  du  diviseur 
de  courant : 


h = h 


2 R 

2 R 2 R 


6 R ' 


• On  eteint  Ej  et  77 


H i 

, 2 R 

"SPTT 

2 R 

R 

c 

)H 

o 


!<>  . 2 R 


Id  h 


IE!  2R 


2R 


ot 


2 R 


1 ZL 


On  redessine  le  circuit  pour  se  ramener  a une  maille  unique  : 


puis  par  division  : 


/l=-y/o= 


£2 
6 R 


et  /2 


E2_ 

6 R ' 


• On  eteint  Ej  et  E2 


Par  deux  divisions  de  courant  successives,  on  obtient  : 

/2  = -}.et 


O Etude  drun  reseau 

par  plusieurs  methodes 

Methode  1 : theoreme  de  superposition 

• On  eteint  £2  et  V 


• Superposition  des  trois  cas 
On  obtient  finalement : 


E 1 E2  1 

: — — 77  et  I2 

3R  6R  6 


Methode  2 


h. 

6 R 


E2 
6 R 


2 R R 

J T 


J 


On  se  ramene  a une  maille  unique  par  des  equivalences. 


Pour  le  calcul  de  I\  on  remplace  les  trois  resistances  de  droi- 
te  par  la  resistance  equivalente  : (R  + R)  en  parallele  sur  2 R 
soit  une  resistance  equivalente  R.  On  obtient : 
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CORRIGES 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


Finalement  : 7i  = . 

1 3 R 

Dans  cette  serie  d’  equivalences  successives,  on  a perdu  I2.  II 
faut  done  reprendre  une  nouvelle  serie  d’equivalences  qui 
laisse  intacte  la  branche  ou  circule  Ii.  Cette  methode  est 
done  plus  longue  que  1’ application  de  la  superposition. 

Methode  3 

Resolution  d’un  systeme  d’equations 


h 


B 

JlU 


//}/// 


Le  reseau  comporte  trois  ncEuds.  On  attribue  arbitrairement  le 
potentiel  nul  a l’un  d’entre  eux  (la  masse)  et  on  ecrit  la  loi  des 
nceuds  en  A et  B avec  les  potentiels  inconnus  VA  et  VB. 

• En  A : I\  - 12  + 12  = 0 d’oii : 

Ei-Va  , Vb-Va  , E2-VA  q 
2 R R 2 R ' 


• En  B : I2  + U + rt  = 0 d’ou  : Va  ]'b  - + 77  = 0 

R R 

On  obtient  le  systeme  de  deux  equations  : 
f 4VA-2VB  = El+E2 
\-Va  + 2Vb  = Rii 
La  resolution  donne  : 

,7  E\  + E2  + Rrj  El+E2  + 4R7j 

Vi  3 ‘ 6 ' 


On  en  deduit  I [ et  I2  : 


h = 

Ei-Va 

2E[  -E2-Rr) 

21 1 

6R 

et : 

h = 

Va~Vb 

E\  + E2  — 2Rrj 

R 

6R 

Remarque  : La  resolution  du  systeme  d’equations  est  ici  assez 
simple.  Cela  est  du  a la  geometrie  du  reseau  qui  ne  comporte  que 
trois  nceuds.  En  general,  les  autres  methodes  sont  plus  rapides. 


HP  Etude  d'un  electrolyseur 

L’ equation  de  la  caracteristique  du  generateur  est 
U = 4 - 20 1 avec  U en  volt  et  I en  ampere. 

Cette  droite  coupe  la  caracteristique  de  1’ electrolyseur  en  son 
point  de  fonctionnement  M situe  sur  sa  caracteristique  a U > 0. 
L’ equation  de  cette  demiere  est : 


2-1,2 

0,1-0 


- — d’ou  U=  1,2  + 87. 
7 


En  eliminant  U,  il  vient  1,2  + 87  = 4 - 207  , d’ou  7 = 0,1  A et 
par  suite  U = 2V. 


0 Resistances  d'entree  et 

de  sortie  d'un  quadripole  actif 

1 • Le  trace  de  la  caracteristique  est  donne  ci-dessous : 


En  circuit  ouvert  l’intensite  est  nulle ; il  suffit  de  lire  la  valeur 
correspondante  de  u sur  le  graphe  pour  avoir  Uqq  = 0,1  V.  Ce 
resultat  se  retrouve  en  annulant  i(u),  soit: 

Uq0  = Eq  In  j l + qui  redonne  bien  la  meme  AN. 

2 • La  convention  adoptee  ici  est  une  convention  recepteur, 
les  parties  de  plan  oil  u et ; sont  de  meme  signe  correspon- 
dent a des  comportements  recepteurs;  seule  la  partie  ci- 
dessous  est  generatrice  puisque  ui  < 0 : 


0 p5  0,1  0,15  0,2 
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CORRIGES 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


C’est  cette  partie  qui  sera  interessante  puisque  c’est  dans  ce 
mode  de  fonctionnement  que  la  diode  fournira  effectivement 
de  la  puissance  au  circuit  electrique. 

3 • On  voit  sur  la  caracteristique  complete  que  l’intensite  est 
pratiquement  constante  pour  a <0.1  V (=  Li)  \ elle  vaut 
environ  - 0.00051  A,  ce  qui  correspond  bien  a - Ip  - Iq. 

Lorsque  u > 0.1  V,  l’intensite  croit  rapidement  (avec  une 
pente  de  10  A/V  environ)  ; on  peut  en  premiere  approxima- 
tion considerer  que  u reste  constant  egal  a Uq  D’oii  la  carac- 
teristique idealisee  de  la  diode. 

4 • Si  l’on  adopte  la  convention  recepteur  pour  la  diode,  il 
faut  adopter  une  convention  generateur  pour  la  resistance 

i = - — afin  de  superposer  les  deux  caracteristiques : 

Rd 


Cas  b)  \ Rq  < Rq  = 


Ur 

Cq 

Ip  + At 


-RdIp  + Io)  = UCo^- 

Rq 


D 

5 • Pour  Rc  < Rq,  P = (-  Uq q2,  et  pour  Rq  > Rq, 


La  courbe  representative  est  done  la  suivante  (avec  les 
valeurs  du  texte,  Rq  - 196  il)  : 


5e-05  - 


4e-05  - 


3e-05 


le-05 


le-05 


\ 


200  400  600  800  1000 


La  valeur  Pmax  est  atteinte  pour  Rq  = Rq  et  vaut . 

Rq 

6 • Le  rendement  doit  etre  defini  comme  le  rapport  entre  la 
quantite  d’energie  que  met  la  photodiode  a la  disposition  de 
Rq  et  la  quantite  d'energie  qui  permet  a cette  photodiode  de 

p 

fonctionner ; ceci  correspond  bien  a 77  = 

Numeriquement  Pmax  = 50  pW  et  p = 0,05,  soit  un  rendement 
de  5 %. 

Ces  deux  valeurs  sont  tres  faibles.  II  est  done  necessaire : 
D’une  part  d’utiliser  une  grande  quantite  de  cellules  de  ce 
type  pour  parvenir  a une  puissance  utilisable  respectable. 
D’autre  part  d’ameliorer  les  rendements  des  cellules  grace 
aux  differents  materiaux  utilises  et  aux  differentes  techniques 
de  fabrication. 


Resistances  et  conductances 
iteratives 


A.  1 *Le  dipole  ne  comportant  pas  de  source  liee,  sa  resis- 
tance d’entree  peut  s’evaluer  en  utilisant  les  lois  dissociation 
de  resistances  : 


Re{  =R\ 


R2{Rq  +R 1) 
^0  + ^1  + Ri 


Par  definition  de  la  resistance  iterative,  il  vient : 


Ri(Rq.  + ^1) 

= Ri  + 1 . 

Rq.  + R 1 + R2 


d ou  ! Rq.  — \ R ]{R \ + 2/^2). 

2 «L’ ensemble  etant  charge  par  la  resistance  iterative,  on  eta- 
blit  de  proche  en  proche  que  : 
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3 • Comme  le  quadripole  est  charge  par  sa  resistance  iterati- 
ve, on  ecrit  uq  = Rq.iq  et  u\  = Rq.ii.  II  en  resulte  que  : 


4 _ “0  _ '0  _ 4 . 

1 u t it  1 


rant,  /q  : 


Ri  + (R0j  + R t) 

1’ amplification  en  tension)  s’en  deduisent  immediatement  : 

“l~  R0.  + Rl  + R2 

Ri 


vfi  i (R  i + 2R2)  + Ri  + R2 
1 

1 + A + VA(2  + A) ' 

4 • Pour  etablir  les  expressions  de  A„  il  suffit  de  remarquer, 
d’une  part,  que  : 

A _yo__yo_y\_  un_  i 


Gq.  + Gi  + G2 


Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


En  considerant  que  le  quadripole  realise  un  diviseur  de  cou- 
R2 


- ii,  l’amplification  en  courant  (et 


Un  U | u2  un 

et,  d’ autre  part,  que  tous  les  quadripoles  de  1’ association  ont 
la  meme  amplification  en  tension,  parce  qu’ils  sont  tous  char- 
ges par  la  resistance  iterative.  En  consequence  : 

Pour  l’amplification  en  courant,  on  aboutit  a un  resultat  ana- 
logue : A,n  = (A(])". 

5 «On  pose  Au  = , il  vient  K = 100,1  = 1,259. 

De  P expression  de  A„  , on  tire  : 

K=  1 + A + v A(2  + A)  =>  A = iK-V)1  = 2,66. 10“2 

2 K 

=>Ri  = kR2  = 26,6  Q. 

La  valeur  de  resistance  iterative  s’en  deduit : 


R0  = \R](R\  + 2R2)  = 232  £2. 

8. 1 • Le  dipole  ne  comportant  pas  de  source  liee,  sa  conduc- 
tance d’ entree  peut  s’evaluer  en  utilisant  les  lois  dissociation 
des  conductances  : 

G = G + Gi(G°  + G2) 

1 Gq  + Gi  + G2 

Par  definition  de  la  conductance  iterative,  il  vient : 

Gi(G0;  + G2) 

Gq.  = G2  ■ 


d’oil : Go.  = \G2(2G\  + G2 ). 

2 • L’ ensemble  etant  charge  par  la  conductance  iterative,  on 
etablit  de  proche  en  proche  que  Go.  = Ge ^ = Ge  = ...  = Ge  . 

3 • Comme  le  quadripole  est  charge  par  sa  conductance  ite- 
rative, on  est  fonde  a ecrire  (q  = Gq.uq  et  i\  = Gq.u\. 


© 


CORRIGES 


Il  en  resulte  que  A,-  = — = — = Au  . 

1 h «1  1 

En  considerant  que  le  quadripole  realise  un  diviseur  de  ten- 
Gi 


Sion,  Uq  - 


■ u\,  1’  amplification  en  tension  et 


G 1 + (Go.  + G 2) 

P amplification  en  courant  s’en  deduisent  immediatement : 
. _ . _ Gj 

'1_  "*  ” Gq.  + Gi  + G2 
Gi 


\lG2(2Gi  + G2 ) + Gj  + G2 

1 


1 + A + VA(2  + A) ' 

4 • Pour  etablir  les  expressions  de  A„  , il  suffit  de  remar- 
quer, d’une  part,  que  : 

A _ _ _((0  jri_  m„  _ 1 


hi  J ^2  Uf2 

et,  d’ autre  part,  que  tous  les  quadripoles  de  1’ association  ont 
la  meme  amplification  en  tension,  parce  qu’ils  sont  tous  char- 
ges par  la  conductance  iterative.  En  consequence  : 

AUn  = (AUlr. 

Pour  1’ amplification  en  courant,  on  aboutit  a un  resultat  ana- 
logue : Ain  = (A^  'f. 


5 • On 


pose  A„n  = , il  vient  K = 100’1  = 1,259. 


De  l’expression  de  A,^,  on  tire  : 


K = 1 + A + VA(2  + A)  =>  A 


_ {K-  l)2 
2K 


■■  2,66.10“ 


G2  = AGj  = 2,66. 10-5  S, 

fl2  = — = 37,6  k£2. 

- G2 


d’ou  : 
soit : 

La  valeur  de  la  conductance  iterative  s’en  deduit : 


G0.  = vG2(2Gi  + G2)  = 2,32. 10“4  S, 


soit  encore 


Rq.  = — = 4,3  k£2. 


Q)  Convertisseur  analogique 
numerique 

1 • a.  Les  tensions  U k delivrees  par  le  reseau  sont  donnees 
par  la  relation  de  recurrence  Uk  + 1 = pUk,  d’ou  : 

Uk  = pkU0. 

La  tension  Uk  etant  une  fonction  croissante  de  A carp  > 1, 
le  quantum  de  ce  reseau  est  la  tension  Uq  delivree  par  la  sor- 
tie Sq. 

La  tension  de  reference  (/r<sf  delivree  par  la  sortie  Sn  etant 
reliee  au  quantum  par  la  relation  : 

Gref  — Pn  Uq  . 
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Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


t/ref 


II  en  resulte  que  : Uk  = - , ■ 

pn~k 

Les  resistances  etant  en  serie,  il  vient,  par  definition  du  pas, 
_ Uk+  1 _ Rk  + 1 s,  i d’ou  reiation  de  recurrence, 

Uk  Rk 

k 

Rk+  i = pRk,  qui  permet  le  calcul  de  Rk  = ^ rp  en  fonction 
de  R0  : Rk=pkR0. 

II  apparait  que  la  plus  petite  resistance  du  reseau  est : 

r = R0  = r0. 

Les  valeurs  des  resistances  constitutives  du  reseau,  en  fonc- 
tion de  en  decoulent : 

rk  = Rk-Rk-i  = (pk-pk~l)Ro 

= pk~l(p-l)R0 , 

d’ou  rk  = pk~1{p  - \)r  (k  > 0). 

Comme  R = Rn,  il  vient  R = pnr,  et  par  suite  : 

P-1 


''k  pn  + 1 - k 


R. 


A.N.  : Le  reseau  est  constitue  des  (n  + 1)  = 6 resistances  : 

;-q  = r ; r\  = 9 r ; r 2 = 9.10/' ; r 3 = 9.102/' ; /'4  = 9.103/' ; 

/'5  = 9.104/'. 

Soit  numeriquement  : 

r0  = r = 100  £2 ; rx  = 900  £2  ; r2  = 9 000  £2  ; r3  = 90  k£2  ; 
r4  = 900  k£2  ; /'5  = P = 9 M£2. 

b.  Les  tensions  delivrees  (en  1’ absence  de  debit  de  courant) 
par  le  diviseur  de  tension  sont  donnees  par  la  relation  : 

Uk  = -^, 

pn~k 

soit  respectivement : 

U0  = 0,1  mV  ; U\  — \ mV  ; 

U2  = 10  mV  ; U3  = 100  mV  ; 

UA  = 1 V ; U5=  Ut€f  = 10  V. 

Elies  forment  une  echelle  des  multiples  decimaux  du 
quantum  Uq  = 0,1  mV  entre  les  valeurs  C/q  = 0,1  mV  et 
Lref=  10  V. 

Ce  type  de  reseau  de  resistances  est  utilise  comme  attenuates 
pour  les  changements  de  gammes  dans  les  appareils  de  mesu- 
re  analogiques. 

2 • Pour  un  diviseur  de  tension  de  pas  p = 2,  les  resistances 
constitutives  sont  donnees  par  la  relation  : 
rk  = 2k~'r. 

La  tension  prelevee  a la  sortie  Sk  est  : 

Uk  = 2kU0 , 

soit  encore,  en  fonction  de  TJn sf  : 

Uk  = — r- 

K 2n  ~ k 

A.N.  : Comme  1 024  = 210,  il  resulte,  d'  apres  la  relation 
Uref  - 2nUo,  qu’il  faut  n + 1 = 11  resistances  pour  former 


un  reseau  delivrant  toutes  les  tensions  Uk  multiples  de  2 
du  quantum  Uq  = \ mV  entre  les  valeurs  C/q  = 1 mV  et 
Un  = Ur6f  = 1 024  mV. 

Un  tel  reseau  peut  etre  utilise  pour  la  realisation  d’un  conver- 
tisseur  analogique-numerique  (C.A.N.). 

3 • En  remarquant  que  Ue  = KU&U't  + f/'s,  avec  K = IV-  1 
on  conclut  que  ces  circuits  logiques  sont  des  diviseurs  four- 
nissant  le  quotient  en  Us  et  le  reste  en  U's  quand  le  divi- 
dende  est  presente  en  Ut  et  le  diviseur  en  U'e  lorsque 
2 U't  <Ue^  0. 

La  structure  du  C.A.N.  permet  ainsi  une  ecriture  en  binaire  de 
la  tension  U : 

U = K J Us,kUk  = Kfj  Us,k2kU0. 

k = 0 k = 0 

Si  la  tension  U ne  s’exprime  pas  par  un  nombre  entier  de 
mV,  la  partie  decimale  (<  1 mV)  apparait  aux  bornes  de  la 
resistance  p sous  la  forme  d’une  tension  analogique  U'sfi. 
Lorsque  U = 800,5  mV,  on  observe  aux  niveaux  des  sorties 
de  circuits  logiques  les  valeurs  suivantes  : 

800,5  = 0 x 1024  + 800,5 

=>  10  = 0 et  U'Si  10  = 800,5  mV  ; 

800.5  = 1 x 512 + 288,5 

=>  Us,  9 = 1 et  [/'Si  9 = 288,5  mV  ; 

288.5  = 1 x 256  + 32,5 

=>  £/s>  8=1  et  [/'Si  8 = 32,5  mV  ; 

32.5  = 0 x 128  = 32,5 

=>  Us,  7 = 0 et  U'a>  7 = 32,5  mV  ; 

32,5  = 0 x 64  = 32,5 

=>  t/s,  6 = 0 et  U’H<  6 = 32,5  mV  ; 

32,5  = 1 x 32  + 32,5 

^ USj  5 = I et  U's>  5 = 0,5  mV  ; 

0,5  = 0 x 16  + 0,5 
0,5  = 0 x 8 + 0,5 
0,5  = 0 x 4 + 0,5 
0,5  = 0 x 2 + 0,5 
0,5  = 0 x 1 + 0,5 


t/s>  4 = 0 et  U's.  4 = 0,5  mV  ; 

t/Si  3 = 0 et  U's>  3 = 0,5  mV  ; 

Us  2 = 0 e t U's>  2 = 0,5  mV  ; 

l/s  ]=0  et  U's  | = 0,5  mV  ; 


=>  Us,  0 = 0 et  U\ s,  0 = 0,5  mV. 

L’ ecriture  en  binaire  de  U est : 

U = ( 01  100  100  000)2 . 

Ce  convertisseur  est  un  convertisseur  a 1 1 bits  done  la  tension 
maximale  admissible  est  : 

Umax  = 2"  - 1 =2047  mV. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  continu 


(D  Convertisseur 

numerique-analogique 

1 • Les  courants  Ij  qui  traversent  les  resistances  du  reseau 
( R , 2 R)  sont  independants  de  l’etat  des  commutateurs  (Kj), 
puisque  l’amplificateur  operationnel  etant  parfait,  son  entree 
inverseuse  est  aussi  au  potentiel  zero. 

De  proche  en  proche,  on  constate  que  la  resistance  du  reseau 
situe  a droite  d’un  noeud  Aj  est  2 R. 

Ainsi,  tout  courant  qui  aboutit  sur  un  nceud  Aj  se  divise  en 
deux  courants  Ij  egaux. 

E 

La  source  debite  le  courant  I = qui  se  divise  ensuite  en 

2 R 

deux  courants  egaux  au  niveau  de  chaque  noeud  : 

I -_L  1 -_L  r _ I 

n ' 21  ’ 11  ” 2^ 5 ^ 2n~j  ’ 


h = 


2" 


- 1 ’ 


Io=r' 


2 • Selon  l’etat  ( bj ) du  commutateur  (Kj),  le  courant  Ij  est 
dirige  vers  la  masse  ou  vers  l’entree  inverseuse  de  l’amplifi- 
cateur  operationnel. 

Le  courant  qui  traverse  la  resistance  R'  est: 

n — 1 n — 1 . n — 1 . 

/N  = v b i = V bj  = — Ybj  — V-. 

4-:.  ' •'  A—1-  J 2 n~J  p ■-  + l - 1 


2 = o 


2 = o 


/to  J 2"  + 1 -2 


La  tension  delivree  par  le  C.N.A.  s’etablit  alors  a : 


, n-  1 


t/s  = -/?7N  = -£—  V — 

R ,tL  2"  + 1 "2 


2 = o 


= -£ 


2?'  1 


22  2"  + 1 yto 


r S 


3 • Le  quantum  5 U s est  la  variation  (en  valeur  absolue)  de 
tension  observee  a la  sortie  du  C.N.A.  lorsque  le  bit  de  plus 
faible  poids  b$P  est  seul  a varier  quand  on  passe  d’une 
information  Nq)  a une  information  N' q)  ■ 


dU,  = E 


R'  1 
R 2"  + 1 ‘ 


Pour  que  SUs  = 10  mV,  il  faut  prendre  une  source  de  f.e.m. 
E telle  que  : 


_ _ 2n  + 1 
R 


5U,=  12,8  V. 


4 • La  valeur  de  la  tension  Us  s’obtient  par  application  de  la 
formule  obtenue  dans  la  question  2)  : 

n — 1 n — 1 


Us=-E 


R'  1 


, y 22 =-5f/s  v fo/22 

DOrt+1^-/  * Z-!  J 

K A j= o 7=0 


= - 10“2(27  + 24  + 21)  = - 1,46  V. 
De  fagon  plus  generale,  on  voit  que  : 

M-l  TT 

N=  y £>;22  = — 

2^0  §C/S 


c’est-a-dire  que  la  valeur  numerique  decimale  de  2V(2)  est : 

N = — = - 100  Us, 

5US 

avec  Us  exprimee  en  volt,  soit : 

N=  146. 

Pour  connaitre  l’etat  de  tous  les  commutateurs  il  suffit  alors 
d’ecrire  N en  base  2 : Nq). 

Pour  ecrire  N en  base  2,  il  suffit  de  diviser  N par  2 et  de 
relever  le  premier  reste  fog  > Puis  de  recommencer  sur  le  divi- 
dende  Nq  obtenu  jusqu’a  obtenir  un  dividende  nul. 

Ainsi,  pour  N = 146  il  vient  successivement : 


146 


= 73  + 0 


— = 36+1 


— =18  + 0 


— = 9 + 0 


— = 4 + 1 
2 

4 

— = 2 + 0 


-=  1 +0 
2 


— = 0 + 1 
2 


2V0  = 73  et  60  = 0 
Vj  = 36  et  bi  = 1 
N2  = 18  et  h2  = 0 

V3  = 9 et  2>3  = 0 
V4  = 4 et  1)4=1 
2V5  = 2 et  65  = 0 
2Vg  = 1 et  b(,  = 0 
N~i  = 0 et  2?7  = 1 


soit,  en  definitive  : 

2V( 2)  = (10  010  010). 
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Reseaux  lineaires 
en  regime  variable 


Relations  tension-courant  pour  une  bobine  ideale  et 
un  condensateur  ideal. 

• Etude  du  regime  libre  d’un  circuit  comportant  des 
dipoles  passifs. 

• Etude  de  l’etablissement  d’un  regime  permanent 
par  l’intermediaire  d’un  regime  transitoire. 

• Etude  energetique  de  ces  circuits. 

" Lois  de  Kirchhoff. 

Theoremes  generaux  en  regime  permanent. 

• Relations  tension-courant  pour  un  generateur  et 
pour  un  resistor. 


LES  OUTILS  MATHEMAT1QUES 


• Equations  differentielles  lineaires  d’ordre  1 ou  2 a 
coefficients  constants. 


ESSENTIEL 


L 'approximation  des  regimes  quasi  stationnaires 


Dans  1' approximation  des  regimes  quasi  stationnaires  (A.R.Q.S.)  tous  les  effets  lies  a la  propa- 
gation des  signaux  sous  forme  de  tensions  ou  de  courants  sont  negliges. 

Les  lois  de  Kirchhoff  restent  valables  avec  les  grandeurs  instantanees,  et  Tintensite  instantanee 
est  la  meme  en  tous  points  d’une  meme  branche. 


4 Theoremes  generaux 

Tous  les  theoremes  generaux  (loi  des  noeuds  en  termes  de  potentiels,  relation  de  Millman)  et 
ceux  relatifs  aux  circuits  lineaires  restent  valables  avec  les  grandeurs  instantanees. 

Le  principe  de  superposition  pour  les  circuits  lineaires  reste  valable  a condition  de  considerer  la 
superposition  des  etats  lies  aux  sources  et  de  ceux  lies  aux  valeurs  initiales  non  nulles  des  varia- 
bles d’etat  (intensites  et/ou  tensions). 


< Bobines  ideales 


Les  bobines  ideales  etablissent  entre  la  tension  u(l)  a leurs 
bomes  et  T intensity  /(f)  qui  les  traverse  la  relation  : 


u(t ) = L 


d /(f) 
df  ’ 


i(t) 


L 

rrrm 

u(t) 
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ou  L est  l’inductance  de  la  bobine. 

Le  courant  i(t)  a travers  une  bobine  est  une  fonction  continue  du  temps. 
L’energie  d’une  bobine  est : 

%(t)  = ±Li\i). 


La  variable  d’etat  d’une  bobine  est  son  courant  : 
la  connaissance  de  i ( t ) renseigne  completement 
sur  l’etat  de  la  bobine.  Des  bobines  ideales  en 
serie  ajoutent  leurs  inductances  : 


Lj  Li  L3 

_jTTTTLjnmnn_jTTT^ 

avec  : L = Li  + L2  + L3 


L = TLk. 

k 

Des  bobines  ideales  en  parallele  ajoutent  les  inverses  de 
leurs  inductances  : 


L 


Li  rnmn 

r L 

Lircrcr\-  , 

L,lrrrrr\ 


Q^Pour  s’entrainer  : ex.  2 

< Condensateurs  ideaux 


avec  : 


L 


= 1 + 1 
L1L2 


Ils  etablissent,  entre  le  courant  i (t)  qui  les  traverse  et  la 
tension  u(t)  a leurs  bornes,  la  relation  : 

At 

ou  C est  la  capacite  du  condensateur. 


KO 


C 


u(t) 


La  tension  u(t)  aux  bornes  d'un  condensateur  et  done  sa  charge  q(t)  = Cu(t)  sont  des  fonc- 
tions  continues  du  temps. 


L’energie  d’un  condensateur  est  : %{t)  = — Cir(t). 


La  variable  d’etat  d’un  condensateur  est  la  tension  a ses  bornes  : la  connaissance  de  u(t)  ren- 
seigne completement  sur  l’etat  du  condensateur. 

Des  condensateurs  ideaux  en  serie  ajoutent 


les  inverses  de  leurs  capacites  : 

■!  = £ — ■ 

c k ck 

Des  condensateurs  ideaux  en  parallele  ajou- 
tent leurs  capacites  : 

c = Tck. 


C\ 


c2 

_l!_ 


c3 


— II II II— 

avec  : 1 = 1 + 1 + 1 

C Ci  C2+  c3 


C 1 J 


c2— II—  <=>  - 

c3  L||_ 

avec  : C = Ci+C2  + C3 


C 


<+> 


C 


^ Pour  s’entrainer  : ex.  1 et  3 


4 Regime  libre 

Le  regime  libre  d’un  circuit  est  le  regime  qu’on  observe  lorsque  ses  sources  libres  sont  eteintes. 
Les  conditions  initiales  des  variables  d’etat  fixent  alors  l’energie  du  circuit,  et  par  voie  de  conse- 
quence, le  regime  libre  qui  en  resulte. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


• Circuit  (R,  C) 

L’ equation  differentielle  d’evolution  s’ecrit  + iir  = 0 

d t 

avec  T = RC  ou  r est  le  temps  de  relaxation. 

_t_ 

La  solution  est  uc(t ) = «oe  T- 


(condensateur  charge) 


Ur 


• Circuit  (R,  L) 


L’ equation  differentielle  d’evolution  s’ecrit  r t-  i = 0 

dr 

avec  T - — ou  r est  le  temps  de  relaxation. 

R 

i 

La  solution  est  i(t)  = rjQC  x . 


A I’ouverture  de  V interrupteur  (t  = Oj, 
Vintensite  dans  la  hohine  est  i(0)  = T]q. 


* ' 1J  It) 

Uc  (f)  = (tension  aux  bornes  de  la  capacite)  = —-  (™”ant  dans  la  resistance) 


La  tension  aux  bornes  d’ line  resistance 
pent  etre  discontinue. 


L'intensite  peut  etre  discontinue 
dans  une  resistance. 


• Circuit  (R,  L,  C) 

L’ equation  differentielle  s’ecrit : 

d 2uc  dur  2 „ 

+ 2 (JCOq  — — + COqUC  = 0 , 


dr2 


dr 


d 2Uc  CO h dz/<-  2 

ou  encore  : — h — — + (O^ur  ■■ 

dr2  Q dr 


0, 


a t = 0 : uc(t  = 0)  = uq  et  i(t  = 0)  = 0 

1 2n 

avec  co p = la  pulsation  propre,  Tq  = — la  periode  propre 

gLC  o\) 

et  Q = — = — - — . le  facteur  de  qualite  (grandeur  sans  dimension).  Ce  facteur  est 
2a  R RCcoq 

aussi  appele  facteur  de  surtension  (cf.  chapitre  3). 


Selon  les  valeurs  de  Q,  done  de  <7,  les  regimes  libres  sont  differents.  En  effet,  A et  B etant 
des  constantes  determinees  par  les  conditions  initiales,  il  vient  : 

-si  Q < alors  cr  > 1,  le  regime  est  aperiodique  ( courbe  1 : cr  = 1,5),  et  en  posant 
co=  co^a2  - 1,  on  a : 

uc(t ) = e~  0(0 o 1 (Achcot  + 5shft>r)  ; 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


-si  Q = -i-,  alors  <7=1,  le  regime  est  critique  (c  our  be  1 : <7=  1),  et : 

uc(t)  = e~coot(A  +Bt)  ; 

-si  Q > ~ , alors  <7  < I le  regime  est  pseudo-periodique  ou  oscillant  amorti  (courbe  1 : 

G=  0,5  et  courbe  2 : a = 0,05).  En  posant  co=  (0^1  - <72,  il  vient : 

uc(t)  = e a(0ot  (Acoscot  + Bsinmt). 

• Le  temps  de  relaxation  le  plus  court  correspond  sensiblement  a Q = -i-  (ou  cr  = 1 ) ( courbe  1). 

• Lorsque  le  facteur  de  qualite  est  grand,  Q » 1 (done  cr  « 1),  le  nombre  d’oscillations 
« observables  » donne  un  ordre  de  grandeur  du  facteur  de  qualite  : ainsi  pour  la  courbe  2 
(Q  = 10),  on  observe  bien  une  dizaine  d’oscillations. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


i Regime  transitoire  - Regime  force 


Les  courants  et  les  tensions  d'un  circuit  lineaire  sont,  a chaque  instant,  fonctions  des  valeurs 
initiales  de  ses  variables  d’etat  et  des  caracteristiques  (f.e.m.  et  c.e.m.)  de  ses  sources  indepen- 
dantes.  Generalement,  apres  un  regime  transitoire  ou  les  effets  lies  aux  conditions  initiales  se 
manifestent,  il  s’etablit  un  regime  force  (ou  permanent)  determine  uniquement  par  les  caracte- 
ristiques des  sources  independantes. 

^jiPour  s’ entrainer  : ex.  5,  7 et  8 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Les  reseaux  etant  lineaires,  le  theoreme  de  superposition  est  applicable,  mais  attention  aux  condi- 
tions initiales. 

• Bien  connaitre  les  lois  dissociations  de  resistors,  de  bobines  ideales,  et  de  condensations  ideaux. 

• Pour  un  circuit  R,  L,  C serie  les  equations  differentielles  d’evolution  peuvent  s’ecrire  : 


Avec  Q le  coefficient  de  qualite  du  circuit. 

Comme  en  mecanique  il  faut  bien  connaitre  les  diverses  solutions. 
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Exercices 


(J: ) Decharge  d'un  condensateur 

E est  une  tension  continue.  L’interrupteur  etant  ferme  depuis 
« tres  longtemps  »,  on  l’ouvre  a la  date  t = 0. 

Determiner  u(t)  et  i(t). 


L’ interrupted  etant  ferme  depuis  une  duree  pratique- 
rnent  infinie,  que  peut-on  dire  de  i et  de  u a la  date 
t = 0~  (juste  avant  l’ouverture)  ? 

Laquelle  de  ces  deux  grandeurs  est  une  fonction 
continue  du  temps  ? 

On  fera  attention  aux  orientations  de  u et  de  i. 


2 • Le  meme  generated  alimente  le  circuit  represente  sur 
la  figure  2. 


Determiner  la  relation  entre  L\,  L2,  R\  et  R2  pour  que  la 
difference  de  potentiel  V^b  entre  les  points  A et  B soit 
independante  du  temps. 

a.  L\R\  - (L\  +L2)  (fii  -R2) 

b.  L1R1  = (L\  + L2)  (R2  -R\) 

c.  k = k 


© Etude  de  circuits  (/?,  L)  (d'apres 
ENAC) 

Dans  chacune  des  questions  on  choisira  la  bonne  proposi- 
tion en  la  justifiant  soigneusement. 

1 • Le  circuit  represente  sur  la  figure  1 est  alimente  par 
une  source  de  tension  continue  de  force  electromotrice  E 
et  de  resistance  interne  negligeable  devant  R.  On  ferme 
rinterrupteur  K a l’instant  t = 0.  Etablir  Fexpression  de 
Fintensite  i du  courant  dans  le  circuit  en  fonction  du  temps  t. 


c.  1(0  = |(l-  exp  (-  L)) 

d. ,(0  = |[l-exp(-|,]] 


d.  L\R\  — L1R1 


3 • La  relation  etablie  a la  question  precedente  etant  veri- 
fiee,  calculer  Fenergie  W^b  consommee  dans  le  trongon 
de  circuit  AB  pendant  Fintervalle  de  temps  [0,  f]  en  fonc- 

k 

tion  de  la  variable  — t. 

k 


a.  Wm=E- 


(R, +R?)2  Lli 


V' 


F - exp 


\ L\ 


b wab  = e- 


R, 


(R,  +R2)2  Ik 


R 


—t  + 1 - exp 


- —t 


c.  Wab  = E- 


(L,  +L,r  LH 


R 


— t + 1 + exp 


-*Lf 

v k 


d-  Wab  - E 


L. 


2 (R,  + R,)2 


R 


-f  + 1 - exp 


L 


v k 


4 • La  relation  etablie  a la  question  2 etant  toujours 
verifiee,  determiner  les  relations  entre  L\,  L2,  k k et 
R\,  R2,  R3,  R4  pour  que  la  difference  de  potentiel  vbd  entre 
les  points  B et  D soit  constamment  nulle. 

a.  L[R[  = L2R2  — L3R3  = L4R4 

b.  (k  + L4)R  1 = (L4  + Li)R2  = (L[  + L2)R3  = (L2  + Lf)R4 

c.  h-  - _ k _ k 

k k k R4 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


d. 


R 


R3  + L ^ 


R2  _ R3  _ R4 
E^  “I-  -Zjj  Ly  “I-  E^  E^  E^ 


1)  Ce  cas  est  celui  du  cours. 

2)  Utiliser  des  associations  de  dipoles  et  1.  pour  eta- 
blir  le  courant  dans  AC,  puis  exprimer  Vab- 


3)  Ecrire  V&B  et 


^1  +^2 
R\  + R2 


en  tenant  compte  de  2. 


avant  d’ecrire  Wab(0  = J VAB.iAB(u)du. 

4)  II  faut  utiliser  la  question  2.  pour  raisonner  par 
analogie  sur  la  branche  ADC  ; pour  que  Vbd  s°it  nul 
il  faut  necessairement  qu’il  soit  independant  du 
temps. 


o Transfert  de  charges 

entre  deux  condensateurs 

Un  condensateur  de  capacite  C est  charge  sous  une  d.d.p. 
E,  puis,  a t - 0,  est  relie,  par  fermeture  de  I’interrupteur  K, 
a un  circuit  ( R,C' ) serie  (le  condensateur  de  capacite  C' 
est  initialement  non  charge). 


C 


u’(t) 


=F  C’ 


////// 


////// 


1 • Determiner  les  variations  du  courant  i ( t ) de  decharge 
du  condensateur  C. 

2 • Calculer  la  variation  d’energie  du  systeme  consti- 
tue  par  la  resistance  R et  les  deux  condensateurs  C et  C'. 

3 • Demontrer  que  |A^|  est  aussi  l’energie  dissipee  par 
effet  Joule  dans  la  resistance  R. 

4 • L’expression  de  |A^|  etant  independante  de  R,  que 
se  passe-t-il  lorsque  R tend  vers  zero  ? 


Penser  a ecrire  la  conservation  de  la  charge  electrique 
pour  les  deux  condensateurs. 

L’ equation  differentielle  en  i(t)  s’obtient  en  ecrivant 
que  i ( t ) traverse  la  resistance  R et  les  deux  conden- 
sateurs. 

Quand  R tend  vers  zero,  les  conditions  de  1’ A.R.Q.S. 
sont-elles  realisees  ? 


o Annulation  de  la  surtension 
aux  homes  d'un  circuit  (/?,  L) 
commute 


Un  circuit  de  commutation,  modelise  par  un  interrupteur  K 
et  un  condensateur  de  capacite  C,  relie  un  circuit  (R,  L) 
serie  a un  generateur  de  tension  continue  de  f.e.m.  E. 

1 • A t = 0,  on  ferme  l'interrupteur  K.  Determiner  l’inten- 
site  i(t)  dans  F inductance  sachant  que  sa  valeur  initiale  est 
nulle.  A quelle  date  peut-on  assurer,  a mieux  de  1 %,  que  le 
regime  permanent  est  atteint  ? 

2 • Le  regime  permanent  etudie  precedemment  etant  eta- 
bli,  on  ouvre  l’interrupteur  K.  A quelle  condition  sur  C le 
courant  d’ouverture  i(t)  decroit-il  uniformement  jusqu’a 
s’annuler  sans  qu’aucune  surtension  n’apparaisse  aux  bor- 
nes  de  l’interrupteur  ? 

Representer,  dans  ces  conditions,  les  variations  de  i(t ) et 
celles  de  uc(t). 


3 • Expliquer  qualitativement  ce  que  Ton  aurait  observe,  a 
l’ouverture  de  l’interrupteur,  en  l’absence  de  la  capacite  C. 


Ecrire  l’equation  de  la  maille  et  utiliser  les  conditions 
de  continuite  du  courant  dans  1’ inductance  et  de  la  ten- 
sion aux  bornes  de  la  capacite  pour  etablir  les  condi- 
tions initiales. 


0 Cellules  (/?,  C)  soumises 
a un  echelon  de  tension 

1 • Un  condensateur  de  capacite  C etant  charge  sous  la 
tension  Uq,  a t = 0 on  ferme  l’interrupteur  du  circuit. 
Calculer  le  courant  i (?)  a travers  C. 


2 • On  associe  a la  premiere  cellule  (R,  C)  une  seconde 
cellule  (R,  C)  comme  indique  ci-dessous. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


A t = 0,  les  deux  condensateurs  ont  la  meme  tension  Uq 
a leurs  bornes. 


A t = 0,  on  ferme  F interrupted  K. 


a.  Determiner  les  valeurs  initiales  des  courants  r i (?)  et  ^(O- 

b.  Etablir  et  resoudre  Fequation  differentielle  donnant  le 
courant  12(f)  dans  la  seconde  cellule. 


Pour  le  second  circuit,  appliquer  la  loi  de  nceuds  en  Aj 
de  fagon  a n’utiliser  que  les  deux  courants  ii(f)  et 
('2(0,  puis  appliquer  la  loi  des  mailles  a deux  mailles 
independantes.  Lors  de  Fetablissement  des  conditions 
initiales,  ne  pas  oublier  que  la  tension  et  la  charge  d’un 
condensateur  sont  des  fonctions  continues  du  temps. 


Reponse  d'un  circuit  (/?,  L,  C) 

On  considere  le  circuit  represente  ci-dessous  alimente  par 
un  generateur  de  force  electromotrice  constante  E.  On 
ferme  l’interrupteur  K a l’instant  t-  0,  le  condensateur 
etant  initialement  non  charge. 

Calculer  l’intensite  i du  courant  traversant  Finductance 
au  cours  du  temps. 

On  suppose  que  RC  = — - T. 


1 • Determiner,  en  regime  periodique  etabli  (de  periode 
7),  F expression  de  la  tension  u(t ) aux  bornes  du  conden- 
sateur et  representer  ses  variations.  On  ecrira,  en  fonction 
de  E,R,C  et  T , les  expressions  de  valeurs  extremes  Mmm 
et  «max  de  u(t). 


2 • Determiner  la  trajectoire  de  phase  du  condensateur, 

du 


lieu  de  ses  points  de  phase  Ml  u,  T 


dr 


t = RC. 


Utiliser  le  fait  qu’en  regime  permanent  la  reponse  u (t) 
est  de  valeur  moyenne  nulle,  comme  l’excitation  e(t). 
Penser  a utiliser  Fequation  differentielle  pour  etablir 
Fequation  de  la  trajectoire  de  phase. 


^ Appliquer  la  loi  des  nceuds  et  la  loi  des  mailles. 

Pour  trouver  les  conditions  initiales,  se  souvenir  que  la 
tension  aux  bornes  d’un  condensateur  est  continue  et 
que  le  courant  dans  une  inductance  l’est  egalement. 


0 Reponse  drun  circuit  ( R , C)  serie 
a une  excitation  periodique 
en  creneaux 

Un  generateur  de  tension  delivrant  des  signaux  en  cre- 
neaux e(t)  de  valeur  moyenne  nulle  et  d’  amplitude  E est 
branche  aux  bornes  d’un  circuit  (R,  C ) serie. 


Circuits  alimentes  en  parallele 

On  considere  le  circuit  ci-dessous  compose  de  deux  branches 
comportant  l’une,  une  resistance  r et  un  inductance  L et  l’au- 
tre,  une  resistance  R et  un  condensateur  de  capacite  C.  Elies 
sont  alimentees  par  un  generateur  de  tension  continue  de 
force  electromotrice  E et  de  resistance  interne  negligeable. 


Le  condensateur  etant  decharge,  on  ferme  a l’instant  t = 0 
l’interrupteur  K.  On  designera  respectivement  par  i\  et  par 
*2  les  intensites  dans  la  branche  contenant  Finductance  et 
dans  la  branche  contenant  le  condensateur,  et  par  i Finten- 
site dans  le  generateur. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


1 • Determiner  par  un  raisonnement  physique,  les  valeurs 
de  /],  i2  et  i immediatement  apres  la  fermeture  de  l’inter- 
rupteur  K et  une  fois  le  regime  permanent  etabli. 

2 • Determiner  en  fonction  du  temps  les  regimes  transitoi- 
re  de  iff)  et  i2(t)  et  tracer  Failure  des  courbes  correspon- 
dantes. 

3 • En  deduire  F expression  de  iff).  Que  devient  ce  resul- 

L 9 

tat  si  les  conditions  R = r e t — = R-  sont  verifiees  ? 

C 

L 9 

On  supposera  dans  toute  la  suite  que  R = r et  — = R-. 


On  considere  toujours  le  meme  circuit  alimente  par  le 
meme  generateur.  K etant  ferme,  le  regime  permanent  pre- 
cedent est  etabli.  A un  instant  que  Fon  choisira  comme 
nouvelle  origine  des  temps,  on  ouvre  Finterrupteur  K. 

4 • Etablir  F equation  differentielle  verifiee  par  q(t). 

£ 

5 • Montrer  que  juste  apres  Fouverture  i2  = - — et 

q = CE.  R 

6 • Determiner  completement  Fexpression  de  i2(t)  en 
fonction  de  E,  R,  C,  et  t. 


7  • Determiner,  de  deux  manieres  differentes,  Fenergie 
dissipee  par  effet  Joule  au  bout  d’un  temps  tres  long  apres 
Fouverture  de  Finterrupteur  K. 


1)  II  faut  envisager  les  differentes  continuites  des 
variables  d’etat  intensite  et  tension  pour  t = 0 et  t ten- 
dant  vers  l’infini. 

2)  Les  deux  mailles  sont  independantes  et  l’on  retrouve 
a chaque  fois  le  cours. 

4)  K ouvert,  il  n’y  a qu’une  loi  des  mailles  a ecrire  ; pen- 
ser  a tenir  compte  des  relations  imposees  par  Fenonce. 

5)  Ici  encore  il  faut  se  servir  des  relations  de  continuite 
et  des  resultats  de  la  premiere  question. 

6)  Deduire  de  celle  de  qft ) Fequation  verifiee  par  12(f). 
Quelle  est  la  solution  d’une  equation  differentielle  du 
second  ordre  dont  le  discriminant  de  Fequation  caracte- 


ristique  est  nul  ? Il  faut  avec  5.  trouver 


^2 

dt 


(0). 


7)  On  peut  directement  calculer  Fenergie  dissipee  par 
Fensemble  des  deux  resistances,  ou  se  poser  la  question 
de  savoir  ou  etait  initialement  stockee  cette  energie. 


Determination  des 
caracteristiques  electriques 
d'une  membrane  cellulaire 


daux  mais  necessite  la  connaissance  de  Famplificateur 
operationnel  fonctionnant  en  regime  lineaire  (cf.  chapitre 
4).  Si  vous  n’avez  pas  encore  aborde  ces  notions,  vous 
pouvez  traiter  la  question  preliminaire  3.  puis  revenir  au 
reste  de  ce  probleme  apres  le  cours  sur  Famplificateur 
operationnel. 

A • Questions  preliminaires  : 

1 • Conversion  intensite-tension 

L’amplificateur  operationnel  est  suppose  parfait  (fig.  1.)  et 
fonctionne  en  regime  lineaire.  Exprimer  la  tension  de  sor- 
tie V’o  en  fonction  de  F intensite  du  courant  /,  de  la  tension 
Vrgf  et  d e R. 


R 


2 • Montage  soustracteur  et  amplificateur  : 

2 • 1.  L’amplificateur  operationnel  est  suppose  parfait 
(fig.  2.)  et  fonctionne  en  regime  lineaire. 

Exprimer  la  tension  l7s  en  fonction  de  Vei  et  Ve2  ainsi 
que  des  differentes  resistances. 

Que  se  passe-t-il  si  les  quatre  resistances  sont  iden- 
tiques  ? 


R2 


2 • 2.  L’amplificateur  operationnel  est  suppose  parfait 
(fig.  3.)  et  fonctionne  en  regime  lineaire. 

Determiner  la  tension  V en  fonction  de  l7| , R et  Rw.d:. 


Cet  exercice  represente  une  moitie  d’epreuve  de  concours  nfTJ 

de  3 h 00.  Il  porte  sur  des  regimes  variables  non-sinusoi-  Fig,  3 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


3 • Etude  d’un  regime  transitoire  : 

Nous  considerons  le  circuit  ci-dessous  constitue  d’un 
condensateur  de  capacite  C,  initialement  decharge,  de 
deux  resistances  R \ et  /Q,  alimente  par  un  generateur 
delivrant  un  signal  variable  dans  le  temps  ve(f). 


R\  if  t) 


«( 0 


ve(t) 


On  applique  a ce  circuit  une  stimulation  d’ amplitude 
AV  = Vr6i  > 0 et  de  duree  At,  ayant  Failure  suivante  : 
Ve(t) 


Vref 


0 


A t t 


3 • 1.  Exprimer  ift  = 0+)  en  fonction  de  V,-^  et  R \. 
Exprimer  ift  = At~)  en  fonction  de  Vr^,  R \ et  /O.  On 
supposera  At  suffisamment  grand  pour  que  le  circuit  ait 
atteint  un  regime  permanent  a F instant  At  . 

3 • 2.  Etablir  F equation  differentielle  verifiee  par  uft) 
en  fonction  de  R \ , AS,  C et  ve(f).  Preciser  la  constante  de 
temps  t'  de  ce  circuit. 

3*3.  Etablir  l’expression  de  uft)  sur  l’intervalle 
[0,  At], 

En  supposant  x'«At , preciser  la  valeur  u(At). 


3 • 4.  En  deduire  /(f)  sur  l’intervalle  [0,  At]. 

3 • 5.  Etablir  Fexpression  de  uft)  dans  l’intervalle 
[Af+,  +oo[.  En  deduire  ift)  dans  Fintervalle  [Af+,  -h»[. 
Quelle  est  Failure  de  /(f)  sur  ]-°°,  +°o[  ? 

B • Modele  simplifie  de  I'amplificateur 

Les  techniques  de  potentiel  impose  a une  membrane  ont 
pour  finalite  le  maintien  du  potentiel  membranaire  d’une 
cellule  ou  d’un  groupe  de  cellules  a une  valeur  fixe  et 
1’ enregistrement  simultane  des  c our ants  ioniques  lies  aux 
transferts  d’ ions  a travel's  la  membrane.  Toute  mesure 
necessite  une  paire  d’  electrodes  : une  electrode  de  mesu- 
re reliee  a un  convertisseur  et  une  electrode  de  reference 
indijferente  (generalement  une  electrode  au  calomel  ou 
au  chlorure  d’ argent). 

La  pipette  d’  enregistrement  est  un  simple  tube  de  verre 
contenant  une  solution  ionique  de  composition  fixee  par 
l’  experience  dans  lequel  est  placee  une  electrode  d’  ar- 
gent chloruree.  L’  ensemble  permet  la  conduction  elec- 
trique  entre  la  membrane  cellulaire  ou  l1  interieur  de  la 
cellule  et  le  premier  etage  de  I’amplificateur,  qui  est  un 
convertisseur  courant-tension  (bloc  (2)). 

Le  second  etage  (blocs  (3)  et  (4) ) re  tranche  la  tension  de 
reference  et  amplifie  le  signal  d’unfacteur  compris  entre 
1 et  200. 

1 • Etude  de  I’amplificateur  : 

En  utilisant  les  resultats  des  questions  preliminaires  : 

1 • 1.  Exprimer  \'o  en  fonction  de  Vr£f,  iff)  et  Rp 

1 • 2.  Exprimer  V\  en  fonction  de  Vfcf  et  Vq,  puis  en 
fonction  de  / ft)  et  If  . 

1*3.  Exprimer  V en  fonction  de  / ft).  If  . R et  Rv ar. 

2 • Mesure  de  la  resistance  de  « seal  » : 

La  pipette  est  modelisable  par  une  resistance  A* p , p de 
10MQ  . La  zone  de  contact  fZC)  entre  la  pipette  et  la 
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EXERCICES 


IS 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


membrane  peut  etre  representee  par  un  cylindre  de 
diametre  d = 1 pm  et  de  hauteur  It  - 2 pm,  de  conduc- 
tivity O = 10~2  Q^.cm"1. 

2 • 1.  Exprimer  la  resistance  d’acces  RacCeS  a la  mem- 
brane en  fonction  de  h,  d,  et  o.  Calculer  numeriquement 

^acces  • 

II  se  forme  de  plus  une  resistance  de  jonction,  ou  de 
fuite,  appelee  resistance  de  seal,  conditionnant  la  stabi- 
lity de  la  liaison  pipette  membrane.  Cette  resistance  est 
constituee  par  une  colonne  cylindrique  entourant  la 
zone  ZC,  de  meme  conductivity  o que  ZC.  Cette 
colonne  a l’epaisseur  e = 3. 10  10  m (e«d)  et  la  hauteur 
h = 2 pm. 

2 • 2.  Exprimer  la  resistance  de  jonction  /?seai  en  fonc- 
tion de  h,  d,  e et  o.  Calculer  numeriquement  /?seaj. 

2 • 3 Quel  est  alors  le  montage  electrique  equivalent  a 
1’ association  de  ces  trois  resistances  : /?pjp,  /?aCcis  et 
/?seai  ? Compte  tenu  des  valeurs  numeriques,  simplifier 
le  montage. 


3 • Mesure  en  configuration  cellule  entiere  : 

On  modelise  par  R \ la  resistance  equivalente  de  la 
pipette  precedente  et  (70,  C ) represente  la  resistance  et 
la  capacity  de  la  membrane  (bloc  (1)  du  schema  ci- 
dessous)  : 


Deduire  de  l’enregistrement  de  v(t)  donne  ci-dessous 
les  valeurs  de  R \ , /C  et  C.  On  precise  que  Vj-gf  = 5 mV, 
Rf  = 100  MO  et  /^var  = 0.  Sur  cet  enregistrement,  l’ab- 
scisse  t est  en  seconde  et  l’ordonnee  V est  en  volt. 


A)  Questions  1.  et  2.  : se  souvenir  qu’un  AO  ideal 
est  tel  que  i+  = i-  = 0 et  qu’en  regime  lineaire 
V+  = V-. 

3.1)  Quelle  est  la  variable  d’etat  continue  pour  un 
condensateur  ? En  deduire  i (0+).  A quoi  est  assi- 
milable un  condensateur  en  regime  permanent 
continu  ? En  deduire  i(At~). 

3.2)  II  suffit  d’ecrire  loi  des  mailles  et  loi  des 
noeuds. 

3.3)  L’ integration  de  cette  equation  differentielle 
est  classique  ; il  faut  ensuite  faire  At  » t'  dans 
l’expression  obtenue  ou  considerer  C comme  un 
interrupteur  ouvert  pour  obtenir  u(At  ). 

3.5)  Ecrire  la  nouvelle  equation  differentielle  et 
Fintegrer  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  u(At ) 
precedente. 

B)  Questions  1.1.  a 1.3.  : il  suffit  de  transposer  les 
resultats  du  A. 

2.1)  a 2.3)  Se  souvenir  de  la  relation  donnant  la 
resistance  d’un  tron5on  cylindrique  de  conducteur 
ohmique.  Comment  sont  associees  Rp,p.  Rse ai  et 

D O 

^acces  • 

3)  Les  lectures  de  v(0+),  v(At— ) et  t'  donnent  par 
Fintermediaire  de  A.3.1.  les  valeurs  cherchees  ; la 
valeur  de  v(At-)  confirme  les  valeurs  de  R | et  Rj- 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


flj)  Reponse  d'un  circuit  (L,  C) 
a une  impulsion 

On  etudie  la  reponse  du  circuit  represente  sur  le  docu- 
ment 1 pour  plusieurs  excitations.  La  bobine  et  le  conden- 
sateur  sont  supposes  ideaux. 


i ^ 

L rrrm. 


Doc.  1 


1 • ue(t)  = 0 pour  t < 0 et  ue(t ) = E pour  t 5®  0 (doc.  2). 
Determiner  us(t). 

2 • ue(t ) = 0 pour  t < 0 et  pour  t > T ; ue(t ) = E pour 
t G [0,  T]  (doc.  3). 

Determiner  us(t). 

Pour  quelles  valeurs  de  T 1’ amplitude  des  oscillations  est- 
elle  maximale  ? 


E 

ue 

E 

Doc.  2 

ue 

T 

Doc.  3 

3 • we(r)  est  une  impulsion  : ue(t)  a la  forme  precedente 
mais  avec  : 

T — » 0,  E —¥  00  avec  le  produit  ET  = A (constant). 
Determiner  us(t). 


3 2)  On  pourra  decomposer  ut(t)  en  une  somme  de  deux 
fonctions  dont  la  reponse  est  deja  connue. 

Quelles  sont  les  valeurs  de  us  et  de  a la  date 

d t 


t = 0“  ? Ces  deux  grandeurs  sont-elles  des  fonctions 
continues  du  temps  ? 

3)  On  fera  un  developpement  limite  a l’ordre  1 en  (OqT. 


Moderation  d'un  neurone 

La  membrane  d’un  neurone  peut  etre  grossierement  repre- 
sentee par  le  modele  electrique  suivant,  ou  e\  - 70  mV  et 
= 80  mV  (les  valeurs  numeriques  sont  approximatives). 


exterieur 


^ ^/inhibition  ^ 

^excitation 

Ri 

r2 

u(t) 

C 

\e2 

interieur  du  neurone 


Lors  d’une  excitation  l’interrupteur  Ke  est  ferme,  lors 
d’une  inhibition  l’interrupteur  Kj  est  ferme  et  lors  d’un 
etat  de  repos  (desexcitation)  Ke  et  K;  sont  ouverts. 

Lors  d’une  excitation  de  duree  finie,  on  observe  une  dimi- 
nution exponentielle  de  la  difference  de  potentiel  u(t) 
avec  une  constante  de  temps  de  re  = 2 ms  et  lors  d’une 
desexcitation  un  retour  a e\  = 70  mV  avec  une  constante 
de  temps  r'e  = 10  ms. 

Deduire  de  ces  valeurs  la  reponse  u ( t ) du  neurone  a un 
signal  d’ inhibition  de  duree  5 ms  : 

a.  lorsque  la  cellule  est  au  depart  au  repos  (Ke  toujours 
ouvert) ; 


b.  lorsque  la  cellule  est  au  depart  excitee  (Ke  s’ouvrant  a 
t = 0). 


La  constante  de  temps  de  charge  ou  decharge  d’un  cir- 
cuit (R,  C)  est  t=RC. 

Remplacer,  lors  de  l’excitation  ou  de  l’inhibition,  F en- 
semble [generateur,  Ry,  R?\  par  le  generateur  de 
Thevenin  equivalent. 

Les  constantes  de  temps  sont-elles  differentes  ? Quelle 
information  leur  rapport  permet-il  d’obtenir  ? Ne  pas 
oublier  qu’apres  le  signal  d’inhibition,  le  neurone 
retourne  a son  etat  de  repos. 


Signal  carre  et  oscilloscope 
en  mode  « AC  » 

Rappeler  les  ordres  de  grandeur  de  l’impedance  d’entree 
de  tout  oscilloscope. 

Rappeler  les  ordres  de  grandeur  de  l’impedance  de  sortie 
de  tout  generateur  de  fonction. 

Le  circuit  d’entree  d’un  oscilloscope  en  mode  Alternative 
Current  (AC)  peut  etre  modelisee  par  un  circuit  RC  : 


entree 

.AC 

• tDC 

C R 

T 

vers  le  circuit 
d’  amplification 
et  de  visualisation 

777777 

Doc.  1.  Oscilloscope 

En  mode  Direct  Current  (DC)  le  condensateur  C est 
court-circuite. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


On  branche  sur  les  deux  entrees,  l’une  Y ] enmode«DC» 
etl’autre  Y 2 en  mode  « AC  »,  de  F oscilloscope  un  gene- 
rateur  basse  frequence  de  resistance  de  sortie  negligeable. 
On  observe  les  signaux  de  sortie  suivants  pour  des 
calibres  identiques  en  Y \ et  Y2,  1 V/di vision  et  en 

X : 100  ms/di vision  : 


Doc.  2 


On  branche  une  resistance  de  valeur  1 MQ  en  serie  avec 
F entree  Y2  de  F oscilloscope  et  on  realise  la  meme  mesu- 
re  avec  les  memes  calibres  d’ oscilloscope. 


Doc.  3 

On  observe  alors  les  deux  signaux  suivants  : 


Doc.  4 


1 m Verifier  que  le  resultat  des  deux  experiences  est  com- 
patible avec  le  modele  des  entrees  DC  et  AC  de  F oscillo- 
scope et  en  deduire  les  valeurs  de  R et  C. 

On  donnera  les  equations  des  divers  signaux. 

2 _ Que  donneraient  les  signaux  Y \ et  Y2  si  la  resistan- 
ce de  1 MQ  etait  branchee  de  la  facon  suivante  : 


Doc.  5 

On  prendra  R = 1 MQ  pour  cette  derniere  question. 

CLe  protocole  experimental  permet  de  visualiser  la 
reponse  a un  echelon  de  tension  des  deux  montages. 
Comment  la  premiere  permet-elle  de  calculer  la 
constante  de  temps  RC  ? 

La  deuxieme  mesure  permet  de  calculer  R et  C.  II 
suffit  de  voir  si  les  valeurs  sont  compatibles  avec  la 
premiere  mesure. 

Pour  la  deuxieme  question,  il  est  judicieux  d’utiliser 
le  generateur  de  Thevenin  equivalent  au  G.B.F.  a la 
resistance  de  1 MQ  et  a la  resistance  d’  entree  en 
Yi- 
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Corriges 


O Decharge  d'un  condensateur 

L’interrupteur  etant  ferine  depuis  « tres  longtemps  »,  le  cir- 
cuit a atteint  son  regime  permanent.  Le  condensateur  est  com- 
pletement  charge  et  le  courant  qui  le  traverse  est  nul.  On  peut 
done  le  remplacer  par  un  circuit  ouvert. 

Sur  le  schema  equivalent  a t = 0“  on  reconnait  un  diviseur 
de  tension,  ce  qui  donne  : 

R + r 


i=0 


Schema  equivalent  a t = 0 

Sur  le  schema  valable  pour  t > 0,  on  reconnait  le  regime 
libre  d’un  simple  circuit  (R,  C). 

Avec  les  conventions  utilisees  : 

u(t)  = + R i(t)  et  i(t')  = - C — . 

d? 

L’  equation  differentielle  est  done  : 

T — + u = 0 avec  t = RC. 
d t 


On  remarque  que  contrairement  a u(t),  lafonction  i(t)  est  dis- 
continue en  t = 0. 

La  tension  u etant  une  fonction  continue  du  temps  : 

»(0+)  = «(0“)  = E — — — . 

R + r 


On  en  deduit  la  solution  : u(t)  = E 


R + r 


exp 


et  done,  par  derivation  (ou  en  remarquant  que  u(t)  = Ri(t  j)  : 


m ■■ 


R + r 


exp 


Etude  de  circuits  (/?,  L)  (d'apres 
ENAC) 

1 • Sachant  que  x est  homogene  a temps,  les  reponses  a.  et  c. 
sont  impossibles.  A t = 0 on  doit  avoir  i(t)  = 0 done  la  repon- 
se  c.  est  aussi  impossible.  La  reponse  est  done  d.  C’est  le  cas 
du  cours  ; L important  est  de  bien  ecrire  la  continuite  de  i dans 
la  bobine  en  t = 0. 

d i 

L’ equation  differentielle  est  E = Ri  + L — et  s’integre  en 

At 

. , ( R \ E 

i = A exp  I - —t\  + — ; avec  ;(0+)  = i( 0“)  = 0, 
il  vient  bien  d. 


2 • On  peut  associer  L\  et  Lj  en  serie  \L  = L\  + Li  et  R\  et 
R2  en  serie  : R = R[  + R2  et  appliquer  1.  pour  determiner 


-E 


1 AC  ~ 


+ R-, 


exp 


_ R\+  R2{ 

Ey  + JL) 


- 1 


d / 

D autre  part  VAB  = R\  iAC  + L{ 

d t 


RAB  = 


- R , 


exp 


R\  + R2 

Rl  + R2 
Z>i  + Z/2 


+ L , 


t + 


L\  + R2  J 

RyE 

Ry  + R2 


d’oii  independant  du  temps  si 

h Rl  , 

ou  encore  — = — , reponse  c. 

l2  r2 

3 • Avec  la  relation  du  2. 


R 


Ry  + R2 


Ly  + R 


vAD  = 


RyE 


R j + Rj 


et 


7?i  + R~,  R 1 R - 


AB 

et  RAB(t)  = VAB  *AC(0 


Zq  + Z/2 


2_  _ ^V1  _ 2 

Ly  L2 


soit  ft) 


AB 


{t)=  S:=  0KAB  !AC  (M)dw 


^AB  _ 


Ry  E 


(Ry  +R2y 

RyE2 

(Ry  +R2)2 


^AR  — 


*:-e  L'U )du 
0 


"a'  _i)  h. 


t + \e 


R 


soit  reponse  a. 

Remarque  : Les  reponses  h.  et  c.  peuvent  etre  eliminees  d’em- 
blee  car  inhomogenes. 
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Corriges 


R,E 

4 • • Si  2.  est  verifiee  V^g  = 


R^  + R-, 


> Par  analogie  avec  2., 


Vad  ~ 


R3 E 
R3  + R4 


' hE 

VE3  + L4 


R^E 


R3  + R4  J 


R + R, 

\ - -a U 

L , + L. 
e 3 4 


Or,  Vbd  = V BA  + V AD  I une  condition  necessaire  pour  que 
VgD  soit  nul  est  que  V^g  soit  independant  du  temps  ; 

L-,  R-, 

done,  par  la  meme  demarche  qu’en  2.,  — = — — 

La  Ra 


a%=  sr(»)  - m = - 1 j 

= - — CC  E2  < 0. 

2 C + C 

La  charge  du  systeme  n’a  pas  varie,  mais  son  energie  a diminue. 
3 • On  calcule  l’energie  dissipee  dans  la  resistance  R : 

= JaEl[_c~t]  = Ell.  = 1 cc'  e2. 

2/?  0 2/?  2 C + C' 


• II  reste  alors  Vnr,  = 

rSL) 


r3e 

R3  + r4 


RXE 
R\  + R2 


qui  doit  etre  nul,  soit  R3R2  = R1R4  et  finalement  la  bonne  pro- 
position est  c. 

o Transfert  de  charges 

entre  deux  condensateurs 


1 • La  loi  d’Ohm  appliquee  a la  resistance  s’ecrit : 

(1)  u - u'  = Ri,  avec  i = - C = C' 

At  At 

En  derivant  la  premiere  relation,  on  elimine  les  tensions  u et 
u'  a L aide  de  la  deuxieme  relation  : 

R — + (—  + — \i  = 0. 


At 


C C' 


En  posant  — = — [ — + — - ],  on  obtient  une  equation  diffe- 
T R \ C C'  ) 

rentielle  d’ordre  1 a coefficients  constants  — + — = 0,  qui 

d?  T 

E --  E 

s’integre  en  i(t)  = — e x puisque  i(0)  = — . En  effet, 
R R 

u(  0" ) = m(0+)  = E 

et  u'(0~)  = u(0~)  = 0,  par  continuity  de  q(t)  et  q'{t)  en  0. 

Le  courant  de  decharge  decroit  exponentiellement  jusqu’a 
s’annuler. 

2 • Initialement  seul  le  condensateur  C est  charge  et : 
g(0)  = -^-. 


Lorsque  l’equilibre  est  atteint,  (1)  conduit  a 
= n'(°°)  = Uoo,  1’ energie  du  systeme  est : 


g(°°) 


(C  + C')Ui 


La  determination  de  Ux  s’effectue  en  ecrivant  que  la  charge 
du  systeme  s’est  conservee  : CE  = (C  + C')UX,  d’ou  : 

Coo  = C E et  g(oo)  = Cl£2  . 

C + C'  2(C  + C ) 

L’energie  du  systeme  a varie  de  : 


On  constate  que  S^  = |A<o|  :lapresencedelaresistanceper- 
met  la  dissipation  del’energie  |A<?|  sous  forme  d’effet  Joule, 
mais  la  valeur  de  |Aeo|  n’est  pas  determinee  par  la  resistance 
R qui  ne  figure  d’ailleurs  pas  dans  son  expression. 

4 • Lorsque  la  resistance  R est  nulle,  le  bilan  d’energie  peut 
se  modeliser  de  deux  fagons  differentes  ou  complementaires  : 

• de  l’energie  est  dissipee  au  niveau  de  l’interrupteur  lors  de 
la  mise  en  contact ; 

• le  circuit  ne  fonctionne  plus  dans  l’A.R.Q.S.  et  de  l’energie 
est  rayonnee  (effet  d’antenne). 

0 Annulation  de  la  surtension 
aux  bornes  d'un  circuit  ( R , L) 
commute 

1 • L’ equation  differentielle  en  lit)  s’obtient  par  la  loi  des 
mailles  : 

E = Ri(t)  + L-^-, 

At 

d’ou,  en  posant  T=  — : t + i(t)  = — . 

R At  R 

Cette  equation  differentielle  lineaire  d’ordre  1 admet  une 
solution  de  la  forme  : 

-1  e 

i (t)  = Ae  * + — , 

R 

ou  la  constante  d’integration  A se  determine  a l’aide  des 
conditions  initiales  /(0_)  = ;(0+)  = 0,  traduisant  que  le  courant 
a travers  1’ inductance  est  une  fonction  continue  du  temps  : 

Le  regime  permanent  est  theoriquement  atteint  au  bout  d’un 

E 

temps  infini  et  l’intensite  est  alors  egale  a f iim  = — . L’ecart 

R 

entre  la  valeur  de  l’intensite  a la  date  t et  sa  valeur  limite  est, 

en  valeur  relative,  egale  a — ^ — — - = e r . Soit  tg  tel  que 

him 

e T = 10“-,  ilvient  fg  = fln(102)  = 4,6  T.  Pratiquement,  au 
bout  de  5 T,  on  ne  pergoit  plus,  a mieux  de  1 %,  d’ evolution 
pour  le  courant  i{t). 
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E = uc(t)  + Ri(t)  + L - 
ou  i(t)  = C Soit  en  definitive  : 


dr 


dr 


E = «c(r)  + RC 


d uc{f) 
dr 


- LC 


d2»c(0 

dr2 


On  pose  (On  = -=L=  et  A = _®0 
^LC  L Q 


soit  : 


La o 
R 


1 


RCcoq 


dr2  Q dr 


1 


i(  0-)  = K 0+)  = f 

R 


et  E = Ri(0+)+L\— ) 

dt  )t  = 0+ 


soit  L ( — 


= 0. 


dr/f  = o+ 


E E 

II  en  resulte  que  A = — et  B = — On,  done 


i(r)  = — (1  + ffloOe  ®°(. 

R 

Les  variations  de  i(t)  sont  donnees  ci-apres  : 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


2 • Pour  etudier  1’evolution  de  la  tension  «c(r)  apres  l’ouver- 
ture  de  l’interrupteur  K,  on  prend  comme  nouvelle  origine  des 
temps  la  date  de  l’ouverture  de  rinterrupteur.  L’ equation  diffe- 
rentielle  en  «c(r)  s’obtient  encore  par  application  de  la  loi  des 
mailles  : 

d i(0 


(1) 


II  vient,  en  divisant  l’equation  precedente  par  LC  : 

d2;.ic(r)  coq  d uc(t)  2 i 

, y +^~  — + ®o  «c(0  = ®o  E. 

dr2  Q dr 

Pour  qu’aucune  surtension  n’apparaisse  aux  bornes  de  l’in- 
terrupteur, il  faut  que  le  regime  du  circuit  soit  un  regime  ape- 
riodique  : 

Q = —J—  =£-,  done  C*-%. 

R\IC  2 R2 

En  derivant  P equation  differentielle  en  uc(t),  on  obtient 
l’equation  differentielle  en  i(t)  : 

d^m  +3l  m. +0}20m=o. 


C’est  pour  la  valeur  critique  Qc  = — que  le  courant  d’ou- 

verture  s’annule  le  plus  rapidement  possible.  Mais  cette 
condition  est  quasiment  impossible  a satisfaire  exactement,  il 
faut  prendre  Q legerement  inferieur  a la  valeur  critique  pour 
obtenir  le  resultat  souhaite.  En  definitive,  il  faut  choisir  un 
condensateur  de  capacite  C legerement  superieure  a la 

valeur  critique  Cc  = . 

On  considere  pour  la  suite,  le  cas  theorique  de  l’amortissement 
critique.  Le  courant  evolue  alors  suivant  une  loi  de  la  forme  : 
i(t)  = (A  + Bt)e~  ®of. 

Les  conditions  de  continuity  a r = 0 imposent : 


Par  ailleurs,  les  conditions  de  continuity  a r = 0 donnent : 

«c( 0-)  = «c(0+)  = 0 et  /(0+)  = c(^L-)  = f 

\ dr  )t  = 0 R 

done  =JL  = ^1E,  car  Qc  = ~- 

\ dr  A = o RC  2 2 

En  regime  critique,  la  loi  de  variation  de  «c(r),  solution  de 
l’equation  differentielle  (1),  est  de  la  forme  : 
uc(t)  = (A1  + B't)e~  ao'  + E 

ce  qui,  compte  tenu  des  conditions  initiales,  s’explicite  en  : 
«c(r)  = E -E^l  + -i-  e_  a,or- 
Les  variations  de  u^(t)  sont  donnees  ci-dessous. 


La  valeur  maximale  de  Uc(t)  s’obtient  en  calculant  la  deri- 
vee  de  «c(0  : 

d«c(r) 


dr 


: — /(r)  = — (l  + ©0r)e-®<>' 
C RC 


ECOq 


(1  + ft)0r)e_  ®°f. 


Cette  derivee  ne  s’annule  que  pour  t tendant  vers  l’infini, 
e’est-a-dire  que  max  = E.  Aucune  surtension  n’apparait 
aux  bornes  de  l’interrupteur. 

3 • En  l’absence  de  condensateur,  l’inductance  provoque  aux 
bornes  de  l’interrupteur  K une  surtension  telle  qu’il  y appa- 
rait  une  etincelle  conductrice  qui  referme  le  circuit.  Ainsi,  la 
continuity  du  courant  a travers  l’inductance  se  trouve  assume 
(contre  la  volonte  de  Pexperimentateur). 

Cette  surtension  peut  d’ ailleurs  etre  dangereuse  pour  des  sys- 
temes  inductifs  parcourus  par  des  courants  importants 
(moteurs  electriques).  La  presence  du  condensateur  a 1’ou- 
verture  du  circuit  est  une  mesure  de  security. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


0 Cellules  ( R , C)  soumises 
a un  echelon  de  tension 

1 • L’ equation  de  maille  f?  = Bi  + — donne  par  derivation 
par  rapport  au  temps  : 

D d i , i n ■ dr? 
dr  C dr 

Cette  equation  differentielle  s’integre  en  : 

_t_ 

i(t)=Ae  v 

en  posant  T = RC . 

La  constante  d’integration  A se  determine  a l’aide  de  la 

E — U 

condition  initiale  i'(0)  = — , d’ou  : 

R 

i(t)  = ^e-i 


. , . uAt)  - u7(t)  , v 

2 • a A tout  instant  19(f)  = — — , done  a 1 instant 

R 

initial  : ^2(0)  = 0,  car  «i(0)  = w2(0)  = Uq. 

Par  ailleurs,  la  resistance  R,  placee  entre  Aq  et  A\  est,  a 

E - u\(t) 


tout  instant,  parcoume  par  le  courant  <|(f)  + ioU)  ■ 
ce  qui  donne,  a 1’ instant  initial : 


R 


«'l(0)  + /2(0)  = 


E-U o 
R 


Compte  tenu  de  la  valeur  *2(0),  la  valeur  initiale  de  i'i(f) 
s’etablit  a : 

E-Uq 


ii(0)  = ■ 


R 


b.  On  applique  la  loi  des  mailles  a la  maille  A1A9B9B 1, 
puis  a la  maille  AoA2B2Bo.  On  obtient  : 

u\  = Ri 2 + U2  et  E = R(i\  + i2)  + Rh  + «2- 


En  notant  que  ij=C— ! - et  que  ; 2 = C , on  derive  les 
At  At 

deux  relations  precedentes,  il  vient : 

z'i  „ Ah  h „ „ Ai\  „ „ Ai7  h 

— =R  — + — et  0 = B — - + 2R  — + — . 

C At  C dr  At  C 

Portant  l’expression  de  i 1 deduite  de  la  premiere  des  deux 

relations  precedentes  dans  la  seconde,  on  obtient  1’ equation 
differentielle  en  12(f)  : 


diz2 


9 d2i2  , di2  . . 

r — f-  + 3r — - + *2  = 0, 

At1  dr 


oil  t = RC. 


Cette  equation  differentielle  du  second  ordre  lineaire  a coef- 
ficients constants  a pour  equation  caracteristique  : 

1 2r2  + 3 T r + 1 = 0 , 

dont  les  racines  sont  r = — ^ ± . 

2 x 

II  en  resulte  que  la  solution  est  de  la  forme  : 

_3t_(  j5,  _j/3 

i2(f)  = e 2r\Ae2r  + Be  2t 

ou  A et  B sont  des  constantes  d’integration  determinees  par 

d*2 


les  conditions  initiales  *2(0)  et  

V df  A = 0 

Pour  ce  faire,  on  calcule  la  derivee  de  i'2(f)  : 

3 i Jk  R-#V  A ( A 


dr 


\Ae2*'+B  2r'  I + 2tL  | Ae2*  -B  ^ 
2 t\  ) It 


et  on  determine  la  valeur  initiale  de 


di2 

dr 


i 1 d/2  i2 

De  la  relation  — = R + — , on  en  deduit : 


C 


At  C 


dr  A = o RC  Rt 

Les  constantes  d’integration  A et  B sont  determinees  par  le 
systeme  des  deux  equations  : 

*2(0)  = A + B = 0 et: 

^ =-  — (A  + B)  + ^(A-B) 

dr  )t  = 0 It  2r 

=j;(A_S)=^ 0 

2r  Rt 

E — U 

ce  qui  donne  A = - B = -=^~  et,  par  suite  : 

R\5 

V5  R \2t  ) 

Reponse  d'un  circuit  ( R , L,  C) 

On  note  Uc  la  tension  aux  bomes  du  condensateur. 
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(i) 


On  applique  la  loi  des  noeuds  en  A : 

i=uc+cduc 

R d t 

Pour  les  deux  mailles  qui  contiennent  le  generateur,  la  loi  des 
mailles  s’ecrit : 


E = L—  + Ri  + uc, 
dr 


ce  qui  donne  en  derivant  : 
d2/ 


0 = L 


dr2 


■R  *L  + ^L. 
dr  dr 


(2) 


(3) 


L’ equation  differentielle  en  i(t)  du  circuit  s’obtient  en  eli- 
minant  uq  entre  les  trois  relations  precedentes. 

Pour  ce  faire,  il  suffit  de  multiplier  la  relation  (2)  par  — , la 

relation  (3)  par  C et  les  ajouter  membre  a membre. 

Les  termes  en  ainsi  formes  expriment  alors  le  courant  i 
d’apres  la  relation  (1). 

On  obtient : 

E 1 /,  di  \ r(T  d2/  „d i d uc 

R R \ dr  / V dr2  dr  dr 


soit  encore  : 


LC 


d2r 

dr2 


RC  + —)  — + 2i  = ~. 


R dr 


On  a : 


t=RC  = — , soit  LC  = T2. 
R 


donnee  par  une  constante,  puisque  le  second  membre  — est 

constant.  Elle  doit  verifier  : 

E . E 

2 1 = — , soit  i = . 

R 2 R 

La  solution  generale  de  P equation  complete  (4)  est  done  : 
r . „ . t\.  E 


m ■■ 


e r | A cos  — + B sin  — + . 

T t)  2 R 


Pour  determiner  A et  B,  on  se  sert  des  conditions  initiales. 
La  tension  uc  aux  bornes  du  condensateur  est  continue  et  le 
courant  i dans  la  bobine  l’est  aussi. 

On  a done  : 

a r = 0+,  i = 0 et  uc  = 0. 

En  remplagant  dans  (2),  il  vient : 

E = L — (0+)  =>  — (0+)  = — . 
dr  dr  L 

Par  derivation  de  i (t),  on  obtient : 

d i_ 

dr  I t \ r r 


+ — ( - A sin  — + B cos  — 


_t_ 

- e r 


-—(a  cos  — + B sin  — 


A r = 0+,  on  a done  : 


r(0+)  = 0 = A + — 
2 R 


-df  (0+)  = — = 

dr  L 


--  + -B. 


L’equation  a resoudre  est  done  : 
d 2i 


dr2 


dr  , 0.  E 
2 r h 2/  = — . 


dr 


R 


(4) 

^ 22  2ffln.^l^l 

On  remarque  que  (O o = — et  — = — — , soit  Q = — > — ; 

t T Q V2  2 

on  doit  done  obtenir  un  regime  oscillant  amorti. 

On  resout  d’abord  l’equation  homogene  associee  : 

T2-d^_  + 2r—  + 2i  = Q. 


dr2 


dr 


On  cherche  des  solutions  en  e'(,  ou  s verifie  P equation  carac- 
teristique  suivante  : 

t2s2  + 2ts  + 2 = 0. 

A'  = T2  - 2t2  = - T2. 

- t ±jr  l , . . 

J = n — = - (-  1 ±J ),  avec  j2  = - 1. 


La  solution  generale  de  P equation  homogene  est  done  : 
e T ( A cos  — + B sin  — I. 


T x) 

Line  solution  particuliere  de  Pequation  complete  (4)  est 


Soit 


a = -A 
2 R 

S =A +!-  = - — + — = — . 
L 2R  R 2R 


Done  : 


et : 


i (0  = — e r 
2 R 


■ cos  — + sin  — ) + 

2 R 


i(°°)  = i'oo  = — . 

2 R 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


Reponse  d'un  circuit  ( R , C)  serie 
a une  excitation  periodique 
en  creneaux 

1 • L’ equation  differentielle  du  circuit  s’obtient  en  ecrivant 
que  le  meme  courant  traverse  la  resistance  et  le  condensa- 
, e(t)  -u  „ du 

R d t 

d’oit,  en  posant  % = RC  : 

T — + u = e(t). 
d t 

On  note  umm  et  nmax  les  valeurs  extremes  de  u{t)  en  regi- 
me etabli. 

T 

Pour  0 < / < — , le  condensateur  se  charge  sous  + E done 
u[L)  = nmax  ; de  meme  pour  ~ < t < T il  se  charge  sous  - E 


done  u( 0)  = u(T)  = um[n. 


Pour  0 < t < — [mod  T],  e(t)  = E,  et  la  solution  de  l’equa- 
tion  differentielle  est  : 


u(t)  = (un 


- E)  e T + E. 


(1) 


Pour  — < t < T [mod  7],  e{t)  = - E et  la  solution  de 
P equation  differentielle  est  : 


u{t)  — (nmax  + E)  e T E. 


(2) 


On  ecrit  en  utilisant  (1),  qu’en  regime  etabli,  les  valeurs 
extremes  de  u(i)  sont,  par  raison  de  symetrie,  opposees  : 

w m ax  = — t'min  • 

— ) = (Kjiuu  — E)  e “T  + E = Hmax  = — Wrnin , 


d’oil  l’expression  de  un 


et  celle  de  u„ 


-2L 
1 - e 2r 

nr 

1 + e lx 


_T_ 

1-e  2r 

wmax  = j~  E ■ 

1 + e 2t 

On  arrive  aux  memes  expression  en  utilisant  (2). 

Le  graphe  de  u{t)  en  regime  permanent  est  donne  ci-apres 

T 

pour  differentes  valeurs  du  rapport  — : 


— = 5 ; 3 ; 1 ; 0,5  et0,l. 
T 
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2 • • Pour  0 < t < — [mod  7],  1’ equation  differentielle 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


2 + j — (%a x > E Mmax)  et  M(T_ ) — (um[n , E Um jn) . 

• Entre  T_  et  T+,  la  f.e.m.  du  generateur  varie  brutalement 
de  2E.  La  tension  aux  bornes  du  condensateur  ne  subit  pas 
de  discontinuite  : 

u{T_)  = u(T+)  = um in, 

mais  le  courant  i = C — en  subit  une,  amenant  le  point  de 
dr 

phase  du  condensateur  de  M(T_ ) = M( 0_)  en  : 

M(T+)  = M(  0+). 

La  trajectoire  de  phase  du  condensateur,  en  regime  perma- 
nent, est  represente  ci-apres.  Cette  trajectoire  est  le  cycle  limi- 
te  vers  lequel  tend,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
le  point  de  phase  du  condensateur. 


Mi 


s’ecrit : 


= E - u. 


ce  qui  signifie  que,  dans  le  plan  de  phase  ( it,  T— ) , le  point 

\ dr/ 

de  phase  M du  condensateur  decrit  un  segment  de  droite 
entre  les  points  : 

^(0+)  = ^hniri’  l ~ 


et 


— _ ] — («max>  E Mmax)  • 


T T 

• Entre  — et  — , la  f.e.m.  du  generateur  varie  brutale- 
2“  2 + 

ment  de  - 2 E.  La  tension  u aux  bornes  du  condensateur  ne 
subit  aucune  discontinuite  : 


L 

2 

du 


le  courant  i = C — en  subit  une. 
dr 


• Pour  — < r < T [mod  7],  on  a r — = - E - u, 

2 dr 

done  le  point  de  phase  M du  condensateur  decrit  un  segment 

de  droite  entre  les  points  de  phase  : 


0 Circuits  alimentes  en  parallele 

1 • • a r = 0+  par  continuite  de  i dans  la  bobine 

1 i(0+)  = i i(0“)  = 0 ; par  continuite  de  c/  aux  bornes  du  conden- 
sateur ifC(0+)  = «c(0-)  ; or  uc(0~)  = 0 par  hypothese,  d’oil 

uab( 0+)  + Ei  2(0+)  et  uAB( 0+)  = E,  soit  i2(0+)  = ; 

R 

enfin  ;(0+)  = i'i(0+)  + /2(0+)  = 

R 

• Quand  le  regime  permanent  est  etabli,  z'2(r)  = constante 

E 

done  u l = 0,  la  bobine  « est  un  fil  »,  d’oit  z2(°°)  = — ; 

r 

d’ autre  part  le  condensateur  est  charge  done  i\ (°°)  = ^ (°°)  = 0. 

dr 

TV  ' v \ E 
D OU,  l(o o)  = — . 

r 

2 • II  s’agit  de  deux  mailles  ( R , C,  E)  et  (r,  L , E)  indepen- 
dantes  ; avec  les  conditions  initiales  ci-dessus,  on  obtient 

e(  E — — 

immediatement  q(r)  = — yl  — e L J et  i2(t)  = — e R<~  . 
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i = ^ + ^L  RC  _e  Rc)  = i.m 
R Rk  1 R 


2 2 1 

L equation  caracteristique  en  est  r H r H = 0 

RC  LC 

dont  le  discriminant  est  nul  car  - = R2 . 

C 


D’ou  i2(t)  = (A  + Bt)C  RC 


Or  i 


; (0+)  _ 


d L 


= = A et  —L  (0)  = 1-  B avec 


R 


d t 


RC 


q d L 

— + 2 Ri0  + L -p-  = 0 que  nous  appliquons  en  0 : 


CE 


C 


R 


— + 2R  --  +L  (0)=0, 


dL 


dr 


soit  I — — I (0)  = - .11  vient  alors 

dr 


A „ E E 1 „ E 

+ B = — =>  + + B = — or 

RC  L RC  R L 


R2C 


J_ 

1 


done  B = 0 et  / 2(0  = — 


— e RC- 

R 


7 • • Premiere  methode 

L’energie  dissipee  Test  dans  les  deux  resistances  R = r 

Wj  = J~2 Ri\(t)  dr=  e RC  dr  = CE 2 

• Deuxieme  methode 

L’energie  dissipee  provient  de  l’energie  stockee  initialement 
dans  la  bobine  et  le  condensateur  : 


4 • II  ne  reste  qu’une  maille  : — + (R  + C)C  + L — — = 0 

C 2 dr 


d L 


soit  avec  i2  = — , 


d q 

dr 


L ^ + (R  + r)  — + — = 0 ou  encore  avec  les  hypotheses 

dr2  dr  C 


d ~q  + _^_d q +_q_  0 

d?2  RC  dr  LC 


5 • 12  est  continue  grace  a la  bobine  ; or  ; 2(0+)  =-i\ (°°) 

_-E 

r 

q est  continue  et  <?(0+)  = q{°°)  = CE,  les  deux  valeurs  a l’in- 
fini  correspondent  a l’etablissement  du  regime  permanent  des 
questions  1.  a 3. 

6 • L’ equation  verifiee  par  ij  est  la  meme  que  celle  verifiee 
par  q. 


VJ  = ~(WC+  wO 


lzt2(0)+i^ 

2 2 2 C 


1 r E 
w r = —L  — 

J 2 R2 


1 C2E2 


+ - 


2 C 


, soit  avec  — — = C, 
R2 


Wj  = CE  et  Ton  retrouve  le  meme  resultat. 

C)  Caracteristiques  electriques 
d'une  membrane 

A • Questions  preliminaires 

1 • L 'A  O etant  ideal  et  fonctionnant  en  regime  lineaire  i_  = 0 

et  L+  = VL,  soit  L0  -Vref  = - RI.  (1) 

2 • 1.  • 


R' 

V,= ^ — v et 

+ R'+R\  e2 


V,~V- 

R, 


r~~rs 

R, 


grace  a /,  = 0 


et  i_  = 0. 
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a 


CORRIGES 


1 D’ autre  part  V_  = V+  d’ou 


R7  Rr  ^ + R'7  ( Rx  R2  j 


1 1 


V — 

e2  R{  ’ 


R7 

SOit  Ks  =:  ■ } V„  + 


r 


r,  e>  r\+r'2 


l + — \Ve 

R{  1 e’ 


Si  les  resistances  sont  identiques  = Ve  - (2) 

V V - V 

2*2 L — J , toujours  en  utilisant  les  proprietes  de 


1 A O.,  soil  V = RWWVX 


R„ 


1 1 
- + — 


V^var  R 


OU  V = Vl\l  + 


R 


(3) 


3 • 1.  • La  tension  aux  bornes  de  C est  continue  done 
F(0+)  = u{ 0“)  et  comme  q(0~)  = 0,  u(0~)  = 0.  Done 

R 


3*4  On  a i = 


u-V^ 


ref 


R , 


soit  j = - - 


ref 


Rl  +R2 


r7  - 

1h — —e 

R 


t \ 


on  retrouve  bien  les  valeurs  t(0+)  et  i(At  ) du  3.1. 

drr  u 

3*5  Pour  t > At,  vP  = 0 et 1 — = 0, 

d f r' 


d’ou  it  = fxe  P et  u(At+)  = u(At  ) car  u q est  continue,  d’ou 


11  ~ Kef 


R, 


Rl  + R2 


exp 


t-At 


en  considerant  toujours 


t'«  At  done  u(At)  = 


R, 


R j + R7 


On  en  deduit  i = — = 


^ref  R 


-2  I t- At  \ 

'exp - — ].L’ allure 


R{  R{  + R2  R{ 


de  i(t)  sur  ]-°°,  +°°[  est  celle  donnee  en  figure  5 de  l’enonce. 


• L’ equation  devolution  de  /(f)  est  issue  de  : 

n ■ , U 

V-  = —R,  t + u,  i= C — . 

e 1 R2  dt 

En  regime  permanent  (At  « grand  »)  le  condensateur  est  equi- 

d u 

valent  a un  interrupteur  ouvert  done  C — (At  ) = 0 et 

dt 


comme  ve  = Pr(sf , /(At  ) = — 


Lef 

7?i  + JR-2 


3 • 2 En  eliminant  i des  equations  du  3.1.,  il  vient : 

u cdu  _u-V^f 

R2  dt  R , 


ll 


du  1 ( 1 1 j V-f 

soit  — + — — + — \ u = ■ 


dt  C\RX  R2 


1 1(1  1 


Rfi 


on  a done  — = — 1 . On  notera  Ti  = R\C. 

T C\RX  R2] 


T — 7 

3 • 3 L’ integration  donne  u = V^- h Ae  T or  a ? = 0“, 

L\ 

u( 0“)  = 0 et  u est  continue  done  m(0+)  = 0 et 

u{t)  = VT,f  — ^1  - e T J pour  t E [0,  At]. 

T1 

-A!  f r2 

Si  T'  « At,  e T « 1 et  u{At)  = Vr6f  — = Fr.f  — — 

T1  Kl  + K2 

Remarque  : On  trouve  le  resultat  directement  avec  ic(At)  = 0 
et  un  diviseur  de  tension. 
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B • 1 • 1.  V0  = VT£f  - Rf  i(f) 
1*2.  Vl  = Vr6i-V0  = Rf  /(f) 


• 3,  V = [ 1 + — 


R 


1 + ^ 


Fi=jM1+if  i*(0 


2 • 1 Pour  une  resistance  cylindrique  de  longueur  L,  de  sec- 
tion X et  de  conductivity  a,  R = - — . 

o X 


Racces  f 2\ 


n — 

v 4y 


= 2,5  MQ. 


2*2  Pour  f?sea],  comme  e « d,  X = 7t  de  et 
h 


R. 


seal 


= 2,1  GQ. . 


a nde 

2 • 3.  On  peut  proposer  la  modelisation  suivante  : 

Comme  R777\  '>->  access 

1 _ 1 1 _ 1 

R R R R 

seal  acces  /vacces 


3 • 1.  Remarque  : Comme  Ryar  = 0,  le  bloc  (4)  est  un  suiveur 
tel  que  V =Vj  = Rfi(t). 


CORRIGES 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


On  peut  lire  sur  le  graphe  : 

At  = 0,5  s;V(0+)  = - 0,24  V; 

V (A t~)  = - 0,04  V ; L(Ar+)  = + 0,2  V.  La  tangente  a l’origine 

3 

coupe  l’axe  des  t pour  — . 0,2  s environ,  soit  x'=  0,12  s. 

V 

• ;(0+)  = - — (cy.  A.3.1.)  et  ;(0+)  = V{0+)/Rf.  On  en  tire 

Rl 

V 

R.  = -R  .^e-  = 2,lMl. 

1 f V(0+) 

- vr,f 

• V(Ar)  = Rfi(Ar)  = Rf.  (A.3.1.) 

xq  + jf<2 

- F,, 

soil  ft,  +R?=Rf  ret  = 12,5MQ,soitfl2  = 10,4  MO. 

r(Ar) 


2 • we(t)  peut  se  mettre  sous  la  forme  de  la  somme  de  deux 
echelons  : ue(t)  = ue  ( t ) + ue  (t),  ou  ue  ( t ) est  la  fonction  du  1 
et  ue2(t)  = uei(t-T). 

L’ equation  differentielle  etant  lineaire,  la  solution  est  la  super- 
position des  solutions  associees  separement  a t/6l(f)  et  Me,(t). 
«s(0  = “sj (0  + «s2(0  avec  : 

* MsjW  = 0 Pour  t < 0 ; 

uSl(t)  = E[  1 - cos  (®0f)]  pour  t > 0 ; 

* Ms2(0  = 0 pour  t <T  ; 

«s2(f)  = - £[1  - cos  (©o?  ~ ©oft)]  pour  t > T. 

D’oii : 

us(t)  = 0 pour  t < 0 ; 

ms(0  = £[1  - cos  (ffl0r)]  pour  0 < t <T  ; 

us(t)  = E[-  cos  (©of)  + cos  (fflqr  + ©qL))] 

= 2 E sin  sin  I^COqJ  - Pour  1 > 


L’AN  donne,  avec  R i et  /?2  trouves  precedemment, 
L(A?+)  = 0,2  V ce  que  confirme  la  lecture. 

• Enfin,  t'  = — [ — + — ),  d’ou  C = 70  nF. 

cUi  ft2J 

Remarque  : La  lecture  de  x'  est  approximative  et  donne  C a 
une  dizaine  de  % pres. 


flj)  Reponse  d'un  circuit  ( L , C) 
a une  impulsion 


1 • On  peut  ecrire  a chaque  instant  : 

ue(t)  = us(t ) + L~  et  i = C ~L. 

dt  d t 

On  en  deduit  que  us(t)  verifie  1’ equation  differentielle  : 

(fiu  2 2 1 

— + ©o  us  = ©o  ue  avec  ©o  = -=. 

Pour  t > 0,  cette  equation  s’ecrit : 

d 2us  2 2 „ 

— f + ©o  u&  = ©o  E. 


La  tension  aux  bornes  d’une  capacite  et  le  courant  dans  une 
inductance  etant  des  fonctions  continues  du  temps,  les  condi- 
tions initiales  sont : 


ms(0+)  = ms(0“)  = 0 et  /(0+)  = C(-^M  = i(0~)  = 0. 


dt  )t  = o+ 

La  solution  qui  verifie  les  conditions  initiales  est : 
ms  = E [1  - cos  (©o?)]  pour  t > 0. 


L’ amplitude  des  oscillations  est  egale  a 


2 E sin 


©0  T 
2 


; elle 


est  maximale  si 


©0  T 
2 


= (2p+l)y  ; 


soit : 


Q)qT  = (2 p + 1)71. 


3 • Si  T — > 0 on  determine  us  par  un  D.L.  a l’ordre  1 en 
COqT. 

• us(t)  = 0 pour  t < 0 ; 

• ns(f)  = 0 pour  0 < t < T ; 

• ns(f)  = ET  ®o  sin  ®q7  pour  t>  T. 


G>  Moderation  d'un  neurone 


• On  commence  par  calculer  les  constantes  de  temps  relatives 
aux  differents  etats. 

Lors  de  l’excitation,  le  circuit  equivalent  est  : 


On  obtient  le  generate©'  de  Thevenin  equivalent  en  transfor- 
mant le  generateur  (e\,  R i)  en  generateur  de  Norton  (soit 

£i 

11 1 = — , R[),  puis  en  regroupant  les  deux  resistances  R\  et 
ft I 

D D 

R2  en  R^q  = — et  enfin  en  transformant  le  generateur 

ftl+ft2 

de  Norton  (771,  R$ q)  en  generateur  de  Thevenin. 

On  obtient  done  : 
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^eq  _ 


^1^2 
R\  + R2 


q — e ] 


Ri 

Rl  + R2 


La  constante  de  temps  du 
circuit  est  Te  = R^qC. 

Pendant  la  desexcitation,  le 
circuit  est  celui-ci. 

Sa  constante  de  temps  est 
r't=R\C. 

Done  — = 1 + = 5, 

Te  R2 

d’ou  R[  = AR2  et  E^q  = 14  mV. 


• Lors  de  l’inhibition,  le  circuit  electrique  equivalent  est : 


Le  generateur  de  Thevenin  equivalent  s’obtient  comme  ci-des- 
sus.  On  transforme  les  deux  generateurs  (ei,  R i)  et  ( e2 , R2)  en 

€]  C') 

generateur  de  Norton  (r]i  = — , R i),  et  {t]2  = — , R2), 

R 1 ” Rl 

D D 

on  regroupe  les  deux  resistances  R[  et  R2  en  R^ q = 

R [ + R2 

et  les  deux  generateurs  de  courant  en  un  seul  ( tj  = r)\  + ri2)  et 
enfin  on  transforme  le  generateur  de  Norton  ( 77,  R^q)  en  gene- 
rateur de  Thevenin. 


On  obtient  done  : 


O ( g2 

E>.  -h 

eq  ■ X + J_ 

Rl  R2 


e\  + 


e2 


1+*L 


. = 78  mV. 


Ri 


Lors  de  T inhibition,  T equation  differentielle  verifiee  par  u(t) 
du 


est : 


ReqC + u = E'6q 

dt 


dont  la  solution  est  de  la  forme  : 


u(t)  = + A exp  I — - 


(1) 


• Lors  du  retour  a l’etat  de  repos,  Tequation  differentielle 
verifiee  par  u(t)  est : 


n /-1  du 

R[C b u = e\. 

d t 

Elle  admet,  pour  t > 5 ms,  une  solution  de  la  forme  : 

u(t)  = e\  + B expl — - 

\ 

• Pour  determiner  la  reponse  du  neurone,  il  suffit  de  determi- 
ner les  valeurs  de  A et  B dans  les  deux  cas  proposes  en  uti- 
lisant  la  continuite  de  la  tension  aux  bornes  du  condensateur. 


Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


a)  A t = 0,  le  condensateur  est  charge  avec  la  tension 
u( 0)  = e\  = 70  mV,  d’ou  A = - 8 mV  d’apres  (1). 

Pendant  T inhibition  : 


u(t)  = 78-8  exp 


■ — ] (u  en  mV  et  t en  ms). 


A ( = 5 ms,  il  vient  u(5)  = 77,3  mV. 

La  desexcitation  debute  alors  et,  d’apres  (2)  : 


77,3  = 70  + B exp  | - E- 


d’ou  B = 88,9  mV. 

b)  A t = 0,  le  condensateur  est  charge  sous  la  tension 
u( 0)  = £eq  = 14  mV,  d'ou  A = - 64  mV. 


Pendant  P inhibition  : 


u{t)  = 78  -64  exp^-  (u  en  mV  et  t en  ms). 


A ( = 5 ms,  on  a u(5)  = 72,7  mV. 

Au  debut  du  retour  a l’etat  de  repos,  on  a : 

72,7  = 70  + B exp|-  yj,  d’apres  (2), 

d’ou  B = 32,9  mV. 


Signal  carre  et  oscilloscope 
en  mode  « AC  » 

L’impedance  d’entree  d’un  oscilloscope  est  modelisable  par 
1’association  parallele  d’une  resistance  de  l’ordre  de  1 MQ,  et 
une  capacite  de  quelques  dizaines  de  pF.  Ces  grandeurs  sont 
directement  affichees  sur  les  bornes  d’entree  de  l’appareil. 
L’impedance  de  sortie  d’un  generateur  de  fonction  est  de  l’or- 
dre  de  50  £2. 

1 • Premiere  mesure 

Les  deux  entrees  de  l’oscilloscope  sont  attaquees  par  un  eche- 
lon de  tension  d’ amplitude  7 V.  La  reponse  de  1’ entree  Y[  est 
« instantanee  »,  alors  que  celle  de  l’entree  Y2  ne  Test  pas.  Le 
signal  mesure  revient  exponentiellement  a sa  valeur  initiale 
apres  avoir  eu  une  discontinuite  de  7 V. 

Ce  resultat  est  compatible  avec  le  document  1 donne  des 
entrees. 

• Pour  Y[ , l’influence  de  la  resistance  R est  nulle  car  l’im- 
pedance de  sortie  du  G.B.F.  est  negligeable. 

• Pour  Y2 , un  signal  creneau  attaque  un  circuit  RC  : 

L’ equation  differentielle  verifiee  par  la  variation  de  charge 

A q du  condensateur  est  R = Av\  car  l’intensite 

dt  C 

dans  R est  egale  a — . 

dt 

La  charge  du  condensateur  est  continue  a t = 0 done  : 

A<7  = C£0^1  -exP(--^r 

ou  Eq  represente  1’ amplitude  de  1’ echelon. 

La  variation  de  la  tension  aux  bornes  de  R est  donnee  par  : 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


Av 2 = RC 


dq_ 
d t 


= Eg  exp 


Remarque  : Pour  ce  type  de  montage , avec  un  pen  d’  habitu- 
de, il  est  inutile  d’ecrire  1' equation  differentielle  puis  de  I’in- 
tegrer  avec  les  conditions  initiates  donnees.  II  sujfit  de  savoir 
que  1’evolution  sefait  selon  une  exponentielle  decroissante  de 
temps  caracteristique  RC  et  d’ajuster  ensuite  aux  conditions 
aux  limites  Af2(0)  = E$  (continuity  de  la  tension  aux  homes 
de  C)  et  Ay2(°°)  = 0 (quand  t tend  vers  l’ inf  ini,  le  cowant  dans 
le  circuit  RC  tend  vers  0)  ce  qui  donne  directement  le  resultat. 


La  valeur  de  la  constante  de  temps  peut  etre  mesuree  a partir 
du  temps  de  demi-decroissance  t yj  = RC  In  2 . 

Ici  ?i/2  ~ 0,05  s soit  RC  ~ 70  ms. 

Deuxieme  mesure 

L’ entree  Y\  n’est  pas  modifiee  par  rapport  a la  premiere 
mesure. 

Pour  P entree  Y2,  on  a le  schema  equivalent : 


En  utilisant  la  remarque  faite  dans  la  premiere  mesure  : 

• la  constante  de  temps  du  circuit  est  (R  + Rf)C  ; 

• la  valeur  initiale  de  Av2  aux  bornes  de  R est  obtenue  en 
utilisant  la  formule  du  pont  diviseur  de  tension  car  la  tension 
aux  bornes  de  C est  continue  : 


A*/2(0)  = - 


R 


R + Ro 

1 la  valeur  initiale  de  Ay2  est  nulle. 
R 


D’oii : 


Av2  = - 


■ Eq  exp  - 


(R  + R0)C 


R + Rq 

Le  signal  72  presente  un  pic  de  tension  d’ amplitude  legere- 
ment  inferieure  a 4 V avec  une  decroissance  exponentielle  de 
temps  de  demi-decroissance  1 1/2  = 0,1  s. 

L’ amplitude  permet  de  calculer  R,  soit  comme  : 


Eq  ~ 7 V,  — — = — d’ou  R = 1,3  MQ. 

R+R0  7 

Le  nouveau  temps  de  decroissance  permet  d’obtenir  : 

( R + Rq)C  ~ 140  ms. 

Combine  avec  la  valeur  RC  obtenue  a la  premiere  mesure, 
ceci  donne  : 

R^R0=  1 Mil  et  C=  0,14  pF. 

Vu  la  precision  des  mesures,  les  deux  valeurs  de  R sont  bien 
compatibles. 


2 • Le  schema  equivalent  est  un  peu  plus  complique  ici  : 


Pour  simplifier  l’etude  du  montage,  on  prend  le  generateur 
de  Thevenin  equivalent  a la  partie  encadree.  Sa  resistance 

interne  est  soit  Ria  = — = 500  kLL 

R + R0  q 2 

L’ echelon  de  tension  qu’il  delivre  est : 

A£ec  = R Eo  = — = 3,5  V. 
q R0  + R U 2 

La  remarque  faite  a la  question  1)  permet : 

• de  determiner  Ay2  : 

3 

- la  constante  de  temps  du  circuit  est : (R  + R^q)C  = — RC  ; 

R E 

- la  valeur  initiale  de  Avo  est : A Ezn  soit  — , sa 

R + Re  q q 3 

valeur  finale  nulle. 

D'ou:  = f “P(_i7); 


• de  determiner  Av\  : 

La  constante  de  temps  est  identique,  la  valeur  initiale  de  Av\ 

Eo 

est  identique,  sa  valeur  finale  est  A£<sq  = — - . D’ou  : 


A t = 0,  Av\  = — = — + A,  d’ou: 
3 2 


Azq 


Eo 

2 
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Reseaux  lineaires  en  regime  variable 


CORRIGES 


Ceci  donne  les  courbes  suivantes  : 
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Reseaux  lineaires 
l en  regime  sinusoidal  force 


• Methodes  d’etude  des  circuits  lineaires  en  regime 
sinusoidal  force  : representation  complexe,  repre- 
sentation de  Fresnel. 

Puissance  en  regime  sinusoidal  force. 

• Etude  des  resonances  du  circuit  (R,  L,  C ). 


LES  PREREQUIS 


Lois  de  Kirchhoff  en  regime  continu. 

• Methodes  d’etude  des  circuits  comportant 
des  dipoles  lineaires  en  regime  continu. 

Relations  tension-courant  des  dipoles  lineaires 
passifs. 


ESSENTIEL 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Utilisation  du  plan  complexe. 

Resolution  des  systemes  d’equations  algebriques 
dans  C. 


< Signal  sinusoidal 


• Representation  complexe 

A un  signal  sinusoidal  s(t)  = .sm  cos  (cot  + cp)  d’ amplitude  reelle  ,sm  (positive)  et  de  phase  cp 
est  associee  la  representation  complexe  : sit)  = s_me.]Wt,  d ’amplitude  complexe  : = s 

La  representation  de  Fresnel  de  s(t ) = ,vm  cos  (cot  + cp)  est  la  representation  geometrique  de  son 
amplitude  complexe  y m dans  le  plan  complexe. 

• Utilisation  de  la  notation  complexe 

La  notation  complexe  d’un  signal  peut  etre  utilisee  lorsqu’on  effectue  des  operations  lineaires 
sur  celui-ci  : additions,  soustractions,  multiplication  par  un  reel,  derivation,  integration  (avec 
une  constante  non  nulle). 

Les  operations  de  derivation  et  d’integration  de  la  representation  complexe  d’un  signal  sont  tres 
simples  puisqu’il  suffit  de  multiplier  ou  diviser,  respectivement,  le  signal  complexe  par  le  fac- 
teur  j co. 

• Impedances  complexes  et  lois  d'association 

L’impedance  complexe  d’un  dipole  passif  est  definie  en  convention  recepteur  par  : 

U L Z 

z = — 


I 


u 


Zr  - R ; ZL  = jLco  ■ Zc  = . 

jC  co 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


Les  lois  dissociation  d' impedances  en  RSF  sont  : 


• en  parallele  : 


Zi 


n 

• en  serie  : Z = Zx 

i = 1 


Pour  s’entrainer  : ex.  1 et  2 


< Circuit  lineaire  en  regime  sinusoidal 


• Regime  transitoire,  regime  force 


La  solution  d’une  equation  differentielle  lineaire  a coefficients  constants  : 


I 


ctn 


n 


d ns(t) 
d tn 


=f(t) 


peut  s’ecrire  comme  la  superposition  d’une  solution  particuliere  s\(t)  de  cette  equation  avec 
second  membre  fit)  et  d’une  solution  sqCO  de  l’equation  sans  second  membre  : 

sit)  = .vo  (0  + .vi(0- 

Pour  un  reseau  lineaire  stable,  soumis  a une  excitation  sinusoidale,  un  regime  permanent  sinusoi- 
dal s’etablit  apres  un  regime  transitoire  qui  tend  vers  zero.  En  regime  sinusoidal  force,  tous  les  cou- 
rants  et  tensions  du  circuit,  de  meme  pulsation,  seront  caracterises  par  leurs  amplitude  et  phase. 


• Etude  du  regime  sinusoidal  force 

Dans  le  cas  d’un  reseau  lineaire  en  regime  harmonique  permanent  (ou  regime  sinusoidal 
force),  on  peut  transposer  les  lois  et  modeles  developpes  en  regime  constant,  et  utiliser  : 

• les  lois  de  Kirchhoff : 

- la  loi  des  noeuds  pour  les  intensites  complexes  ; 

- la  loi  des  mailles  pour  les  tensions  complexes  ; 

• la  decomposition  du  reseau  en  dipoles  elementaires  : 

- dipoles  passifs  caracterises  par  leur  impedance  complexe  («  = Z i en  convention  recep- 
teur)  ; 

- generateurs  de  tension  sinusoidale  de  f.e.m.  complexe  e_  = e_meJC0t,  de  courant  sinusoidal 
de  c.e.m.  : t]  = tjme,]<a,  d’impedance  interne  Z,  s’ils  ne  sont  pas  ideaux  ; 

• le  theoreme  de  superposition  : la  valeur  complexe  sft)  d’une  grandeur  quelconque  (cou- 
rant ou  tension)  est  egale  a la  somme  des  valeurs  complexes  de  cette  meme  grandeur  obte- 
nues  lorsque  toutes  les  sources  sinusoidales  sont  eteintes  a 1’ exception  d’une  seule. 


^fyPour  s’entrainer  : ex.  4,  5 et  7_) 

i Le  circuit  ( R , L,  C ) en  regime  sinusoidal 

Lorsqu’un  circuit  (R,  L,  C ) est  soumis  a une  excitation  sinusoidale  de  pulsation  0).  un  regime 
permanent  sinusoidal  de  meme  pulsation  que  l'excitation  imposee  s’etablit  apres  un  regime 
transitoire  qui  depend  du  facteur  de  qualite  Q du  circuit. 

L’utilisation  de  la  notation  complexe  permet  d’obtenir  l’amplitude  complexe  de  la  reponse  en 
regime  permanent  sinusoidal  du  circuit  (R,  L,  C ).  Le  module  et  la  phase  de  cette  amplitude 
complexe  permettent  d’obtenir  L expression  du  regime  sinusoidal  force,  en  notation  reelle. 

Soit  un  circuit  iR,L,C ) excite  par  une  f.e.m.  sinusoidale  d’ amplitude  em  constante  et  de  pul- 
sation co : eit ) = em  cos  icot). 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


• On  associe  a l’intensite  i(t)  = im  cos  (cot  + cp)  dans  le  circuit,  l’amplitude  complexe  : 
in  = (m  d’expression  : 

im  = 'j 

i +7e(x-i 

avec  : 


* ir  = — — , l’intensite  a la  reson 
R 

< x = , la  pulsation  reduite, 

©0 


©D: 


\LC 


, la  pulsation  de  resonance  (d’intensite), 


q _ La>{)  _ — 1 — ]e  facteur  c|e  qualite  du  circuit. 


R RCco0 


Ainsi,  im  = 


ir 


l+Qz\x 


2 /..  1 x2 


, et  <p  = - arctan 


Q x 


Variations  de 


im(x) 

emIR 


en  fonction  de  x 


pour  Q = — , Q = 1 et  Q = 5. 


Variations  du  dephasage  <p(x)  de  la  reponse 
i(t)  par  rapport  a l excitation  e(t)  en  fonction 

de  x pour  Q = ~.Q=ietQ  = 5. 


Le  courant  est  nul  a tres  haute  frequence  (©  » ©q),  et  a tres  basse  frequence  (©  « ©q).  Une 
resonance  de  courant  est  observee  lorsque  le  circuit  est  excite  exactement  a sa  pulsation  propre 

£ 

©()  : le  courant  egal  a ir  = 111  est  alors  en  phase  avec  la  tension  excitatrice. 


L’acuite  a la  resonance  augmente  avec  le  facteur  de  qualite  : le  domaine  de  frequence  A©  dans 


lequel  im  > -A  est : 

V 2 


A©=^>. 


Q 

A la  resonance  (©  = ©q),  la  tension  mr  = Ri(t)  aux  bornes  de  la  resistance  est  maximale  et 
egale  a la  tension  de  la  f.e.m. 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


• On  associe  a la  tension  U(it)  = »c,m  cos  (fiM  + x//)  aux  bornes  de  la  capacite,  l’amplitude  com- 
plexe  ii(\m  = uc, m d’expression  : 


;G 


Uc,  I 


-7 


1 +jQ[x 


l - x2  + j — 

Q 


avec  les  memes  notations  que  precedemment.  Ainsi  : 


UC,  i 


(a-2  - l)2  + — 


Q 


et  xi/  — (p = - arctan 

2 


Q\x  — 

X 


n_ 

2 ' 


uc 

Variations  de  — 01  enfonction  de  x pour  : 
e m 

Q = 1 et5. 

2 


Variations  du  dephasage  cp(x)  et  uc(t)  par 


rapport  a e(t)  enfonction  de  Q = — , 1 et  5. 


Cette  tension  passe  par  un  maximum  si  Q > — L : dans  ce  cas,  la  resonance  est  obtenue  pour 

une  pulsation  (if  inferieure  a 0/j.  Pour  un  bon  facteur  de  qualite  (Q  » I ),  Of  ~ Of),  et  la 
tension  aux  bornes  de  la  capacite  est  egale,  pour  co=  C0q,  a uc,m  = Qo m » cm. 

C’est  pour  cette  raison  que  le  facteur  de  qualite  Q porte  aussi  le  nom  At  facteur  de  surtension. 

QjiPour  s’ entrainer  : ex.  6 et  11 


< Puissance  en  regime  sinusoidal 

• La  valeur  efficace  de  la  grandeur  periodique  s(t)  est : 

5eff  = \<.s2(0>- 

Si  s(t ) est  une  grandeur  sinusoidale  d’ amplitude  ,snl  : 


La  puissance  absorbee  par  un  dipole  est,  en  convention  recepteur  : 

p(t)  = u(t ) i(t). 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


• En  regime  sinusoidal,  la  puissance  moyenne  absorbee  est : 

= <p(t)>  = C/gff/eff  cos  (p. 

La  puissance  est  le  produit  de  la  tension  par  le  courant  : ce  n’est  pas  une  grandeur  lineaire  : 
p(t)  = u{t)i(i)  ne  s’identifie  pas  a S/le[u(t)i(t)]. 

La  puissance  moyenne  absorbee  par  un  dipole  en  regime  sinusoidal  est,  en  convention  recepteur  : 


En  particular,  la  puissance  absorbee  par  un  dipole  passif  d'impedance  Z(co)  est,  en  fonction  de 


• En  regime  sinusoidal,  pour  que  la  puissance  transmise  du  generateur  (£g,  Zg)  a l’utilisation 
(Zu)  soit  maximale  il  faut  que  Zu  et  Zg  soient  conjugues.  On  parle  alors  d’ adaptation  d’ impe- 
dance. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• L’ ensemble  des  resultats  est  aussi  vu  en  mecanique. 

• Bien  connaitre  les  divers  resultats  ou  savoir  les  retrouver  sans  hesitation. 

• Lors  de  la  resolution  d’ equations  lineaires,  on  peut  utiliser  les  notations  complexes.  La  puissance 
est  une  grandeur  quadratique  (done  non  lineaire).  II  faut  alors  abandonner  les  notations  com- 
plexes. Seule  la  puissance  moyenne  est  accessible  par  les  notations  complexes  a l’aide  de  la  for- 
mule  suivante  qu’il  faut  connaitre  : 


2P  = <p(t)>  = y 9Ke[u{t) i*(f)]. 


^=R(0))f2cn=G(0J)U2cn. 


<£  Pour  alter  plus  loin  : ex.  3,  8,  9 et  10 
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Exercices 


Q Utilisation  de  la  notation 
complexe 


1 • Pour  chacun  des  dipoles  suivants,  utilises  a la  frequen- 
ce /=  50  Hz,  determiner  les  expressions  des  impedances 
complexes  Z et  en  deduire  leurs  modules  Z et  leurs  argu- 
ments q>,  sachant  que  R = 100  Q,  L = 100  mH  et 
C = 0,1  pF  : 

a.  dipole  ( R , C)  serie  ; 

b.  dipole  (R,  C)  parallele  ; 

c.  dipole  (R,  L)  serie  ; 

d.  dipole  (R,L)  parallele  ; 

e.  dipole  R en  serie  avec  (L,  C)  parallele. 


2 • Calculer  la  valeur  des  composants  R'  et  C'  du  dipo- 
le ( R',C' ) parallele  pour  qu’il  ait  la  meme  impedance  que 
celle  du  dipole  ( R,C ) serie  a la  pulsation  (O  d’ utilisation. 

On  posera  a- — - — ,a'=R'C'co. 

RCco 

Comparer  les  facteurs  a et  a' . 


Les  dipoles  etant  passifs,  utiliser  les  lois  dissocia- 
tion des  impedances,  puis  ecrire  Z = Zt' >,r>  avec 


tan  (p  - 


Sfte(Z) 
3m  (Z) 


f 

'3  Ne  pas  oublier  qu’un  amperemetre  fournit  en  alterna- 
§ tif  une  valeur  efficace  et,  qu’en  consequence,  il  donne 
la  meme  indication  pour  deux  courants  dont  les  inten- 

Qifpc  rnmnlpYPC  Qnnt  t 


& Calculs  de  valeurs  efficaces 
et  de  dephasages 


i(t) 


Soit  le  circuit  ci-contre 
pour  lequel  on  donne 
la  valeur  efficace  de  u(t) : 

U = 220  V ;/  = 500  Hz; 

L = 0,3  H ; R = 600  Q ; 

C = 0,2  |iF. 

Calculer  les  valeurs  effi- 
caces et  les  dephasages, 
par  rapport  a u,  des 
courants  i,  ii  et  ip. 

Representer  ces  trois 

courants  dans  le  plan  complexe,  en  representation  de 
Fresnel  des  intensites. 

Calculer  d’abord  ip  et  ainsi  que  leur  dephasage 
par  rapport  a u. 

Ne  pas  oublier  que  la  loi  des  nceuds  ne  s’applique  pas 
aux  intensites  efficaces. 


O Une  question  d'impedance 

Soit  le  circuit  ci-dessous  oil  le  generateur  de  f.e.m. 
e(t)  - em  cos  (cot),  debite  un  courant  i (?)  tel  que  : 
i(t)  = im  cos  (cot  + (p). 


Comment  doit-on  choisir  la  capacite  C pour  quel’ ampere- 
metre  mesurant  le  courant  debite  par  la  source  fournisse,  en 
regime  etabli,  la  meme  indication,  que  1’  interrupted  soit 
ouvert  ou  ferme  ? 

Interpreter  le  resultat  dans  le  diagramme  de  Fresnel,  en  fai- 
sant  figurer  dans  le  plan  complexe  les  amplitudes  complexes 
des  courants  traversant  les  branches  en  parallele. 


C)  Etude  drun  reseau 

On  etudie  le  reseau  represente  sur  la  figure  ci-dessous. 
e(t)  = em  cos  cot. 

Les  valeurs  de  R , L et  C sont  telles  que  : 

R = Leo  et  LCco2  = 2. 


Determiner  u(t)  ainsi  que  les  courants  i(t),  ii(t),  ^(t)  et 
13(f)  en  regime  sinusoidal  force. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


On  appliquera  les  methodes  elementaires  utilisant  les 
associations  et  les  diviseurs. 

Le  calcul  n’est  simple  que  parce  que  LCco2  = 2. 
Utiliser  cette  relation  a chaque  etape  du  calcul. 

Le  calcul  utilise  les  representations  complexes,  mais 
le  resultat  final  doit  s’ exprimer  par  une  fonction 
reelle  du  temps. 


o Impedance  iterative 

Quelle  valeur  Z,  faut-il  donner  a Z pour  que  F impedan- 
ce complexe  d’ entree  de  ce  reseau  vue  entre  A et  B soit 
egale  a Z ? Discuter  de  la  valeur  de  Z,  en  fonction  de  ft), 
pulsation  du  signal  applique  en  entree. 


L 

J'TYYT'L 


r 


= c 


B' 


J 


A 


B 


Ze 


L’ impedance  complexe  d’ entree  Ze  est  egale  au  rap- 
port de  la  tension  ue  au  courant  ie  qui  rentre  en  A. 
C’est  l’impedance  « vue  » entre  A et  B. 

On  trouvera  Z?  en  fonction  de  L,  C et  OX  II  ne  faut 
— 1 

pas  prendre  la  racine  carree  sans  precaution. 


Resistance  interne  d'une  bobine 
(CCP  2005) 

On  etudie  le  circuit  suivant  constitue  d’une  resistance  R, 
d’une  bobine  de  coefficient  L et  de  resistance  interne  r, 
et  d’un  condensateur  de  capacite  C : 


ue(t)  = \Jm  cos  (cot) 


Voie  I Voie  II 


L’oscillogramme  (ou  copie  d’ecran  de  F oscilloscope), 
ainsi  que  les  indications  sur  l’echelle  commune  utilisee 
pour  les  deux  voies,  sont  reproduites  ci-dessous  : 


Donnees  : R - 22  Q ; C = 10  pF. 

1  • A l’aide  de  l’oscillogramme,  calculer  les  valeurs  de  la 
periode  T,  de  la  pulsation  ft),  des  amplitudes  Um  et  7m, 
et  de  F impedance  reelle  Z^g  et  les  reporter  dans  le 
tableau  suivant : 


Grandeur 

m 

ffl(rad  s *) 

U A) 

Um(V) 

Zab(Q) 

Valeur 

numerique 

2 • Des  deux  tensions  u\  et  u\\,  quelle  est  celle  qui  est  en 
avance  de  phase  sur  F autre  ? 

3 • Calculer  le  dephasage  <|>  entre  la  tension  : 

«e(f)  = Um  cos  (cot) 

et  Fintensite  du  courant  i(t)  = Im  cos  (cot  - (|)). 

4 • Montrer  que,  dans  l’hypothese  d’une  bobine  ideale  de 
resistance  r nulle,  les  valeurs  numeriques  de  Z^g,  < |)  et 
R (donnee  de  l’enonce)  sont  incoherentes. 


5  • 11  est  done  necessaire  de  prendre  en  compte  la  resis- 
tance r de  la  bobine.  Calculer  r et  L. 


1)  T,  Um  et  U Resistance,  m se  lisent  directement  sur 
les  graphes  ; (0,  /m  et  s’en  deduisent. 

2)  Lorsque  t croit,  laquelle  des  deux  courbes  atteint 
son  maximum  en  premier  ? 

3)  L’intervalle  de  temps  separant  les  deux  courbes 
conduit  au  dephasage  correspondant. 

4)  Ecrire  Fimpedance  totale  dans  cette  hypothese  et 
montrer  qu’avec  la  valeur  de  R de  Fenonce  on  ne 
retrouve  pas  les  valeurs  experimentales  de  et  <|). 

5)  Reecrire  Z^g  et  <))  en  tenant  compte  de  r. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


Etude  d'un  circuit  bouchon 


Un  circuit  bouchon  est  cons- 
titue  d’une  bobine  (r,  L) 
montee  en  parallele  sur  un 
condensateur  C.  Le  circuit,  de 
frequence  propre/g  = 1 MHz, 
de  facteur  de  qualite  : 

Q - - — l — = 200, 

r rCco0 

est  attaque  en  tension  par  un 
generateur  de  f.e.m.  efficace 
E - 10  mV  et  de  pulsation  to. 
L’ impedance  en  continu  du  ci 
Determiner  : 


i(t) 


it  est  r = 2 Q. 


a.  la  valeur  de  1’ inductance  L de  la  bobine  et  celle  de  la 
capacite  C du  condensateur  ; 

b.  l’impedance  Zg  = |Z(ft^)|  de  ce  circuit  a la  resonance 
{(0=  (Oo) ; 


c.  la  valeur  efficace,  a la  frequence  /o  des  intensites  //_  et 
1q  dans  les  deux  branches  du  circuit  ainsi  que  celle  du  cou- 
rant  I debite  par  le  generateur  ; 


d.  le  rapport 


Z{(0) 

Z(fflg) 


pour 


w- 


«\) 


0\) 


« 1 et  montrer 


qu’il  s’exprime  simplement  en  fonction  de  Q et  de 
5 co  _ co- COp 
COq  COq 

Pourquoi  ce  circuit  est-il  appele  circuit  « bouchon  » ? 


3 • Calculer  L \ lorsque  P a sa  valeur  maximale,  sachant 
que  R = 12  £2.  En  deduire  la  valeur  numerique  de  Pmax. 

4 • Pour  une  valeur  R \ de  R (avec  R \ > Rq  ),  la  puis- 
sance delivree  par  le  generateur  vaut  P\  = 1936  W ; cal- 
culer R\  en  prenant  la  valeur  de  L\  trouvee  en  3. 


5 • Calculer  la  valeur  de  C pour  que,  lorsque  R = R\  ,1a 
tension  aux  bornes  du  generateur  soit  en  phase  avec  le 
courant  qu’il  debite. 


1 . Les  dipoles  inductance  pure  et  capacite  pure  sont- 
ils  dissipatifs  ? En  exprimant  le  cos  ((|))  de  la  relation 
<P>  = UI  cos((f») , on  peut  montrer  la  relation  du  texte 
puis  l’appliquer  au  dipole  L\  en  serie  avec  R. 

2.  II  suffit  de  deriver  par  rapport  a R l’expression 
precedente. 

5.  Comment  doit  etre  la  partie  imaginaire  de  P impe- 
dance (ou  l’admittance)  d’un  dipole  pour  que  la  ten- 
sion a ses  bornes  et  l’intensite  qui  le  parcourt  soient 
en  phase  ? 


'3  La  valeur  elevee  de  Q autorise  des  approximations, 
o Ne  pas  oublier  que  la  loi  des  nceuds  ne  s’ applique  pas 
aux  intensites  efficaces. 


Q Puissance  absorbee  (ENAC  2007) 

Le  circuit  represente  sur  le  schema  de  la  figure  1 est  ali- 
mente  par  une  source  de  tension  de  force  electromotrice 
sinusoidale  de  frequence  / = 50  Hz  et  de  valeur  efficace 
£0  = 220  V. 

La  resistance  R est  variable  et  Lq  = 1 H. 

1 • Exprimer  la  puissance  moyenne  fournie  par  le  genera- 
teur au  circuit  sur  une  periode.  On  pourra  montrer  que  la 
puissance  moyenne  absorbee  par  un  dipole  d’impedance 

Z vaut  U effkaee-^e 

2 • Calculer  la  valeur  de  R pour  laquelle  la  puis- 
sance P est  maximale.  Exprimer  £max. 


O Ligne  de  transport  d'energie 


Le  schema  equivalent  d’une  ligne  de  transport  d’energie 
a haute  tension  est  donne  ci-dessous  avec  R = 10  Q, 
L = 100  mH  et  C = 1 p F.  la  frequence  du  courant  etant 
f = 50  Hz.  L’utilisation  absorbe  une  puissance  moyenne 
5? 2=1  MW,  sous  une  tension  efficace  L/2  = 15  000  V, 
avec  un  facteur  de  puissance  cos  cp 2 = 0,78  ; le  courant 
(2(0  a travers  [’utilisation  etant  en  retard  sur  la  tension 
ui(t)  a ses  bornes. 


R 


L 


A\ 


^_rrrrrL 


A 


L 


R 


u,(t) 


rrrm_£ 


A, 


u2(t) 


Za 

• A’  2 


1 • Quelle  est  l’intensite  efficace  1 2 du  courant  absorbe  par 
l’utilisation  et  quelle  est  son  impedance  complexe  Zu  ? 

2 • Determiner  l’intensite  efficace  l\  du  courant  debite 
par  la  source. 

3 • Quelle  est  l’impedance  de  charge  Zc  du  generateur  ? 
En  deduire  la  tension  efficace  U\  a ses  bornes. 
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EXERCICES 


Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


4 • Quel  est  le  facteur  de  puissance  cos  <p\  au  depart  de 
la  ligne  ? 

5 • En  deduire  la  puissance  moyenne  fournie  par  le 
generateur  et  la  puissance  ?P<\  perdue  en  ligne. 


6  • Quelle  doit  etre  la  valeur  Cj  de  la  capacite  a placer 
aux  bornes  du  generateur  pour  ramener  a F unite  le  facteur 
de  puissance  au  depart  de  la  ligne  ? 


^ Travailler  avec  les  grandeurs  complexes  pour  etre  en 
0 mesure  d’appliquer  les  lois  generates  de  l’electro- 
cinetique  en  notation  complexe,  et  conclure  avec  les 
grandeurs  efficaces. 


© Adaptateur  d'impedances 
a composants  reactifs 


Pour  transmettre  une  puissance  maximale  du  generateur 
(e,  Rg)  a l’utilisation  Ru  (=£  Rg),  on  intercale  entre  le  gene- 
rateur et  l’utilisation  un  quadripole  realise  avec  une  induc- 
tance L et  une  capacite  C ( schema  ci-dessous). 


C 


Structure  (a) 


Structure  (b) 


1  • Montrer  que  la  structure  (a)  permet  l’adaptation  d’im- 
pedance  souhaitee  lorsque  Ru  > Rs. 

Calculer  L et  C,  en  fonction  de  Ru  ,R„et(0  pulsation  du 
generateur,  afin  de  realiser  un  transfert  maximal  d’energie. 


2  • Verifier  que  la  structure  (b)  permet  cette  adaptation 
d’impedances  lorsque  Ru<Rg.  Calculer  alors  L et  C, 
en  fonction  de  Ra,Rg  et  oo  pulsation  du  generateur,  afin 
de  realiser  a nouveau  un  transfert  maximal  d’energie. 


II  faut  utiliser  le  resultat  du  cours  : pour  que  la  puis- 
sance transmise  soit  maximale,  il  faut  que  Zg  = Zf\ 
Ecrire  l’adaptation  d’impedances  a l’entree  du 
dipole.  Une  puissance  maximale  est  alors  transmise 
au  dipole  qui  la  restitue  integralement  a l’utilisation 
puisque  tous  ses  elements  sont  reactifs. 


0 Etude  d'un  quartz 

D'apres  ENAC. 


Entre  ses  deux  bornes  A et  B,  on  peut  donner  pour  un 
quartz  le  circuit  equivalent  schematise  ci-dessous. 


Cn 


A 


B 


UUUULT 

L 


Cs 


1 • Exprimer  l’impedance  complexe  Z entre  A et  B en 
fonction  de  L,  Cs,  Cp  et  de  la  pulsation  0). 

Mettre  Z sous  la  forme  Z=j — ^ . 

Cpa>(ca-  - co 

Identifier  0)s  et  0)p. 

2 • Dans  quel  domaine  de  pulsation  le  circuit  a-t-il  un 
comportement  inductif  ? 

3 • On  considere  maintenant  le  circuit  represente  ci-des- 
sous  modelisant  un  convertisseur  tension-courant  avec  sa 
charge  constituee  par  le  quadripole  (Z\,  Zi,  Z3). 


a.  Calculer  la  fonction  de  transfert  H = en  sortie 

“ E e 

ouverte  (pas  de  courant  sortant  par  la  borne  S). 

b.  Les  impedances  Z\,Zi_  et  Z3  etant  des  reactances  pures 
(Zk=jXk),  a quelles  conditions  les  tensions  ve(t)  et  vs(t) 
ont-elles  meme  amplitude  et  meme  phase  ? 

c.  Les  impedances  Z\  et  Z2  sont  realisees  avec  des  conden- 
sateurs  parfaits  de  capacite  C,  et  l’impedance  Z3  est 
realisee  avec  une  bobine  d’inductance  L' . Que  deviennent 
les  conditions  precedentes  ? 

d.  L’impedance  Z3  est  maintenant  constituee  par  le  quartz 
etudie  aux  questions  1)  et  2)  . A quelle  frequence  les  ten- 
sions ve(f)  et  vs(r)  sont-elles  egales  en  amplitude  et  en 
phase  ? 

Remarque  : Le  circuit  final  etudie  represente  un  element 
d’un  oscillateur  quasi- sinusoidal  d’excellente  qualite. 


Calculer  l’impedance  Z et  la  mettre  sous  la  forme 
desiree  en  se  laissant  guider  par  l’enonce. 

Les  tensions  vft)  et  vft)  ont  meme  amplitude  et 
meme  phase  lorsque  la  fonction  de  transfert  H_  est 
telle  que  H=\. 
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PROBLEME 


Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


Reponse  d'un  circuit  ( L , C) 

On  etudie  la  reponse  du  circuit  represente  sur  In  figure  ci- 
dessous  pour  une  explication  sinusoi'dale  qui  commence  a 
la  date  t = 0.  On  notera  que  ce  circuit  ideal  ne  comporte 
aucune  resistance. 


L 

_mmn 1 

c 


ue(t ) = 0 pour  t < 0 et  ue(t)  = Uq  cos  cot  pour  t > 0. 

On  posera  C0q  = .-L_  . 

yJLC 

1 • Premier  cas  : t»o 


Determiner  la  solution  complete  us(t).  Peut-on  parler  ici 
de  regime  transitoire  ? 


2 • Deuxieme  cas  : (0=  Q)q 


Pourquoi  ne  peut-on  pas  appliquer  la  solution  precedente  ? 
Verifier  que  pour  t > 0 la  solution  est  de  la  forme  : 
uft)  = at  cos  (a>ot  + cp). 


Calculer  la  puissance  instantanee  delivree  par  la  source. 
Commenter  son  evolution  au  cours  du  temps. 


1.  Quelles  sont,  a t = 0+,  les  valeurs  initiales  de  u et 

de  **? 

dr 

Revoir  la  solution  generale  d’une  equation  differen- 
tielle  lineaire  d'ordre  2. 

2.  Injecter  la  solution  proposee  apres  avoir  utilise  les 
conditions  initiales. 
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Corriges 


Q Utilisation  de  la  notation 
complexe 


1 • a.  Dipole  ( R , C ) serie  : 


Z = R 


1 


jCm 


--R-j—, 

Cco 


d’oit  numeriquement  : Z = 31,8  kQ  et  cp  = - 89,8°. 
b.  Dipole  (R,  C)  parallele  : 


— = — + jCco  = 
Z R 


1 + jRCco 
R 


d’oil  Z: 


R 


- , soit  numeriquement : 


1 + jRCco 

Z=  100  Q et  cp=-  0,18°. 

C.  Dipole  ( R , L ) serie  : Z = R + yLffl,  done  : 

Z = 104,8  £2  et  <p=  17,4°. 

d.  Dipole  (i?,  L)  parallele  : — = — + — - — et,  par  suite, 
Z R jLco 


z_  jLcoR 
R+  jLco 

Numeriquement,  il  vient  Z = 29,2  Q et  cp  = 72,6°. 

e.  On  note  par  Zo  l’impedance  de  ( L , C ) parallele  : 

7 1 _ jLco 

-t-+jCco  l-LCa?' 
jLco 

done  Z = R+  jLC°  , , 

1 - LCco2 

done:  Z=  104,8  0 et  cp  =17,45°. 


2 • On  realise  1’egalite  : 


Z' 


R ' 


+ jC'co=  — ■■ 
Z 


R + - 


jCco 


jCco 

1 + jRCco 


_ R(Cco)2  + jCco 
1 + (RCco)2 

En  egalant  les  parties  reelles,  il  vient : 

R,_  1 +(RCco)2  _R  [ 1 

R(Cco)2  R{Cco)2  ’ 


© Une  question  d'impedance 

Dans  le  premier  cas,  le  courant  traversant  l’amperemetre  est 
d’ amplitude  complexe  : /nl  = Y_em,  avec  : 


r 


Y = — + i — - 

R r+jLco  U r2+L2co2 


u. 


jLco 


r 2 + L2co2 

Dans  le  second  cas,  il  vient : ij_m  = Yj_em,  avec  : 

jLco 


r =Z  + jCco-- 


1 + L 

R r 2 + L2co2 


jCco- 


r 2 + L2co2 


L’amperemetre  indique  la  valeur  efficace  du  courant,  de  sorte 
que  1’ on  veut  que  la  condition  |/m|  = |fm|  soit  realisee,  soit 
encore  : |7|  = \Yj_ \ . 

Ces  deux  admittances  ont  rnerne  partie  reelle,  et  leurs  parties 
imaginaires,  differentes,  ne  peuvent  s’identifier  qu’au  signe 
pres.  La  condition  recherchee  est  alors  necessairement : 

jCco  iL<"  - ( jL<0 


r2  + L2co2  \r2  + L2co2 


ou  encore  : 


C = 


2 L 

r2  + L2ar 


[r\  courant  dans  la  resistance  R , en  phase  avec  em  delivre 
pai'  le  generateur. 

i_l : courant  dans  1’ inductance  (r,  L),  en  retard  de  cp  tel  que 


tan  cp  = - 


Leo 

r 


soit  encore,  en  introduisant  le  facteur  a ( a = — - — | : 

\ RCco) 

R'  =R{  1 + a2). 

De  rnerne,  en  egalant  les  parties  imaginaires,  on  obtient : 
_ C _ Car 
~ 1 + (RCco)2  ~ 1 + a2  ' 

On  calcule  alors  : 

a'  = R'C'co  = RCcoa 2 = a. 

Les  facteurs  a et  a'  sont  done  identiques. 


ic  '■  courant  dans  le  condensateur  C,  en  avance  de  — sur 


la  phase  du  generateur. 

L’egalite  des  modules  de  ;m  et  Lm  (K  ferme  et  K ouvert) 
impose  : 


Cco- 


2 Leo 


r 2 + Llco 


2,„2  ’ 


soit  C : 


2 L 


r2  + L2co2 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


a 


CORRIGES 


© Calculs  de  valeurs  efficaces 
et  de  dephasages 

On  utilise  la  notation  complexe. 

* i-Cm  — jCcoum. 

Done  i(  presente  un  dephasage  cp(  = 90°  par  rapport  a u 
et  sa  valeur  efficace  est : 

lc  = CcoU  = 0,14  A. 

• D’ autre  part,  on  a : 

ILm  = {jLco  + R)i(  m , 


d’oit : 


et : 


ILm  - 


R + jLco 


//.= 


U 


= = 0,2  A. 


'Jr2  + C-or 

Le  dephasage  cpi  de  i(  par  rapport  a u est  defini  par 

tan  cpi  = - avec  cos  cpi  > 0. 

Soit  (pL  = - 58°. 

• II  reste  a preciser  i : 

tm  = ILm  + ICm  : 


R + jLco 


+ jCC0Un 


soit  encore  : L 


1 -LCa?  + jRCco 


R + jLco 

d’oit : im  = (1  -LCar  +jRCco)hm. 

Numeriquement  : 

im  = (0,41  +0,38  j)iLm. 

La  valeur  efficace  de  i en  resulte  : 

2 

/ = (0,412  + 0,382)2  4 = 0,11  A 
ainsi  que  le  dephasage  (pj  de  i par  rapport  a u : 
0,38 


(pi  = arc  tan 


0,41 


+ <P£  = 43  - 58  = - 15°. 


La  representation  de  Fresnel  relative  a l’intensite  est  la  suivante  : 


Cette  construction  n’est  autre  que  la  representation,  dans  le 
plan  complexe,  de  la  relation  : 

lm  = i-Cm  + i-Lm- 


C)  Etude  drun  reseau 

On  cherche  a determiner  l’intpedance  complexe  vue  par  la 
source  de  tension  : 

- entre  le  nceud  P et  la  masse  : L et  C en  parallele,  soit : 

jL(0  _ ; r T „ ,.-.1  _ ■ 


= - jLco , car  Lco)~  = 2 ; 


1 -LCof- 

- entre  le  noeud  N et  la  masse  : (2  L en  serie  avec  Zp)  en 
parallele  avec  C,  soit  L et  C en  parallele,  done  : 

ZN  = Zp  = — jLco ; 

- de  meme,  entre  le  nceud  M et  la  masse  : Zm  = -jLco. 
Representons  le  schema  equivalent  pour  le  nceud  M. 


On  en  deduit  immediatement : 
1 fn 


• i = e 


R + Z m ^0  ~j) 


car  R = Leo. 


D’oit : i(t)  = e°L  cos  ( cot  + — 

Rj 2 \ 4 


1 u = -jLcoi  = er 


w 


I I t.  c \ 71  , 71  K 

\u  =-pr-  et  arg  (u)  = + — = . 

J2  2 4 4 


D’oit : 


u(t)  = ~i=  cos  \ 0)t  - — ). 


Les  amplitudes  complexes  de  i\,  ij  et  se  deduisent  de 
celle  de  i par  divisions  successives  de  courant : 

1 


Ll=L 


ZN  -vjlLco 


1 


Zn  + j2Lco 


+ jCco 


On  obtient  de  meme  : i_2  = ~i  t et  13  = - h . 

On  en  deduit : 

i(t)  = ~ hit)  = hit)  = - i3it)  = cos  [at  + j ]. 
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CORRIGES 


Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


o Impedance  iterative 


Ze  apparait  comme  l’impedance  « vue  » depuis  les  homes  du 
generateur  «e,  c’est-a-dire  d’un  reseau  constitue  d’un 
condensateur  C enparallele  avec  L impedance  Zi  resultatde 
l’association  d’une  inductance  L en  serie  avec  C et  Z en 
parallele. 


Done  : 


Zi  = jLco  + 


jCco ' 


--jLco- 


jCca 


■ + Z 


1 + jCcoZ 


et : 


— 1 — Zt 

jCco  = Zi 

— — + Zi  1 + jCcoZ] 

jCco  -1 


On  cherche  Zi  telle  que  Ze  = Z,  = Z_.  soit : 


Zi  = 


Zi 

1 + / Coo/ 1 


ou  encore  : Zi ( 1 + jCcoZ l)  = Zi- 

En  rempla9ant  Zi  par  son  expression,  il  vient  : 


Zi 


1 + jCcol  jLco  + 


Zi 


1 + jCcoZ i /_ 


--jLco- 


Z; 


1 + jCcoZ  i 


d’oit,  en  multipliant  cette  equation  par  (1  + jCcoZ i)  : 


Zi (1  + jCcoZi-  LCo?  - jLC2a?Zi  + jCcoZ i) 

= jLco- LCa?Zi  + Zi, 
en  simplifiant : 2 jCcoZj - jLC2o}Z\  = jLco. 

Finalement  1’expression  de  Zi  s’etablit  a : 

Z?_  L _ L_  1 
_1”  2 C-LCW  ~ C 2 -LCccP-  ' 

Pour  aller  plus  loin,  il  faut  discuter  du  signe  de  2 - LCffl2  : 

•si  2-LCco1>0,  soit  alors  il  vient : 

LC 


Z;  est  une  resistance  (en  ne  retenant  que  la  solution  positive 
seule  physiquement  acceptable)  dont  la  valeur  depend  de  la 
pulsation  CO  utilisee  ; 


• si  2 - LCof-  < 0,  soit  co  > — - , alors  : 

LC 

Zi=±;Vc  vzc^r 

Zi  est  soit  une  inductance  (signe  +),  soit  une  capacite 
(signe  -)  et  sa  valeur  depend  de  CO. 


Resistance  interne  d'une  bobine 

1 • La  periode  lue  sur  1’oscillogramme  est  T = 4. 10-3  s ; elle 
est  bien  sur  (regime  force)  commune  aux  deux  signaux.  On 

en  deduit  ©=  = 1 571  rads-1. 

T 

• La  voie  I donne  la  tension  aux  bornes  de  R.  Done 

Ur  4 

Im  = — V = ZL  = 182  mA. 

R 22 

• La  voie  II  donne  directement  ue(f),  done  Um  = 8 V. 

• He  = Zab  L soit  Um  = ZAB  /m,  done  2^  = 44  0. 


2 • La  courbe  II  atteint,  lorsque  t augmente,  son  maximum 
avant  la  courbe  I,  elle  est  done  en  avance,  c’est-a-dire  : si 
“il = “nm  cos  (of)  alors  u\  = u\m  cos  ( cot  - y) 

avec  njm  >0  et  y > 0. 

3 • L’ecart  temporel  entre  les  deux  courbes  est  de 
At=  5 . 10“ 4 s. 


Le  dephasage  correspondant  vaut  done  — .271  = 0,785  rad. 


soit  45°.  Comme  ue(?)  est  en  avance  sur  i(t)  : 
ue(7)  = Um  cos  cot  =>  i(t)  = Im  cos  (cot  - 0,785) 
et  <|>  = + 45°  ou  + 0,785  rad 


(on  verifie  bien  que  pour  t = j j 


0,785  . t n 
t = - , ; est  nul). 


co 


co 


est  maximum  et  pour 


4 • En  notation  complexe  Z = R + j\  Leo  — ^ — j et  U = ZL 

Leo — 

avec  U = Um  et  / = /m  e-^  ; soit  tan  0 = 

d’oii  Leo = R tan  0 = 22  LI. 

Cco 


Or  \Z\=  V/?2  + ^Lco-^-j2  = 31Q. 

La  valeur  experimental  est  Z^g  = 44  Q.  ce  qui  ne  cor- 
respond pas.  Done  l’hypothese  d’une  bobine  2d  parfaite  ne 
convient  pas. 

5 • En  tenant  compte  de  la  resistance  interne 

1 

1 ' 


Z = (R  + r)  + /( Leo 


Cco 


Lco- 

et  tan  0 = £co 

R + r 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


& 


CORRIGES 


R,C  sont  donnes  dans  l’enonce,  ft)  et  Z^g  sont  connus, 
on  peut  bien  en  deduire  r et  L.  Comme  tan  <f)  = 1, 

R + r = Leo — — , d’ou  Z^2  = (R  + r)2  + [Leo — ] 

Cco  \ Cco) 

il  vient  r = 9 Q,  puis  L = 60  mH. 

Etude  d'un  circuit  bouchon 

a.  Le  facteur  de  qualite  Q du  circuit  donne  par  1’enonce  est : 
Lco0  _ 1 


Q = - 


r rCa>o 


en  notant  C0q  ■ 


JlC 


la  pulsation  propre. 

rQ 


II  en  resulte  que  : L = — — = 64  pH 

(Oq 


et : 


C = 


rQcoo 


: 400  pF. 


b.  L’ impedance  complexe  Z{cd)  du  circuit  est : 
1 

r + jLco 


Z(co). 


( r+jLco )— 

jCco  _ 

r+jLco+ — - — 1 -LCco- + jrCco 


jCco 


Pour  LCcOq  = 1,  elle  s’etablit  a : 


Z(coo)  = — 


r+jLco0  _ jLco0  =i.q2 


jrCco0  jrCco0 
La o , 

putsque  /•  = « LcOq  . 

A la  frequence  propre  ( 0)=C0q ),  1’ impedance  du  circuit  bou- 
chon est  reelle  et  vaut  Zq  = rQ2  = 80  k£2. 

C.  A la  frequence  propre  (o=  (Bq),  les  valeurs  efficaces  des 
intensites  dans  chacune  des  branches  du  circuit  s’etablissent 
a : 


II 


E = — = 25pA 


et : 


Vr2  + (L©o)2  LC°0  rQ 

Ic  = Cco0E  = — = 25  pA. 


Ces  intensites  sont  presque  egales  en  valeur  efficace  done  en 
amplitude  mais  elles  presentent,  par  rapport  a la  tension 
appliquee  e(t),  des  dephasages  differents  respectivement 
egaux  a : 

7t  7t 

et  epc  = ~. 

L’intensite  du  courant  principal,  e’est-a-dire  l’intensite  debi- 

tee  par  la  source,  vaut : 

, E E A 

/ = — = — T = 125  nA. 

Zo  rQ2 

On  remarque  que  ces  intensites  sont  liees  par  la  relation  : 

Il  = ic  = QI- 


d.  Au  voisinage  de  la  frequence  propre,  — — « 1, 

O)o 

on  a r « LcOq  et  par  suite  : 

Z(ffl)  _ r+jLco  ji'Ccoo 


Z(o)o)  (1  -LCco2)  + jrCco  r + j'Lco0 

jrCco  _ 1 


(1  - LCco2)  + jrCco  j , ■ \ lcq  1 


Cco 


On  considere  le  terme  — ( Leo — II  est  possible  de  lui 

/•  \ Cco) 

donner  une  expression  plus  simple  au  voisinage  de  la  fre- 
quence propre,  en  notant : 

5 co  = co-  coq  (avec  5 co  « coo) : 

I (L(0- _L)  = q(JL  _ 2Q  . 

r \ Cco)  \coo  co ) 


co  o 


En  definitive,  il  vient : 

Z(a»  


Z(fflo) 


Cco 

Z(co) 


i + j —\lco — Lj  1+jlQ^-- 


' 0)0 


Z(fflo) 


P' 


5 co  1 

Des  que  = , on  a 

coo  2 Q 

Ainsi  pour  < — - — « 1,  on  a |Z(ffl)|  > ^(O)o) 

coq  400  J2 

Ce  circuit  est  done  tres  selectif  et  « bloque  » le  passage  du 
courant  au  voisinage  de  la  frequence  /o  (d’ou  son  nom  de  cir- 
cuit « bouchon  »). 

Remarque  : Le  domaine  de  frequence  A co  dans  lequel : 


\Z{co)\  > 


Z(h'q) 

V2 


est  egal  a : A co  = 2 5©,  soit  done  encore  : 


a °)o 

A co=  — . 


A co  est  ici  une  bande  « non  passante  » d’autant  plus  faible 
que  Q est  grand. 

0 Adaptation  d'impedances 

1 *Les  puissances  absorbees  par  le  dipole  Lq  et  par  le 
dipole  C sont  nulles,  ces  deux  elements  etant  non  dissi- 
patifs. 

• La  puissance  fournie  par  le  generateur  est  done  celle 
absorbee  par  le  dipole  serie  (R,  Lf). 

•<P>  = UI  cos  cp=U2  ^-2- 
Z 

pour  un  dipole  d’impedance  Z = Zei<p. 

Or  — = — et  C0S  — = Re(  — V d’ou 

z z z V z / 


<P>=  U2Re\ 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


Ici  Re  I 


Z 

et  <P>  = 


■ Re 


R +jLlwJ  R2  + (Li®)2 


RE02 


R2  + (Lico)2 

2 • En  derivant  1’ expression  precedente  par  rapport  a R et  en 
annulant  le  numerateur,  on  obtient  Rq=L\CO 

«,  .A 

Cl  r max  - • 

ZKq 

3 «Li  = — 


® 


: 38  mH  ; Pmax  = 2 017  W soil  Pmax  = 2 kW. 


4 • i? 


El+^E*-4P2{Ll(0)2 

2R 


= 16  £1 


Remarque  : On  a pris  la  racine  superieure  a Rq  de  1’ equation 
du  second  degre  en  R\,  issue  de  1. 

5 • Pour  que  le  courant  et  la  tension  soient  en  phase  il  faut 
que  l’impedance  ou  l’admittance  du  dipole  {C//Lq//(L\ 
serie7?i)}  soit  reelle. 


Y = 


1 


jLnCO 


+ jCco  + 


1 


R, 


Rx+jLx(o  R2  +(L]co)2 

1 


D’oii  C - 


+ J 
Li 


Cco- 


Lxco 


V°  R2+(L{co)2 
= 106  pF. 


L0CO2  Lq{R\2  + (Li®)2) 

(Q  Ligne  de  transport  d'energie 

1 • L’intensite  efficace  I2  du  courant  a travers  l’utilisation 

g>2 


est : 


Io  — 


U2  cos  (02) 
L’utilisation  a pour  impedance  : 

"2m  U2 


= 85,4  A. 


= ej<P 2 


>-2m  h 

avec  02  > 0,  ce  qui  donne  numeriquement : 

Zu  = (137  + j 110)0. 

2 « On  note  Z[  = R + jLco  et  Z2  = — - — . 

jCco 

Les  impedances  Z2  et  (Z 1 + Zu)  foment  au  noeud  A un 
diviseur  de  courant  pour  le  courant  i[(t)  : 

Z2 


12m  : 


Z\  +Z2  + Za 


■ 'tra- 


il en  resulte  que  : 


| Z 1 + Z2  + Zu  | 

7'-  |Z2|  /2-81’7A’ 

3 • L’impedance  de  charge  du  generateur  s’ obtient  par  les 
lois  dissociation  des  impedances  : 


4£C  =^l 


Zi  + 


Z2(Zi  + Zu) 


: (170,8 +7  171,4)0. 


Zi  + Z2  + zu 

La  tension  u aux  bornes  du  generateur  est  liee  au  courant 
ilm  qu’il  debite  par  la  relation  "im  = Zc/im>  soit  encore,  en 
grandeurs  efficaces  : 

U]  = Zc /]  = 19,7. 103  V. 

4 • Le  dephasage  de  u\m  par  rapport  a i_\m  est  egal  a l’ar- 
gument  de  1’ impedance  de  charge  Zc  du  generateur  : 

01  = arg  (Zc)  = 0,787  rad 

et  le  facteur  de  puissance  aux  bornes  du  generateur  s’en  deduit : 
cos  (0j)  = 0,71. 

5 • La  puissance  moyenne  foumie  par  le  generateur  est : 

9l  = Uih  cos  (0j)  = 1,14  MW 
et  celle  perdue  en  ligne  s’etablit  a : 

3>p  = - <3'2  = 0,14  MW. 

6 • Pour  que  le  facteur  de  puissance  au  depart  de  la  ligne  soit 
egal  a l’unite  il  faut  que  l’admittance  de  la  ligne,  avec  la  capa- 
city Ci  entre  A[  et  A'i,  soit  reelle.  Or : 

jC\CO  + — = 0,00292  + j(Ci®-  0,0029), 

Zc 

2,9. 10-3 


d’ou  : 


C, 


® 


9,32  pF. 


L’impedance  de  la  ligne  est  alors  resistive  et  elle  vaut : 

1 


7'  - 
c 


2,92. 10"3 


: 343  O. 


9 Adaptateur  d'impedances 
a composants  reactifs 

1 • On  ecrit  l’adaptation  d’impedance  a l’entree  du  dipole 
qui,  de  ce  fait,  reijoit  une  puissance  maximale  de  la  source. 
Comme  le  dipole  est  realise  avec  des  elements  reactifs,  cette 
puissance  est  ensuite  transmise  sans  perte  a l’utilisation. 

On  considere  la  structure  (a).  L’adaptation  d’impedances 
entre  le  generateur  et  l’utilisation  impose  que  l’impedance 
d’ entree  de  l’adaptateur  soit  egale  a R„  : 

D _ 1 , jLcoRu  _Ru(l -LCo?)+jLm 

jCco  Ru  + jLco  jCco(Ru  + jLco ) 

En  regroupant  les  termes  reels  et  imaginaires,  il  vient : 

[7?u  + LCo9-(R„  - 7?u)]  + j[L  - RuRgC]G)=  0. 
L’egalite  a zero  implique  : 

R„ 


LC  = 


(Ru  - Ru)of- 


avec  R„  > R„  e t — = RuRg . 


C 


Connaissant  le  produit  LC  et  le  rapport  — , on  en  deduit  : 


L = ^- 
® 


Ru 


Ru  - Ru 


et  C = 


C0\jRJRu  - R„)  ' 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


© 


CORRIGES 


2 • De  meme  pour  la  structure  ( b ),  l’adaptation  d’impedan- 
ces  entre  le  generates  et  le  dipole  impose  : 


R„ 


jLco[  Ru  + ~!r 
jC(o 


Le  circuit  a done  un  comportement  inductif  pour  : 
0)s  < co  < C0p , alors  Z = jLco 
avec  L > 0. 

3 • a. 


R-*i'L‘-ao 


d’oit,  en  regroupant  les  termes  reels  et  imaginaires  : 


RgRu  ^ ) + 7 ® 


L’egalite  a zero  entraine  : 


L(Rg-Ru)- 


R„ 


Car 


0. 


Ra 


— = R„RU  et  LC  = - 

C ° a?(R„  - Ra ) 


avec  Rg  > Ra . 


On  en  deduit : 


Au  noeud  A,  la  loi  des  noeuds  en  termes  de  potentiels  s’ecrit : 
HA  , a A , va~vs 


Ru 


L = ^- 

i o V R„-Ru 


et  C = 


SV  * H 1 h ■ 

' R l2 


= 0. 


ah/Ru(Re  ~ Ru) 


Etude  d'un  quartz 


De  plus,  vp,  = + r?s,  car  Z\  et  Z3  foment  un  divi- 

Z\ 

seur  de  la  tension  vp 
D’oil : 


jC  nffl 


(jLco  + — p — 'j 

SVt  = — vs 

'(>+  l)2i+&+  ll 

A R Z2J  Zi  Zi_ 

V jC,co) 

n7. 

1 ^ — + jLco 


H-- 


SZj  1 


jCpQ)  jCsO) 

Pour  arriver  a la  forme  proposee  pour  Z,  il  faut  multiplier  le 
numerates  et  le  denominates  de  la  fraction  precedente  par 
jCsO) : 

1 (1-ZA®2) 


RZs. 


(Zi  + Z3)  + 1 


H = 


sRZ  1Z2 


Z = 


d’oit : 


2=./ 


y'Cpffl  1+^L_iCta? 
Cp 

-^--co2 
1 LC, 


Cp® 


1 

LCS 


1+^ 

Cr 


+ Z2)(Zt  + Z3)  + RZ2 

b.Z[,Z2  et  Z3  sont  des  reactances  pures,  done  elles  peuvent 
etre  notees  : 

Zi=jX\,  Z2=jx2  et  Z3=jX 3, 

oil  les  sont  des  reels. 

II  en  re  suite  que  : 

sRX\X2 


H - 


-X2(X]+X3)+jR(X]+X2  + X3) 


1 


En  posant  co,= — - — et  COp  = — ( — + —!—),  on  aboutit  a 
LC,  L \ C,  dp 

1’ expression  desiree  ci-dessous. 


2 •Z=j 


2 2 

©S  - CO - 


CpCO(COZ  - COp ) 


ve  et  vs  ont  meme  amplitude  et  meme  phase  si,  et  seulement 
si  H = 1,  e’est-a-dire  : 

xl+x2  + x3  = o J Xj  + x2  + x3  = o 

sRXlX2  = -X2{Xl+X3)  ° i^X1X2=X2. 

Comme  X\  et  X2  ne  sont  pas  nulles,  les  conditions  cher- 
chees  s’etablissent  a : 


On  etudie  le  signe  de 


2 o 
CO,  - CO- 


CO-  - CO 


2 ' 


X[  + x2  + x3  = 0 
X2 
Xi 


sR  = — 


(1) 

(2) 


c 0 

0 CO s COp  + 00 

co\-  co2 

+ ( 

) 

- 

co2  - 

- 

- 

+ 

co\-  a2 

) + 

- 

co2-  a>l 

C Par  hypothese  : 


1 


Xl=X2  = ~—  et  X3  =L'co. 
Cco 

Les  conditions  precedentes  deviennent : 

2 v r nr 


L'co  = - 


Cco 


sR  = 1 


soit  co 

= 1 


L'C 
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Reseaux  lineaires  en  regime  sinusoidal  force 


2 2 

d.  Z3  = j — — j—j y~  et  condition  (1)  s’ecrit : 


Cpft)(ft)2  - co p) 


2 ,+  im-  co2)  =0 


soit  encore  : — 


jCco  Cpft)(ft)~  - ft)p) 

2 eol-co2 
C Cp(ft)2-ft)p)’ 


d’ou  : 2Cp(ft)2  - Op)  = C(a>l - co2), 

2 _ 2Cpfflp  + Ccol 


et  finalement  : 


co 


2Cp  + C 


La  frequence  pour  laquelle  vs(t)  = ve(t)  s’etablit  a : 


r co  1 
7 ” 27t  ~ 2tc 


2 2 \ — 
2Cpfflp  + Ccoi  \ 2 

2Cp  + C 


(3) 


Le  quartz  a alors  un  comportement  inductif  puisque  : 

/s  </</p,  d’apres  (3)  oil  il  apparait  que  : 
ft)s  < COz  < ft)p. 

Reponse  d'un  circuit  (L,  C) 

1 • Pour  t > 0,  us(t)  verifie  l’equation  differentielle  : 

d2ll  2 2 2 

+ COq  Us  = CO 0 Ue  = COq  Uq  cos  cot. 

At1 

La  solution  en  regime  force  (ou  « solution  particuliere  »)  est : 

2 

u\(t)  = — ^ — I/q  cos  cot. 

COq  - CO 

La  solution  generale  de  l’equation  avec  un  second  mernbre 
nul  est : 

u2(0  = A cos  ©0 1 + B sin  COq  t. 

La  solution  generale  de  1’ equation  complete  est  done  : 

us(t)  = ui{t)  + u2(t ) 


2 

CO  0 


2 2 

COq  - CO- 


ll q cos  cot  + A cos  C0Qt  + B sinfflo? 


ou  A et  B sont  des  constantes  determinees  par  les  condi- 
tions initiales. 

L’ inductance  impose  la  continuite  du  courant,  done  ;(0+)  = 0, 
soit  : 

'du-  =0. 


dr  /f  = o+ 

Le  courant  est  fini,  et  la  charge  du  condensateur  est  continue, 
done  : 

(us  )t  = o+  = 0 ■ 

2 

• Us(  0)  = 0 U0  + A = 0. 

COq  — CO2 

AuA  =0^5  = 0. 


dr  )t  = o+ 


La  solution  est  done  : 

2 

Ms(0  = — — Uq  (cos  cot  -cos  C0Qt). 

COq  - C& 

En  l’absence  de  resistance,  le  regime  libre  ne  s’amortit  pas. 
On  ne  peut  done  pas  parler  de  regime  transitoire. 

2 • La  solution  precedente  est  evidemment  inapplicable  pour 

© = COq  : elle  donne  une  forme  indeterminee  — . 

0 

On  cherche  une  solution  de  la  forme  : 

ns(f)  = at  cos  (a>Qt  + cp). 

• Les  C.I.  doivent  etre  respectees  : 

r<s( 0)  = 0,  et  = 0 si  cp  = y + pn . 

La  solution  doit  done  etre  de  la  forme  : 

Ms(f)  = at  sin  cOQt . 

• On  injecte  cette  solution  dans  Y equation  differentielle  : 

2 

2 a COq  COS  COQt  = CO 0 Uq  COS  COQt. 

On  en  deduit  par  identification  : 

a_  cop  Uq 

2 

On  a montre  que  la  forme  proposee  convient  et  on  obtient : 

. . COft  U()  t . 

Us(t)  = sin  co0t. 


• Le  courant  est  donne  par  : 

2 

..  , ~ dlft  ft) n Uq  . ~ COq  Uq  t 

i(t)  = C — - = C — - — - sin  COQt  + C — u.  u cosfflor. 

dr  2 2 

La  puissance  instantanee  est : 

pit)  = «e(0  i(t) 


CcoqUI  . Ccoq  Uq  2 

= ^ — — sin  COQt  cos  COQt  + z — — r cosz  COQt. 


Le  premier  terme  a une  valeur  moyenne  nulle. 

Le  second  terme  est  positif  et  son  amplitude  d’ oscillation  est 
une  fonction  croissante  du  temps. 

L’ amplitude  des  oscillations  augmentant  lineairement,  l’ener- 
gie  stockee  dans  l’oscillateur  croit  comme  r , d’ou  la  neces- 
sity d’un  apport  continu  (et  de  plus  en  plus  grand  !)  d’energie 
de  la  part  de  la  source. 

Pour  des  raisons  de  limitation  de  fonctionnement  des  compo- 
sants,  une  telle  evolution  ne  peut  cependant  pas  durer  eter- 
nellement : soit  les  elements  vont  sortir  de  leur  comportement 
lineaire,  soit  ils  seront  detruits. 
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Amplificateur 

operationnel 


• Le  modele  de  VA.O.  ideal. 

• Montages  de  base  a A.O. 

Realisation  de  fonctions  simples  avec  des  circuits 
a plusieurs  A.O. 

• Dipoles  passifs  lineaires. 

• Diviseurs  de  courant  et  de  tension. 

Loi  des  nceuds  en  termes  de  potentiels. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Equations  differentielles  lineaires  d’ordre  1 ou  2. 
Equations  algebriques  dans  C. 


ESSENTIEL 


• Les  cinq  broches  importantes  d’un  amplificateur  operationnel  sont  : 

- les  deux  alimentations  (generalement  symetriques  + Vqq  et  - Vqq  ) ; 
- 1’ entree  inverseuse  - ; 

- 1’ entree  non  inverseuse  + ; 

- la  sortie  S. 

II  n’y  a pas  de  masse  sur  le  boitier  d’un  amplificateur  operationnel. 


• L’ amplificateur  operationnel  est  un  amplificateur  differentiel  dont  le  coefficient  d’amplifica- 
tion  est  tres  important.  Pour  la  plupart  des  applications,  il  est  possible  de  le  representer  par  un 
modele  idealise. 


i Amplificateur  operationnel  ideal 

• L’ amplificateur  ideal  est  caracterise  par  : 

- des  courants  de  polarisation  nuls  (i+  = i_  = 0) 

- une  difference  de  potentiel  nulle  entre  les  deux  entrees  en  regime  lineaire. 
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Amplificateur  operationnel 

Sa  caracteristique  de  transfert  est : 


Vs  ' 

+ Esat 

regime 
non  lineaire 

regime 

lineaire 

0 

e 

-VM 

regime 

non  lineaire 

i+ 

> + 

>oo 

i- 

• En  regime  lineaire,  la  tension  de  sortie  vs  et  le  courant  de  sortie  is  sont  fixes  par  le  reste  du 
circuit,  compte  tenu  de  la  relation  e = 0 et  dans  la  limite  | vs  \ < Vsat . Les  trois  montages  de 
base  (a  connaitre)  sont : 

- 1’ amplificateur  non  inverseur,  exercice  3, 

- le  suiveur,  exercice  1 , 

- 1' amplificateur  inverseur,  exercice  3. 


Amplificateur  non  inverseur  Suiveur  Amplificateur  inverseur 


vs 


vs 


R2 


ve 


• En  regime  non  lineaire,  1’ amplificateur  operationnel  fonctionne  en  comparateur  : 
us  = + Vsat,  si  e = v+  - v_  > 0 et  vs  = - si  e = v+  - v_  < 0. 

^ Pour  s’entrainer  : ex.  11  parties  B,  C et  D 


• L’ amplificateur  operationnel  permet  de  realiser,  a l’aide  de  systemes  boucles  varies,  des  fonc- 
tions  lineaires  autres  qu’une  simple  multiplication  par  une  constante  (amplificateur  inverseur,  ou 
non,  et  suiveur).  Ces  montages  permettent,  par  exemple,  de  filtrer  (voir  chapitre  suivant),  d’in- 
tegrer  ou  de  deriver  un  signal. 


3 
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Amplificateur  operationnel 


R' 


vs(t)  = z/s(0)  - f ve(x)  dx 
RC  Jo 


R 


vs(t)  = - RC 


df 


^ Pour  s’entrainer  : ex.  5 

Du  fait  des  defauts  de  1’  amplificateur  opera- 
tionnel, ce  montage  presente  une  derive  en 
sortie  (voir  exercice  8)  qui  peut  etre,  par 
exemple,  corrigee  par  une  resistance  de  fuite 
R'  placee  en  parallele  sur  le  condensateur, 
ou  par  association  d'autres  montages. 


Du  fait  des  defauts  de  1’ amplificateur  opera- 
tionnel, ce  montage  peut,  lui  aussi,  presenter 
des  ecarts  par  rapport  a la  derivation  ideale, 
que  l’on  peut  corriger. 


D’autres  fonctions  sont  realisees  aux  exercices  2,  6,  7,  10  et  11. 

• En  pratique,  les  entrees  non  inverseuse  (+)  et  inverseuse  (-)  ne  sont  pas  equivalentes.  La  bou- 
cle  de  retroaction  doit  revenir  sur  l’entree  inverseuse  pour  que  le  montage  soit  stable. 


< Comparateur  simple 

Un  comparateur  simple  est  realise  a l’aide  d’un  amplificateur  operationnel  en  boucle  ouverte. 
La  tension  de  reference  Vref  est  appliquee  sur  l’une  des  entrees  de  1’ amplificateur  operationnel 
et  la  tension  d’entree  ve  sur  l’autre. 


La  tension  de  sortie  est  egale  a ±Vsat,  et  ne  depend  que  du  signe  de  ve  - Vref. 

Pour  s^entrainer  : ex.  13  partie  B 


La  vitesse  finie  de  balayage  <J  ( ou  slew  rate  defini  par  la  valeur  maximale  de 


dM, 


dt 


est  le 


facteur  le  plus  important  de  limitation  des  performances  d’un  comparateur  simple  a amplifica- 
teur operationnel  reel. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Un  amplificateur  operationnel  ne  possede  pas  de  masse  ; il  est  alimente  par  une  alimentation 
symetrique  [+  Uce,  - Lce],  le  « zero  » etant  la  masse  du  circuit. 

• Bien  connaitre  le  fonctionnement  lineaire  et  le  fonctionnement  non  lineaire  d’un  amplificateur 
operationnel. 

• Bien  connaitre  les  montages  de  bases  (amplificateur  non  inverseur,  suiveur,  inverseur,  integrateur) : 
gain,  impedances  d’entree  et  de  sortie.  II  faut  aussi  savoir  retrouver  rapidement  ces  resultats. 
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Conseils 


Exercices 


f 


(Ip  Interet  d'un  suiveur 

Determiner  la  tension  U pour  les  deux  montages  suivants. 

a. 


2 • Comment  faire  en  sorte  que  les  courants  d’ entree 
soient  nuls  ? 


Ces  montages  sont-ils  stables  ? 

On  se  souviendra  que  les  courants  dans  les  deux 
entrees  de  YA.O.  sont  nuls. 

En  ecrivant  : e = u+  - u_  = 0 et  en  se  souvenant  de 
l’ecriture  de  la  loi  des  noeuds  en  termes  de  potentiels 
(ou  de  la  relation  de  Millman),  on  obtient  les  relations 
cherchees. 


b. 


E‘ 


t u 


€>  Amplificateurs  a gain  eleve 

1 • Soit  a realiser,  a l’aide  d’un  seul  amplificateur 
operationnel,  un  amplificateur  inverseur  d’ amplification 

Au  = — = - 100  et  de  resistance  d’ entree  Re  S*  — = 20  kF2 . 
ue  ie 


Conclure  quant  a l’interet  du  suiveur. 


Se  souvenir  du  montage  « diviseur  de  tension  ». 
Quelle  est  la  valeur  du  courant  d’entree  sur  la  borne  + 
de  F amplificateur  ? 


Additionneur  et  soustracteur 

t • Determiner  us  pour  les  deux  montages  suivants  en 
supposant  que  les  amplificateurs  sont  ideaux  et  fonction- 
nent  en  regime  lineaire. 

a. 


b. 


R2 


a.  Lors  d’un  premier  essai,  on  realise  le  circuit  represente 
ci-dessus.  Calculer  les  resistances  R\  et  IQ  et  expliquer 
pourquoi  cette  solution  n’est  pas  satisfaisante. 

b.  Pour  pallier  les  defauts  du  circuit  precedent,  on  realise  le 
circuit  ci-dessous  en  ne  prelevant  qu’une  fraction  de  la  ten- 
sion de  sortie  par  la  boucle  de  retroaction. 


R2 


Donnees  : R \ = 20  kf2 , AS  = 200  kQ  et  Rn  = 200  kQ . 

Determiner  pour  obtenir  F amplification  souhaitee. 
Commenter. 
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EXERCICES 


2 • A l’aide  d’un  seul  amplificateur  operationnel,  on  desi- 
re cette  fois-ci  realiser  un  amplificateur  non  inverseur 

d’ amplification  Au  = — = 100,  sans  que  le  rapport  des 

Uq 

resistances  utilisees  n’excede  20. 

a.  Le  circuit  realise  est  represente  ci-dessous.  Peut-il  satis- 
faire  aux  conditions  imposees  ? 


b,  Sur  le  principe  du  circuit  de  la  question  1)  b),  donner  le 
schema  d’un  amplificateur  non  inverseur  pouvant  avoir  les 
performances  souhaitees  en  satisfaisant  aux  conditions  impo- 
sees. 


3 • Les  quatre  expressions  de  F amplification  en  tension 
obtenues  sont  independantes  de  la  resistance  de  charge 
Ra . Interpreter  cette  propriete. 


Appliquer  la  loi  des  noeuds  a Fentree  inverseuse  des 
A. 0.  et  eventuellement  en  un  autre  noeud  convena- 
blement  choisi. 

Se  souvenir  qu’un  generateur  ideal  de  tension  pos- 
sede  une  resistance  interne  nulle,  ce  qui  lui  permet  de 
delivrer  toujours  la  meme  tension  quelle  que  soit  la 
charge  Ru. 


CJ  Circuit  a 4.0.  soumis 
a un  echelon  de  tension 


On  considere  le  circuit  represente  ci-apres  et  realise  a F ai- 
de d’un  A.O.  ideal  fonctionnant  en  regime  lineaire. 

1 • Etablir  F equation  differentielle  liant  vs  a ve. 
Retrouver  indirectement  ce  resultat  en  utilisant  la  notation 
complexe. 


2 • On  choisit  Ci  - 2C[.  On  applique  au  montage  un 
echelon  de  tension.  A l’instant  initial,  les  deux  condensa- 
teurs  sont  decharges. 

Determiner  F expression  de  vs(t)  et  representer  son  graphe. 


Utiliser  le  fait  que  F amplificateur  operationnel  est 
parfait  et  qu’il  fonctionne  en  regime  lineaire. 

Ecrire  la  loi  des  noeuds  en  termes  de  potentiels  la  ou 
cela  est  possible,  c’est-a-dire  ni  sur  la  masse  ni  sur  la 
sortie  de  F amplificateur  operationnel. 
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Amplificateur  operationnel 


Echelon  de  tension 


e Integrates  differential 
a capacite  commutee 

Le  circuit  ci-dessous  est  realise  avec  un  amplificateur  ope- 
rationnel parfait  dont  on  supposera  le  regime  lineaire.  Les 
signaux  fournis  par  les  deux  sources  de  f.e.m.  e et  e' 
sont  appliques  a Fentree  du  montage  qui  delivre  la  tension 
de  sortie  «s(f).  q 


Les  commutateurs  K et  K'  sont  synchronises  selon  le  chro- 
nogramme  represente  ci-dessous,  c’est-a-dire  qu’ils  sont 
simultanement  dans  les  etats  (1)  et  (2)  avec  la  periode  Tc. 


etats 


2 

1 


0 


aTc 


2 Tc 


t 


EXERCICES 


Amplificateur  operationnel 


1  • Le  condensateur  de  capacite  C o est  initialement 
decharge  (m(0)  = 0)  et  on  considere  d’abord  que  les  f.e.m. 
e et  e'  sont  constantes. 

Dans  Fhypothese  Te  = (r  + r')  Cq  « aTc,  determiner  la 
valeur  moyenne  i de  l’intensite  du  courant  qui  traverse  le 
condensateur  C.  La  periode  de  commutation  Tc  etant 
tres  courte  devant  le  temps  de  reponse  des  appareils  de 
mesure,  on  confondra,  pour  l’etude  de  ce  circuit,  la  valeur 
moyenne  i du  courant  a travers  C avec  sa  valeur  instan- 
tanee. 

En  deduire,  dans  ces  conditions,  que  le  circuit  est  un  inte- 
grateur  differentiel  d’ equation  : 

d us  _ e'  - e 
dr  r 

dont  la  constante  de  temps  r est  controlable  par  la  fre- 
. 1 

quence  de  commutation  jc  = — . 

Quels  types  de  circuit  realise-t-on  respectivement  en  etei- 
gnant  d’abord  seulement  e,  puis  en  eteignant  ensuite  seu- 
lement  e'  ? 


2 • Les  f.e.m.  e(t)  et  e'(t)  sont  maintenant  periodiques 
de  periode  T.  A quelle  condition  sur  T les  resultats  de  la 
question  precedente  sont-ils  conserves  ? 

3 • On  s’interesse  dorenavant  au  circuit  ci-dessous  utili- 
sant,  lui  aussi,  un  amplificateur  operationnel  parfait. 
Demontrer  qu’il  realise  un  integrateur  differentiel  dont  on 
etablira  l’equation  differentielle. 


C 


4  • Quel  avantage  peut-on  trouver  a utiliser  1’ integrateur  a 
capacite  commutee  ? 


Le  condensateur  Co  acquiert  sous  (e  - e')  la  charge 
q,  puis  se  decharge  completement  ( u+  -u_  = 0)  a tra- 
vers C. 

La  valeur  moyenne  du  courant  i est 


q 


Quelles  sont  les  grandeurs  de  commande  qui  permet- 
tent  de  modifier  les  constantes  de  temps  des  deux 
integrations  ? 


0 Simulation  drune  inductance  pure 

On  etudie  le  montage  represente  ou  les  amplificateurs  sont 
ideaux  et  fonctionnent  en  regime  lineaire. 

1 • Donner  la  relation  entre  les  courants  i et  i\,  puis 
entre  les  tensions  u et  u \ . 

2 • Determiner  l’impedance  vue  entre  la  borne  A et  la 
masse. 


3  • Quelle  est  la  nature  du  dipole  equivalent  si  Z est  une 
capacite  ? 


a Attention  : le  courant  de  sortie  d’un  ,4.(9.  est  non  nul. 
5 On  ne  peut  done  pas  ecrire  i = i\. 


L’impedance  complexe  equivalente  est  egale  au 
rapport 


7 _ H 

■^eq  — "T- 


Simulation  drune  resistance 
negative  (Centrale  2007  extrait) 

On  utilise  le  dipole  de  la  figure  1 . 

1  • Dans  le  cas  ou  l’A.  Op.  fonctionne  en  regime  lineaire, 
determiner  les  relations  donnant  V en  fonction  de  / , et  Vs 
en  fonction  de  I . 


2  • Dans  le  cas  ou  FA.  Op.  fonctionne  en  regime  sature 
avec  Vs  = +Vsat  , determiner  la  relation  donnant  V en 
fonction  de  I . Faire  de  meme  si  Vs  = —V sat  ■ 


3  • Tracer  la  caracteristique  statique  V en  fonction  de  I du 
dipole  de  la  figure  1 . Montrer  que  dans  un  intervalle  donne 
de  V : V G [-Vo  , Vo]  ce  circuit  se  comporte  comme  une 
resistance  negative  de  valeur  -Rn  (avec  Rn  > 0 ). 
Exprimer  Rn  et  Vo  en  fonction  de  R \ . Ri , R et  vsat. 


R 


L’  A.  Op. 
est  ideal 
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EXERCICES 


Etude  de  l’oscillateur 

4 ® Le  dipole  a resistance  negative  est  insere  dans  le  circuit 
suivant : 


h(t)  *b_ 


m 


Lb 


' m 


U(t) 


Rn 


a.  Montrer  que  la  tension  U(t)  verifie  une  equation  diffe- 

rentielle  de  la  forme  a ^ + b dU(t) 

d t2  At 

+ (l-c)  U(t)  = 0. 

On  utilisera  deux  methodes  differentes  ; on  exprimera  a , 
b et  c en  fonction  de  L , T , R/,  et  Rn  . 
b Quelles  sont  les  conditions  a fixer  pour  que  les  solutions 
soient  purement  sinusoldales  ? 

c.  Calculer  la  frequence  des  oscillations  en  fonction  des  don- 
nees  ; on  veut  / = 50  kHz  ; Sachant  que  Rf,  = 0,7  £2  et 
Lf,  = 150  mH  , calculer  L ainsi  que  le  facteur  de  qualite, 

Q = — — — , de  ce  circuit  ; verifier  que  les  conditions 

Rh  V r 

du  b.  sont  bien  satisfaites  en  calculant  Rn  . 


Amplificateur  operationnel 


En  fonctionnement  lineaire  on  supposera  que  V+  = V_  au 
niveau  de  VA.O.  ideal  et  on  admettra  que  la  tension  de 
decalage  V&  et  les  courants  d’entree  1+  et  /_  de  l’am- 
plificateur  operationnel  sont  constants. 


Par  definition,  le  courant  7p  = 


J_ 

2 


(/+  + /-) 


est  le  courant 


de  polarisation  et  le  courant  /j  = /+  - /_  est  le  courant  de 
decalage  (doc.  2). 


Donnees  : R = 10  kfl,  C = 100  nF  et  Vsat  = 15  V et 
Vd  = 2 mV  ; /p  = 80  nA  ; /d  = 10  nA. 


C 


1)  et  2)  Se  souvenir  des  differences  de  proprietes  d’un 
A.  Op.  ideal  en  regime  lineaire  et  en  regime  sature. 

3)  Trouver  1’intervalle  de  valeurs  de  V pour  lesquel- 
les  le  fonctionnement  de  l’A.O.  est  lineaire. 

4)  a.  Faire  le  calcul  direct  puis  utiliser  la  notation 


complexe  avec  la  correspondance  jco  O — . 

d? 

4)  b.  Quelle  est  l’equation  differentielle  d'un  oscilla- 
teur  harmonique  non  amorti  ? 


Q Derives  d'un  integrates  a 

amplificateur  operationnel  reel 

On  considere  un  integrateur  inverseur  realise  avec  un 
amplificateur  operationnel  reel  dont  la  modelisation  est 
donnee  ci-apres  (doc.  1 et  2). 


R C 


1 • Aucun  signal  n’est  applique  a Fentree  de  l’integrateur 
(^  = 0)  et  la  tension  de  sortie  vs(t)  est  initialement  nulle. 
Montrer  qu’en  Fabsence  de  Rq  F amplificateur  operation- 
nel tend  vers  un  etat  de  saturation. 

En  deduire  qu’il  est  possible,  par  un  choix  convenable  de 
la  resistance  Rq  d’eliminer  le  terme  en  /p,  c’est-a-dire 
de  retarder  cette  saturation  sans  pour  autant  Feviter. 

2 • On  place  maintenant  une  resistance  R’  -R  en  paralle- 
le  sur  le  condensateur  C. 

Montrer,  qu’en  Fabsence  de  signal  applique  (ve  = 0),  la 
saturation  de  F amplificateur  operationnel  est  evitee  mais 
que  la  tension  de  sortie  vs  prend,  en  regime  permanent, 
une  valeur  z/sijm  faible,  mais  non  nulle. 

Determiner  la  valeur  de  Rq  qui  annule  le  terme  en  7p 
dans  Fexpression  de  t>siim. 

Quelle  est  alors  la  valeur  de  zzsum  ? 

3 • En  admettant  que  z/s]jm  soit  negligeable,  on  applique 
a Fentree  de  F integrateur  un  signal  : 

Ce(t)  — Vem  COS  (Wt). 

Etablir  Fexpression  de  la  reponse  vs(t)  de  Fintegrateur. 
Dans  quel  domaine  de  frequences  ce  circuit  effectue-t-il, 
en  regime  etabli,  une  operation  d’integration  ? 


Les  resultats  demandes  s’etablissent  a l’aide  de  la  loi 


= des  nceuds  en  termes  de  potentiels. 
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EXERCICES 


Amplificateur  operationnel 


(Ql  Generateur  differentiel 
de  courant 


Le  circuit  ci-dessous,  realise  avec  un  amplificateur  opera- 
tionnel ideal,  comporte  deux  entrees  E et  E'  et  une  sor- 
tie S aux  bornes  de  laquelle  est  placee  la  resistance  de 


1  • En  admettant  que  1’ amplificateur  operationnel  fonc- 
tionne  en  regime  lineaire,  determiner  Fexpression  du  cou- 
rant is  en  fonction  des  tensions  d’entrees  ue,u'e  et  de  la 
tension  de  sortie  us. 

A quelle  condition  sur  les  resistances  R\,  R2,  R[  et  Rj,  ce 
circuit  est-il  un  generateur  de  courant  commande  par  la 
tension  differentielle  d’entree  ( ue  - u'e)  ? 


2  • On  note  par  «so  la  tension  de  sortie  de  F amplificateur 
operationnel.  Son  comportement  est  decrit  par  Fequation 

differentielle  r + usq  = /Uq  (u+  - uj),  ou  ret  [1q  sont 
d? 

deux  constantes  caracteristiques. 

D’ autre  part,  on  realise  R \ = AS  - R\  =Ri  = R-  Demontrer 
que  lorsque  les  deux  generateurs  de  commande  ont  des 
resistances  internes  de  meme  valeur  R„.  ce  generateur  de 
courant  est  stable. 


<u  Traduire  que  VA.O.  est  ideal  et  qu'il  fonctionne  en 
p regime  lineaire.  Appliquer  la  loi  des  noeuds  en  S de 
maniere  a exprimer  is  =f(ut,  u'e,  us).  Le  generateur  est 
un  generateur  de  courant  si  is  est  independant  du  us. 


© Oscillateur  quasi-sinusoidal 

On  considere  le  quadripole  ci-dessous  : 


1 • Le  circuit  est  attaque  par  un  signal  ve(f)  sinusoidal. 

Determiner  en  circuit  ouvert  la  fonction  H(jx)  = = en 

Ye_ 

fonction  de  x=  — , avec  RC(i)q=  1. 


0)  0 

2 • Tracer  \H_\  en  fonction  de  x ; verifier  sans  calcul  les 
valeurs  de  \H_\  lorsque  x tend  vers  0 et  vers  Finfini.  Quel 
peut  etre  l’interet  d’un  tel  quadripole  ? 

3 • A partir  de  Fexpression  de  determiner  Fequa- 

tion differentielle  reliant  vs(t)  et  ve(f)  . 


4  • Le  quadripole  precedent  est  maintenant  insere  dans  le 
circuit  suivant,  dans  lequel  VA.O.  est  suppose  ideal  et 
fonctionnant  en  regime  lineaire  : 


• Donner  Fequation  differentielle  devolution  de  vs{t) . 

• Montrer  que  si  /Q  < 2R 1 , vs  ( t ) tend  vers  zero  en  oscillant. 

• Quelle  fonction  a-t-on  realisee  dans  le  cas  Ri-2R\  ? 
D’ou  provient  Fenergie  correspondante  ? 

• La  courbe  donnant  vs(t)  pour  R2  = 3R[  est  donnee  ci- 
dessous  ; expliquer  qualitativement  son  allure. 


Oscillogramme  vs(t) 


• On  souhaite  tracer  les  portraits  de  phase 

dans  chacun  des  cas  precedents.  Indiquer  comment  on 
peut  realiser  cette  operation  experimentalement. 

Deux  oscillogrammes  correspondant  aux  cas  precedem- 
ment  etudies  sont  donnes  ci-dessous  ; on  demande  d’iden- 
tifier  ces  differents  portraits  de  phase  et  de  les  commenter. 
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Conseils 


EXERCICES 


Portrait  de  phase  a) 


Portrait  de  phase  h) 

1)  On  peut  utiliser  la  formule  des  diviseurs  de  ten- 
sion ; pourquoi  ? 

2)  Comment  se  comporte  un  condensateur  a tres 
haute  frequence  ? a tres  basse  frequence  ? 

3)  A quelle  operation  mathematique  correspond  une 
multiplication  par  j CO  ? 

4)  L’  equation  obtenue  est  une  equation  differentielle 
d’ordre  deux  ; quels  en  sont  les  types  de  solution  ? 
Les  alimentations  d’un  A.O.  ne  sont  jamais  repre- 
sentees sur  un  schema  electronique. 

Comment  un  A.O.  se  comporte-t-il  lorsque  sa  sortie 
evolue  de  maniere  monotone  ? 

Que  peut-on  dire  d’un  portrait  de  phase  lorsqu’il  est 
ferme  ? Lorsqu’il  tend  vers  son  attracteur  ? Lorsqu'il 
diverge  ? 


G>  Etude  d'un  frequencemetre 
(Centrale  2007) 

A - Etude  d’une  cellule  R'C’Vq 

On  considere  le  montage  de  la  figure,  ou  Vq  symbolise  un 
generateur  de  tension  continue.  On  suppose  nul  le  courant 
de  sortie  is . 


Amplificateur  operationnel 


V(t). 

On  s’interesse  a la  reponse  a une  discontinuite  de  tension  : 
e'{t)  = +E  pour  t < 0,  e'{t)  = -E  pour  t > 0 . On  sup- 
pose que  E > Vq/2  et  Ton  se  place  en  regime  permanent 
pour  t < 0 . 

A. 2)  Que  vaut  V(t)  pour  t > 0 ? Que  vaut  V(t  = 0+)  (on 
precisera  egalement  son  signe)  ? 

A. 3)  Determiner  pour  t > 0 l’expression  du  signal  de  sor- 
tie V(t)  de  la  cellule  R'C'Vq  attaquee  par  cette  disconti- 
nuite de  tension. 

A. 4)  Dessiner  sur  un  meme  graphe  les  evolutions  de  e'{t) 
et  V(t) . 


B - Etude  du  module  d’entree  du  frequencemetre 

On  considere  le  module  d’entree  du  frequencemetre  repre- 
sente sur  la  figure.  11  est  attaque  par  un  signal  sinusoidal 
e(t)  de  frequence  /,  avec  /«  1 /(R'C')  . Par  ailleurs,  la 
tension  continue  du  generateur  est  reglee  telle  que 
0 < L0  < 2Vsat . 


Dessiner  sur  un  meme  graphe  les  chronogrammes  repre- 
sentant  les  evolutions  de  e(t),  e'(t)  et  V(t)  sur  une  duree 
superieure  a une  periode. 

C - Etude  du  module  de  sortie 

On  considere  le  module  d’entree  du  frequencemetre  repre- 
sente sur  la  figure. 

C.l)  L’A.  Op.  fonctionne-t-il  en  mode  lineaire  ou  non  ? 
Justifier  votre  reponse. 

On  suppose  qu’a  t = 0 , la  charge  du  condensateur  est  ter- 
minee.  On  attaque  ce  module  par  le  signal  U(t)  , repre- 
sente sur  la  figure,  de  periode  T , forme  d’impulsions  rec- 
tangulaires  alternatives  (avec  la  double  inegalite 

0 < Eo  < 2V*,)  : 
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EXERCICES 


E) 


Amplificateur  operationnel 


5 

II 

th 

a 

+ 

0 < t < x 

U(t)  = L0 

x < t < 7/2 

U(t)  = 2Vsat  + V0 

T/2<t<  7/2  + x 

U(t ) = Vo 

7/2  + x < t < T 

D - Etude  du  frequencemetre  analogique 

On  considere  le  frequencemetre  analogique  decrit  sur  la 
figure.  On  envoie  en  entree  un  signal  e(t ) sinusoidal  de 
frequence  f:  e(t)  = E.  cos  (2nft). 


On  suppose  par  ailleurs  que  x « RC  . 

C.2)  Que  vaut  la  tension  en  sortie  S(t  = 0~)  juste  avant  le 
front  descendant  de  1’ entree  U(t)  ? 

C.3)  Montrer  que  la  sortie  de  PA.  Op.  bascule  entre 
t = 0“  et  t = 0+  . Que  vaut  V+(t  = 0+)  ? 

Puisque  x « RC  , la  tension  V+  n’a  quasiment  pas  varie 
entre  les  dates  t = 0+  et  t = x . 

C.4)  La  sortie  de  VA.  Op.  bascule-t-elle  a nouveau  entre 
t = x~etf  = x+  ? 

C.5)  Etape  1 : 0 < t < t\  (P instant  t\  est  defini  a la  ques- 
tion C.5  b) 

a.  Determiner  1’ equation  differentielle  verifiee  par  V+(t) 
pour  0 < / < / 1 et  la  resoudre. 

b.  Calculer  la  date  de  basculement  de  la  tension  S(t), 
notee  t\  , en  fonction  de  Vsa<  ,Vq,R  et  C . Preciser  la 
valeur  de  la  tension  V+(t  = ?i+)  juste  apres  la  date  t\  . 
C.6)  Etape  2 : t\<t<T 

a.  Donner  l’expression  de  V+(t)  dans  l’etape  2,  definie  par 
t\  < t < 772  . 

b.  L’impulsion  rectangulaire  positive  entre  t = 772  et 
(772)  + x envoyee  en  entree  fait-elle  une  nouvelle  fois  bas- 
culer  la  sortie  de  PA.  Op.  ? 

C.7)  Etablir  les  trois  chronogrammes  representant  les  trois 
graphes  V~(t),  V+(t)  et  S(t)  sur  une  periode  complete  T. 
C.8)  La  forme  rectangulaire  des  impulsions  alternatives 
est-elle  determinante  pour  le  fonctionnement  du  module 
de  sortie  ? 


D.l)  A l'aide  des  resultats  de  la  section  B,  quelle  inegali- 
te  doivent  verifier  les  constantes  R.  C,  R'  et  C'  pour 
appliquer  les  resultats  de  la  section  C lorsque  le  module  de 
sortie  est  relie  au  module  d’entree  du  frequencemetre  ? 
D.2)  Etablir  sur  une  periode  les  cinq  chronogrammes 
representant  les  signaux  e(t),  e'(t),  ^+(0  (tensions 

d’entree  du  deuxieme  A.  Op.  ) et  .S' (7)  en  respectant  une 
meme  echelle  des  temps. 

On  note  <S>  la  valeur  moyenne  de  S(t)  sur  une  periode. 
D.3)  Utiliseriez-vous,  en  pratique,  un  voltmetre  AC  ou 
DC  pour  mesurer  <S>  ? 

D.4)  Exprimer  simplement  /=  1 IT  en  fonction  de  <5>  , 

2V,ar  ’ 


VSat  t\ , defini  par  t\  = RC  In 


Vo 


R : En  pratique,  Putilisation  de  ce  frequencemetre  neces- 
site  un  etalonnage. 


A.  2)  La  tension  aux  bornes  de  C'  est-elle  continue  ? 
Que  signifie  pour  C'  que  le  regime  est  permanent 
pour  t < 0 ? 

B.  • Quel  est  le  fonctionnement  de  VA.O.  ? 

• Montrer  que  e'  passe  par  des  discontinuity  de  +Vsat 


a -Vsat  et  de  -Vsat  a +Vsat  et  appliquer  la  methode 


et  les  resultats  de  A. 

C.  • Sur  quelle  entree  se  fait  la  retroaction  de  VA.O.  ? 

• Pour  etudier  les  basculements  d’un  A.O.  ilfautfaire 
une  hypothese  sur  son  etat  de  sortie  et  verifier  si  le 
signe  de  V+  - V_  est  coherent  avec  Phypothese  : par 
exemple  si  l’on  suppose  S = +Vsat  il  faut  calculer  V+ 
et  V_  dans  cette  hypothese  et  montrer  que  V+  > V . 

D.  • Le  montage  complet  resulte  de  Passociation  de  A, 
B et  C. 

• V{t)  a la  meme  forme  que  U(t)  et  R'C'  est  done 
assimilable  a x . 

• Quelle  difference  y a-t-il  entre  AC  et  DC  pour  un 
voltmetre  ou  un  oscilloscope  ? 
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Corriges 


Q Interet  d'un  suiveur 

Montage  a) 

Les  deux  resistances  en  parallele  sont  equivalentes  a une 
R'R 

resistance  de  valeur r . 

R + R 

En  appliquant  la  relation  du  diviseur  de  tension,  on  obtient : 
U = E (R  + 2 R') 


Montage  b) 

Le  courant  entrant  dans  VA.O.  etant  nul,  les  deux  resistances 
de  gauche  sont  en  serie. 

En  appliquant  la  relation  du  diviseur  de  tension,  on  obtient : 

2 F 

V+  = E^^,  soil  V+  = —. 

R+R  2 

La  tension  e entre  les  deux  entrees  de  VA.O.  etant  nulle,  d’a- 
pres  la  loi  des  mailles  : 

U=V+  = —. 

2 

Le  fait  d’intercaler  le  suiveur  entre  R et  R'  permet  de 
rendre  U independante  de  R'  : quel  que  soit  le  circuit 

E 

d’utilisation,  il  sera  toujours  attaque  par  U = — . Dans  le  cas 

du  premier  circuit,  seule  la  condition  R'  » R garantit 
E 

U = — constant  quel  que  soit  le  courant  dans  R'  . 


b Appliquons  la  loi  des  noeuds  a l’entree  inverseuse  : 

Rb  u\  + R\us 


U 1 - U_  Uc  - u_  . ,,  , 

1 + — = 0 d ou  : u_ 


Ra  R%  Ra  + Rb 

La  relation  du  diviseur  de  tension  donne  : 

„ _ 


Rc  + rd 


M2- 


Comme  l’A.O.  est  en  regime  lineaire  : u+  = u_  d’ou  : 
Rd(Ra  + Rb)  Rb 

Uo  = Ur) U | . 

' Ra{Rc  + Rn)  Ra 

On  a realise  un  soustracteur. 


Remarque  : Notons  que  la  tension  de  sortie  est  independante 
de  la  resistance  d’utilisation  Ru.  Cela  n’ est  effectivement 
verifie  que  si  la  tension  de  sortie  est  inferieure  a la  tension  de 
saturation  de  I’  amplificateur  et  si  le  courant  sortant  de  I’A.O. 
est  inferieur  au  courant  maximal  que  celui-ci  pent  debiter. 


2 • Les  courants  d’entree  ie\  et  ie 2 sont  non  nuls  pour  les 
deux  montages. 

Pour  annuler  ces  courants  tout  en  gardant  les  valeurs  des  ten- 
sions u\  et  «2  il  faut  placer  un  suiveur  sur  chaque  entree. 
Ainsi,  le  montage  b)  devient : 


Additionneur  et  soustracteur 

1 • Pour  ces  deux  montages,  les  boucles  de  retroaction 
uniques  arrivent  sur  P entree  inverseuse  : ils  sont  done  stables 
et  on  peut  effectivement  supposer  que  les  A.O.  sont  en  regi- 
me lineaire. 

a.  On  reconnait  a droite  un  montage  amplificateur  inverseur 
d’ amplification  - 1 : «s  = - u' . 

Appliquons  la  loi  des  noeuds  a l’entree  inverseuse  du  premier 
A.O. 

• L’ amplificateur  etant  en  regime  lineaire,  on  peut  ecrire  : 

u_  = u+  = 0. 

• Comme  le  courant  entrant  dans  1 ’A.O.  est  nul : 

Q_  »,  -0  | «2-0  { u'  - 0 
Ri  R2  R 

t-.,  v , R R , R R 

R1R2  Ri  R2 

On  a realise  un  additionneur. 


Si  les  courants  d’entree  sont  non  nuls,  les  montages  etudies 
perturbent  les  sources  placees  en  amont. 

Un  systeme  ideal  avec  des  entrees  en  tensions  doit  done  avoir 
des  courants  d’entree  nuls,  ou,  ce  qui  est  equivalent,  des 
impedances  d’entree  infinies. 

0 Amplificateurs  a gain  eleve 

1 • a.  L’ amplification  en  tension  d’un  amplificateur  inver- 
seur est : Au  = — = - — = - 100. 

Me  ^1 

Avec  une  resistance  d’entree  Rt  = R\  = 20  kil,  il  vient 
Rl  = 2 Mil . Une  telle  valeur,  superieure  au  megaohm,  est  a 
eviter,  car  : 

• elle  accentue  les  defauts  lies  aux  courants  de  polarisation 
{i\  et  if,)  qui  peuvent  devenir  genants  ; 

• elle  constitue  une  source  trap  importante  de  bmit,  puisqu’une 
resistance  est  d’autant  plus  « bruyante  » que  sa  valeur  est  plus 
elevee. 
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CORRIGES 


Amplificateur  operationnel 

b.  La  relation  de  Millman  appliquee  en  A s’ecrit : 

«s_ 


1 H 7- 

R2  Rl  R2 

et  la  loi  des  nceuds  appliquee  a l’entree  inverseuse  donne 
= ~~~ > ce  qui  fournit,  en  eliminant  uA,  1’ amplification 
en  tension  : 

4 = ^ = _ 1^1  ( l +^L  + 3l) 

U ut  Rx  \ R2  R[ )' 

Avec  les  valeurs  imposees,  la  valeur  de  R\  se  calcule  imme- 
diatement : 

Au  = -100  = -lo(l  + l+-^-j, 

soit  7?  i = 25  k£2 . 

Le  rapport  des  resistances  n’excede  pas  10. 

Ce  circuit  fournit  une  solution  correcte  du  probleme,  car  les 
resistances  ne  sont  ni  trop  elevees  (R  < 1 Mil)  ni  trop  fai- 
bles  (R  > 100  £2). 

II  est  a signaler  qu’ une  resistance  Ru  de  charge  de  1’ amplifi- 
cateur operationnel  trop  faible  ( Ru  < 750  £2)  peut  entrainer 
sa  saturation  en  courant  (/sat  = 20  mA) . 

2 • a.  L’ amplification  en  tension  d’un  amplificateur  non 
inverseur  est : 

A„  = — = 1 + — = 100. 

Uq  R\ 

Si  le  rapport  des  resistances  ne  doit  pas  exceder  20,  1’ am- 
plification maximale  de  cet  amplificateur  est  limitee  a 
Au  . = 21.  Avec  les  conditions  imposees,  les  performances 
de  ce  type  d’  amplificateur  non  inverseur  sont  insuffisantes. 

b Le  schema  de  1’ amplificateur  non  inverseur  demande  est 
donne  ci-dessous. 


1+^ 

R2  R[ 


La  loi  des  noeuds  appliquee  en  A s’ecrit : 
lis  ~ 11 A _ UA  11 A 

R2  R[  R[+  r2 


d’oil : 


R2  ) 

R{  Ri+R2)' 


Par  ailleurs,  R j et  R2  forment  un  diviseur  de  tension,  et : 

^1 

Ue  = U_=  U\ . 

^1+^2 

En  eliminant  entre  les  deux  relations  precedentes,  il  vient : 


A„  = ^ = [ 1 + 


R 


, R '■>  R2 

1 + —f  + — 

R i R\  + R2 


On  peut,  par  exemple,  choisir  R\  = 10  k£2,  R2  = 90  k£2, 
R2  = 100  k£2.  On  calcule  alors  = 12,5  k£2. 

Le  rapport  des  resistances  n’excede  pas  10. 


3 • Ces  quatre  amplifica- 
teurs  sont  des  sources  de 
tension  ideales  puisqu’ils 
delivrent  une  tension  de 
sortie  trs  independante  de 
leur  charge  Ru  . Cette 
propriete  est  due  a leur 
resistance  interne  2?s  qui 
est  nulle.  Pour  s’en 
convaincre,  il  suffit  de  considerer  la  modelisation  de 
Thevenin  de  ces  generateurs  vus  de  leurs  homes  de  sortie. 
La  f.e.m.  Ej  se  trouvant  en  serie  avec  la  resistance  de  sortie 
Rs  = Rj  et  avec  la  resistance  de  charge  Ru,  il  vient : 


iu  = ■ 


Ru 


Ej . 


Ainsi,  la  tension  de  sortie  us  et,  par  voie  de  consequence, 
1’ amplification  en  tension  Au  sont  des  fonctions  de  Ru,  sauf 
si  Rs  = 0. 


O Circuit  a A.O.  soumis 
a un  echelon  de  tension 


I • L’ amplificateur  operationnel  est  ideal,  done  i+  = i_  = 0. 

II  fonctionne  en  regime  lineaire,  done  v+  = v_  = vs. 

h=Cl^  et  i2  = C2d{vA~Vs)  . 
d t dt 

Au  noeud  A : 


vt~vA  , ; _ n d^s  d(yA  - vs) 

— = n + i2  = Ci  — + C2 

R dr  dr 


(1) 
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Au  noeud  E+  : 


d’ou  : 


Vs  ~ VA 

R 


h = -c 


dvs 

df  ' 


, „r  dys 

vA  = vs  + RC\——  . 

d f 


En  rempla^ant  dans  (1),  il  vient : 

ve~  vs~ RCx  ^ = RC{  ^ + R2C2Ci 

df  df  dr 

R2C\C2  + 2 RCi  ^+vs=ve. 

A t2  At 

Avec  la  notation  complexe  : 

. v&-Va 


R 


+ jC20*  vs  - VK)  + V+  = 0 (1) 


R 


VA-V+  V-0 


R 


1 


, car  i+  = 0 


(2) 


+ jC2w . (-  vJRCiCo) 


jCfi) 

• V+  = V_  = vs , A.O.  ideal 

En  eliminant  V a dans  (1)  grace  a Va=  vs(1  + jRC\(0) 
vt_  _ vs{\  +jRCl(0) 

R R 

+ jC vs)  = 0 

Up  r)  Uv 

soit  — = RC\C2{-  (02vs)  + j(Ovs(2C\)  + — 

R " R 

et  ve  = R2CxC 2 + 2 RCi  — + vs  . 

df 2 df 


2 • Avec  C2  = 2Ci,  l’equation  devient : 


2 R2C\  + 2RC]  ^E+v,=  vP. 


df 2 


df 


On  pose  T = RC\. 


2 T2  —7-^—  + 2t— ^ + vs  = ve,  soit,  pour  f > 0 : 


df2 


. df's 
df 


2f  dV 


-f  + 2T^+vs  = E. 
At 1 df 


(3) 


L’equation  obtenue  est  du  deuxieme  ordre  a coefficients 
constants. 

2 1 11 

Remarque  : Pour  cette  equation  co 0 = — = et  Q = — = > — ; 

2rz  -y2  2 

on  s’ attend  done  a trouver  une  solution  oscillante  amortie  (ou 
pseudo-periodique ) . 

On  cherche  des  solutions  sous  la  forme  e'L  L’equation  carac- 
teristique  correspondant  a 1’ equation  homogene  associee  est : 
lx2r2  + 2xr  +1=0 
A'  = t2  - 2f2  = - T2. 

r=-T±iT=_L 
2t2  It 

L’equation  homogene  a pour  solution  : 

e 2r  [A  cos  — + B sin  — 1 . 


2 t It! 

Une  solution  particuliere  de  l’equation  complete  (3)  est  vs  = E. 


Amplificateur  operationnel 

La  solution  generale  de  1’ equation  (3)  est  done  : 

v*=E  + e 2t(a  cos  — + B sin  — ) . (4) 

\ 2 t It) 

II  reste  a determiner  A et  B en  s’aidant  des  conditions  ini- 
tiales. 

•A  f = 0,  les  condensateurs  sont  decharges. 

La  tension  aux  homes  d’un  condensateur  est  continue. 

• A f = 0+,  on  a : 

vs(0+)  = 0 et  ziA(0+)  = vs(0+), 

done,  d’apres  (2)  (0+)  = 0.  De  (4),  il  vient : 

df 

#)  = 0»£  + A = 0 

(0+)  = 0 <=>  - — B + — A = 0, 
df  2t  2 t 

soit  A = B = - E. 


D’ou  Vc  = E-Ee  2r(  cos -L  + sin -L  , dont  1’ evolution  a 
\ 2 t It) 

failure  suivante  : 


0 Integrates  differential 
a capacite  commute e 

1 • Lorsque  les  commutateurs  K et  K'  sont  en  position  (1),  il 
vient : 

e - e'  = (r  + t')Cq  — + u 
At 

soit  encore,  en  posant  Te  = (r  + r')C 0,  l’equation  differen- 
tielle  : 

d«  u _ e - e' 

At  Te  Tt 

dont  la  solution  est  de  la  forme  : 

t_ 

u(t)  = Ae  T‘+(e-e'). 

La  constante  d’integration  A se  determine  a l’aide  des  condi- 
tions initiales  u(0)  = 0,  d’ou  : 

u(t)  = {e  - e')(l  - e Tc  j . 

A t = aTc,  la  tension  aux  homes  de  Cq  est : 

/ aTc\ 

u(aTc)  = (e  - e')\  1 - e Te  ) ~ (e  -e'), 
puisque  fe  « aTc . 
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Amplificateur  operationnel 


Le  condensateur  Cq  acquiert  la  charge  q - Cq(c  - e')  a la 
fin  de  l’etat  (1),  et  restitue  cette  meme  charge  au  cours  de 
l’etat  (2)  pendant  lequel  l’ensemble  ( r , r',  Cq)  est  court- 
circuite  (;/+  - u_  = 0). 

II  en  resulte  que  C est  traverse  par  un  courant  d’intensite 
moyenne  : 


Q 

Tc 


(e-e'). 


Ce  courant  i traverse  le  condensateur  C dont  la  tension 
us(t)  a ses  homes  evolue  selon  la  relation  : 


— (e-e')  = -C 
Tc  d t 


C Cl 

soit  encore,  en  posant  x= Tc  = , l’equation  diffe- 

Co  Co  /c 

rentielle  du  circuit : 


dus(t)  _ e'  - e 
d?  x 

Le  circuit  realise  est  un  integrateur  differentiel  a capacite 
commutee  dont  la  constante  de  temps  X est  controlable  par 
la  frequence  de  commutation  fc . 

• Si  on  n’eteint  que  e,  il  vient : 

d«s(0  _ e' 
d?  x ' 

le  circuit  est  un  integrateur  non  inverseur. 

• Si  maintenant  on  n’eteint  que  e',  alors  : 

d»s(0  _ e 
dr  x’ 

le  circuit  realise  un  integrateur  inverseur. 


2  • Si  les  signaux  e(t)  et  e'{t)  sont  periodiques  de  periode 
T « Tc , les  calculs  precedents  restent  valables  puisque  pen- 
dant la  duree  Tc,  les  variations  de  e(t)  et  e'(t)  sont  negli- 
geables.  Ces  signaux  se  comportent  vis-a-vis  de  l’integrateur, 
sur  une  periode  Tc,  comme  des  signaux  constants. 

Ainsi,  avec  des  signaux  d’entree  periodiques,  le  circuit  se 
comporte  comme  un  integrateur  differentiel  si  les  deux  condi- 
tions suivantes  : 

xe  « aTc  « T 

sont  simultanement  realisees.  Cette  double  condition  est 
assez  contraignante. 


3  • Soit  u la  tension  commune  aux  deux  entrees  de  1’ ampli- 
ficateur operationnel.  La  loi  des  noeuds  appliquee  en  E_  : 
e - u _ r d(»  - ns) 

K dr 

et  la  loi  des  noeuds  appliquee  en  E+  : 
e'  - u _ „ du 
R ~ "dr” 

donnent,  en  soustrayant  membre  a mernbre  : 
r d us  _ e'  - e 
dr  R ’ 


d’ou,  en  posant  x'  = RC  : 

d hs  _ e - e' 
dr  x' 

Ce  circuit  est  aussi  un  integrateur  differentiel. 

4  • La  constante  de  temps  x'  de  ce  dernier  integrateur  se 
regie  en  modifiant  la  valeur  des  deux  capacites,  alors  que 
pour  1’ integrateur  a capacite  commutee,  ce  reglage  se  fait  de 
fagon  beaucoup  plus  souple  et  surtout  beaucoup  plus  precise 
en  modifiant  la  frequence  de  commutation. 


Simulation  d'une  inductance  pure 

1  • Notons  «s  le  potentiel  (par  rapport  a la  masse)  de  la  sor- 
tie du  premier  amplificateur. 

L’A.O.  etant  en  regime  lineaire  : iq  = u. 

Les  courants  entrant  dans  l’A.O.  etant  nuls  : 


R R 

On  en  deduit : u = u\  et  i = -i\. 

2  • Notons  «2  le  potentiel  cornmun  aux  deux  entrees  du 
second  A.O.  us  celui  de  sa  borne  de  sortie.  Ecrivons  la  loi 
des  noeuds  en  notation  complexe  aux  entrees  non  inverseuse 
et  inverseuse  de  cet  A.O.  : 


it  = 


112-ILs 

R 


U-2  et  “2  - a s + M2_  _ Q 
Rq  + Z R Rq 


On  en  deduit  en  eliminant  us  '■  U.2  = ~ + — / 1 . 

2 2 

I r>  • Rq  • Rq  ■ 

De  plus  : u = U\  = u_2  + noil  = — z~l  = ~Z~' 

On  en  deduit  l’impedance  equivalente  : 

D2 

7 - u.  _ R o 

6q=T=y 

3  • Si  Z est  une  capacite  : Z = — - — et  done  : 

2 jCco 

Zeq  =jCRo(0. 

Ce  montage  simule  done  une  inductance  pure  de  valeur 

l = crI. 


Remarque  : II  n’est  pas  possible  d’obtenir  une  inductance 
pure  avec  une  bohine  car  celle-ci  a necessairement  une  resis- 
tance. De  plus , une  bobine  est  un  composant  encombrant  dont 
on  ne  peut  negliger  les  aspects  capacitifs  a haute  frequence.  11 
est  done  souvent  plus  interessant  de  remplacer  une  bobine  par 
un  circuit  actif,  peu  encombrant  et  plus  proche  de  I’idealite. 


iFp  Simulation  drune  resistance 

negative  (Centrale  2007  extrait) 

v-vs 

1 • Pour  un  A.O.  ideal,  i+  = i_  = 0 , soit  / = . 

R 
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Amplificateur  operationnel 


(3 


CORRIGES 


R i 


vs. 


D’ autre  part  V+  = 

Rl+R2 

Enfin  un  regime  lineaire  V = V+  . 
D’oit  = — Rl(  Rl+Rl- 

Ri 


(i) 


et 


V = -RI.- 1 
R2 


(2) 


2 • si  v*  = +vsat,  v=ri  + vs at 

•Si  V,  = -Vsat,  V = RI-Vsal 

3 • Le  fonctionnement  est  lineaire  si 

Vs  G [— Vsat , Vsat],  ce  qui  avec  (1)  donne 

j g “ ^2  Aat  ^2  Aat 

et  avec  (2)  V G 
D’oii  avec  Vq  = 


lR(Rl+R2)  R(Ri  + r2)  J 

^1  y . ^1  y 

*1  „ 


Rl  + R2 


4 • a • Methode  directe 

U(t)  = -Rn  ln(t)  = -Rb  lh(t)  - Lh 


d m 
d r 


(2) 


, Yrt  r d U(t)  „ f.r  „ , . , , r dU  U t 

et  i(t)  = E — . En  utilisant  /j,  = i + /„  = r et 

dr  dr  /?„ 

U = - Rf,  If,  - Lh  , il  vient 

dr 

ur  ) — +(i-^-)[/  = o 

dr2  \ /?„/  dr  \ Rn ) 

soit  a = LT 

h-^T-i 

Rn 

• Utilisation  de  la  formulation  complexe 
(jLh(o  + Rh)Ih  + U = 0,  U= 

jTco 

U = - Rn  I n et  /f,  = / + /„  , soit : 


— = U/Tffl-  — , 

jLb®  Rn 


-U  = - co2UTLh  + yo) 


-*^/7  . 


R a 


Toute  multiplication  par  jco  est  une  derivation  temporelle 
d’ou  : 


- U(t)  = TLh  + 

dr- 


R-r-T 


mu  _ *» 

dt  A 


On  obtient  bien  sur  la  meme  equation  differentielle. 
b.  Les  solutions  sont  purement  sinusoidales  si  b = 0 , soit 
Lh 

R/, F = — er  si  1 - c > 0 ; on  a alors  une  equation  differen- 

R n 

tielle  d’oscillateur  harmonique  : 

i-^| 

o 

dr2 


4r 


avec  /?/,U  = , soit  Rn  = ^ b et  done 


1-* 

R„ 

Ar 


c ./=  — ' 

2k 


Rn 

1 


r/?r, 


soit : 


1_M 


A 


+ 4 n-f-L, 


Rb 


A.N.  : r = 68  «F 
2 = 67 

On  calcule  /?,,  = 3,15  k£2  , on  a bien  — < 1. 

Rn 

0 Derives  d'un  integrates  a 
amplificateur  operationnel  reel 

1 • On  impose  vt  = 0 ; la  loi  des  noeuds  appliquee  en  E_ 
u 
R 


, , . _ d(z\  — u)  u 

s eent  : C 2 = 1 - /_ , avec  u tension  constante 


dr 

valant  u = Vd  - RqI+  . 

En  eliminant  u,  il  vient : 

RC^  = Vd-R0I+  + RI_, 
dr 

d’ou,  par  integration  et  en  posant  x = RC  : 


vs(f) : 


Vd-R0I+  + RL 


Vd  + (R-R0)Ip-(R+Ro)j 


• En  1’  absence  de  Rq,  la  tension  ys(r)  est  une  fonction  affi- 
ne du  temps  et  1’ amplificateur  operationnel  sature,  soit  posi- 
tivement,  soit  negativement  selon  les  valeurs  des  defauts  et  de 
la  resistance  R utilisee. 
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CORRIGES 


Amplificateur  operationnel 


• Avec  Rq  on  peut  annuler  le  second  membre  et  pour  cela 
prendre  Rq  tel  que  : 

D _ Vd  + RL 

Ro —tr- 

II  n’en  est  rien.  En  effet  Vd  et  Id  varient  fortement  en  fonc- 
tion  de  I’A.O.  et  de  la  temperature  et  ce  de  maniere  alea- 
toire  ; la  correction  ne  serait  valable  que  pour  une  temperatu- 
re et  un  A.O.  donnes. 

En  revanche,  il  est  possible  d’eliminer  1’ influence  du  courant  de 
polarisation  7p  en  choisissant  Rq  = R.  La  saturation  est  gene- 
ralement  retardee  mais  elle  est  inevitable. 


2 • La  loi  des  noeuds  appliquee  en  E_  s’ecrit : 
c d (vs-u)  t Vs~u  _ u i j 
dr  R'  R 

avec  u = Vd-  RqI+  . En  eliminant  u,  il  vient : 


R'C 


dr 


R+R'  ...  d T \ w, 
vs  = — - — (Vd  - Roh)  + R I— 


On  pose  r'  = R'C  et  z/siim  = R + R (Vd  - rqI+)  + R'L, 

R 

1’ equation  differentielle  precedente  s’ecrit : 

, dys 

X ■ H r^s  — r'slim 

dr 


et  sa  solution  est  vs(t)  = ysiim  1 - e 


En  regime  etabli,  la  tension  de  sortie  vaut  vsi;m  (|  fslirnl  < Lsat) 
ce  qui  evite  la  saturation.  Il  est  possible  d’exprimer  z/si;m  en 
fonction  de  Vd , /p  et  de  Id  : 


r'slim  — ' 


R + R' 
R 


Vd+  R' 


Rq(R  + R') 
R ) 


R0(R+R')\  Id 

R)  ) 2 ' 

Comrne  il  a ete  vu  dans  la  question  1),  tout  ce  qu’il  est 
possible  d’entreprendre  avec  certitude  est  l’elimination 
du  terme  en  /p  en  choisissant  la  resistance  Rq  telle  que  : 

n RR'  e i ^ 

Rq  = = 5 kii . 

R+R' 

Il  vient  alors  : 

«'slim=^l'd-fi7d»4mV, 

K 

ce  qui  est  une  tension  tres  faible  par  rapport  a Lsat. 

La  saturation  de  1’ amplificateur  operationnel  est  evitee,  mais 
le  defaut  (ys  ^ 0 en  l’absence  de  signal  d’entree)  n’est  pas 
totalement  corrige. 

3 • L’ expression  de  u restant  la  meme  u = Vd-  RqI+,  on 

applique  encore  une  fois  la  loi  des  nceuds  en  E_  : 

c d(ys  ~ »)  t vs-u  = u - ve  f ! 

dr  R'  R 

L’elimination  de  u conduit  a : 

nr/~<  dr's  , R + R'  n,  „ , , , nfT  R' 

R C — — + vs  = — - — (Vd  - R0I+)  + R I_  — — ve 
dr  R R 


soit  encore,  en  introduisant  r'  et  z^iim  tels  qu’ils  ont  ete 
definis  plus  haut  : 


En  prenant  Rq  - 


dr 

RR' 


+ r's  — ''slim  ■ 


ir_ 

R 


- , le  terme  en  zzsiim  peut  etre  neglige 


R+R 

devant  le  terme  en  ve(t)  : 

, dr's  R'  , A 

T — + — — ''em  cos  (cot) . 

dr  R 

La  solution  de  cette  equation  differentielle  est  de  la  forme  : 

t_ 

vs(t)  = Ae  T'  + rsm  cos  ( cot  + < p) 
avec,  pour  la  solution  particuliere,  z/ sm  et  <p  deduits  de 
R Lem 


Lsm  : 


et : 


R 1 + jcox' 


a savoir  : 


R' 


R Vl  + (cot')2 
cp  = 71  - arc  tan  (cox'). 


Le  terme  Ae  T'  est  transitoire.  En  regime  etabli,  le  circuit 
71 

integre  si  <p  = — , c’est-a-dire  lorsque  cox'  » 1.  En  pra- 
tique, il  en  sera  ainsi  des  que  CO  3=  10  . 

0 Generateur  differentiel 
de  courant 

L’A.O.  est  ideal : i+  = i_  = 0 . 

1 • En  regime  lineaire  u+  = u_  et  par  suite  Rii  = - Rj  i'e, 


d’ou  : 


-_Rj 

R2 


La  loi  des  nceuds  appliquee  en  S s’ecrit : 


R2  ■ R2  ti  g Us  Uq  U$ 


U.  = l + If.  = - — — If.  + If 

R2  r2  r 1 

d’ou  en  regroupant  les  termes  en  ns  : 

■ 1 R2  .(  R2  1 
le  — Up  — : Up  + 


Ce  circuit  se  comporte  en  generateur  de  courant  si  rs  est 
independant  de  Ru,  c’est-a-dire,  en  definitive,  si  rs  est  inde- 

R2  1 

pendant  de  i(s.  Ceci  entraine  la  condition  — = — ou 

r[r2  R\ 

encore,  de  fagon  plus  symetrique  : 

Ri  _ r2 
R[  r2 

La  condition  precedente  etant  realisee,  1’ expression  du  cou- 
rant ;s  s’ecrit : 
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Le  circuit  est  alors  un  generateur  de  courant  commande  par  la 
tension  differentielle  («e  - u'e). 


2 • Pour  etudier  la  stabilite  du  circuit,  on  eteint  les  f.e.m.  des 
generateurs  de  commande  et  on  suppose  qu’a  1’ instant  initial 
l’amplificateur  operationnel  est  en  regime  lineaire. 

Les  tensions  des  entrees  inverseuse  et  non  inverseuse  ( sche- 
ma ci-dessous)  s’etablissent  respectivement  a : 

R + R„ 

■ Ms  0 = k-UsQ 


et 

avec  : 


R + Rg  + R 
(R  + R g)/ / R L1 


W_|_  — UeQ  — k+UaC) 

(R+Rg)//Ru  + R U U 


-L=  1 +R  (-L  + - 


K 


R„  R + R q 


> 1 +R 


1 


R + Ra 


done  k+  < k_. 


L’ equation  differentielle  de  la  tension  de  sortie  de  l’A.O. 
s’ecrit  alors  : 


dr 


■ + ws0  = R o(L  ~ k_)us0. 


du , 


soit  encore  T "~'s0  + [1  + Wo(^-  - k+)]uSQ  = 0. 
dr 


Le  coefficient  de  mso(0  etant  positif,  la  solution  de  cette 
equation  differentielle  est  bornee,  done  le  circuit  est  stable. 


[i)  Oscillateur  quasi-sinusoidal 

1 • Le  circuit  est  equivalent  en  circuit  ouvert  a : 


avec 


Zi=R  + 


1 


Z2  = 


jC  ft) 

1 


— + iCco 
R 


Done  v t = 


Z2 


Zx  + Z2 
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Amplificateur  operationnel 


(3 


CORRIGES 


et  H -- 


1 


1 


— +jCco  x + _ L + — 1 — 

R jCco  1 

— + jCco 

R 


1 


3 + jRCco  + - 1 


jRCco 

ou  encore  H = — 


1 + 3jx-x2 


2 • \H\ 


V 1 -x2  + x4 


; le  trace  est  en  Figure  1. 


• Lorsque  x — > 0 , la  frequence  tend  vers  zero  et  les  conden- 
sateurs  se  comportent  comme  des  interrupteurs  ouverts  ; il 
n’y  a done  pas  de  courants  dans  les  resistances  et  vs  = 0 . 
Lorsque  x — > °°  , la  frequence  tend  vers  l’infini  et  les  conden- 
sateurs  se  comportent  comme  des  fils,  vs  = 0. 

• Lorsque  x — > 1 , soit  ft)  -»  fflo,  vs  = ve  , sinon  vs  decroit 
rapidement ; ce  filtre  est  done  passe-bande. 


. co 


3 • 


Oh, 


soit 


, ^ . (0 

ft)2 

1 + 3 / 3 

2 

(o„ 

ft)0 

CO  ft)2 

\ ■ 

co 

=J 

V, 

«X)  ft)o 

1 

COo 

Toute  multiplication  par  j ft)  correspond  a une  derivation 
temporelle,  soit : 


coq  dr 


(On 


dr2 


co,,  dr 


ou  encore 
d2v, 


dvc  2 dvp 

+ 3ft)0  — - +ft)0^=®o—iL-  (1) 
dr2  dr  dr 


CORRIGES 


E) 


Amplificateur  operationnel 


4 • •L’A.O.  est  ideal : /+  = /'_  = 0 et  il  fonctionne  un  regime 
lineaire  : v+  = v_  . 


Ainsi  V? 


R i 


R\+  R2 


ve  , d’ou  en  utilisant  (1) : 


d2^  / \ d^s  2 „ 

ir  + “»rrf)^  + ‘!’0'4=0 


• Si  R2  < 2R\  , ©o^2  - — J > 0 ; le  discriminant  de 

1/  R2  \2  2 

l’equation  caracteristique  vaut  ©5^2  - — J - 4 ©q,  soit 

A = ©5  — ( — - 4)  . A < 0 car  — < 2 ; les  solutions 
^1  Ui  / 


sont  de  la  forme  vs(t)  = [A  cos  Qt  + B sin  firje  * 

avec  a = ©o^l  - -^-J  > 0 ■ l’exponentielle  est  decroissante 

et  vs(t)  — > 0 en  oscillant. 


• Si  R2  = 2 R 1 , 

d2^/  2 

— + ®o  vs  = 0 : il  s’agit  de  l’equation  differentielle 
d tl 

d’un  oscillateur  harmonique  ; le  circuit  realise  done  un 

oscillateur  electrique  sinusoidal  de  frequence  /q  = — - — . 

2kRC 

L’energie  necessaire  a son  fonctionnement  provient  des 
alimentations  (±  15  V en  general)  continues  de  1 ' A.O. 

dvs 

• Si  R2  > 2 R[  , le  coefficient  du  terme  est  negatif 

d t 

done  l’exponentielle  sera  croissante  et  la  sortie  de  1 ’A.O. 
atteindra  la  valeur  + Vsat  (ou  - Vsat)  rapidement,  soit 

ve  = ± Vsat , done  vJt)  verifiera  (1)  avec  = 0 : 

d? 


d ~vs  d^T  2 1 1 

— 7t-  + 3tOo (-  con  vs  = 0 • sera  done  decrois- 

d tl  dr 

sante  : V A.O.  repassera  de  nouveau  en  regime  lineaire, 
puis  saturera  de  nouveau  et  ainsi  de  suite.  C’est  ce  que  l’on 
observe  sur  Toscillogramme. 


• Tracer  un  portrait  de  phase  revient  a tracer 


d^(r) 

dr 


en 


fonction  de  vs(t)  . 

Il  faut  done  realiser  une  derivation  de  vs{t) , puis  « amener  » 

dr’s 

— et  vs  sur  chaque  voie  d’un  oscilloscope  et  observer 
en  AT. 


Soit  le  circuit : 


Le  courant  entrant  en  Y est  tres  faible  puisque  l’impedance 
d’entree  d’un  oscilloscope  est  tres  grande  : ainsi, 


22  -- 


R’ 


R'  + 
soit  V2  = 


I 


-2i 


jC'co 

jR'C’o) 

1 + JR'C'co 


v\  ; si  R'C'a>«  1, 


22  -jR'C'co  v\  et  v2{f)=R'C' — — 

dr 


La  figure  ci-dessous  donne  le  schema  du  montage  realisable 

/ dve  \ 

experimentalement : on  visualise  , ve  mais  ve  et  vs 

\ dr  / 

sont  proportionnels  done  failure  est  la  meme. 


Ri 


Ri  = lk£2 


rum. 


1 0kL> 


10ki2 

HK 


il 


oscilloscope 

voie 

I II 

2=2_ 

100nF 


lOOnF 

lOOnF 


lk£2 


• Les  deux  photos  correspondent  au  montage  de  la  figure. 

-r  En  a on  voit  une  ellipse  correspondant  au  cas  R2  = 2R  \ . 
— > En  b la  trajectoire  de  phase  est  fermee,  le  fonctionnement 
est  cyclique.  Les  segments  de  droite  correspondent  aux  pas- 
sages par  les  saturations  + Fsat  et  - Fsat  ; R2  > 2RX . 

R : Le  cas  R2<2R\  peut  etre  filme  : on  voit  f ellipse  dimi- 
nuer  lorsque  r augmente  jusqu’a  ce  qu’elle  soit  reduite  a un 
point ; la  trajectoire  de  phase  tend  vers  son  attracteur  (0,  0) . 


(D  Etude  d'un  frequencemetre 
(Centrale  2007) 

A 1 • is  = 0 : le  meme  courant  i circule  dans  C'  et  R'  : 
, , d(e'-V) 

R'C'  ; + V0  = V , soit 

dr 

dV  V de'  V0 

dr  R’C'  dr  R'C'  ’ 
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CORRIGES 


2 • Pour  t < 0,  e'  = + E est  constant  et  Vq  est  constant,  done 
C'  se  charge  et  lorsqu’il  est  charge  il  n'y  a plus  de  courant 
dans  la  branche  done  T(r)  = Vq  car  Ur  = 0 (Tenoned  pre- 
cise bien  que  l’on  suppose  le  regime  permanent  pour  t < 0 ). 
• La  tension  aux  bornes  de  C'  est  continue  pour  t = 0 
notamment  done  Tc'(0+)  = T/jO-) . 

Or  Tc'(0")  = + EV0, 

done  pour  t = 0+  - E - T(0+)  =-Vq  + E 

To 

d’ou  T(0+)  = V0-2E  ■ enfin  E > — 

2 

done  T(0+)  < 0 . 

de' 

•Pour  t > 0,  e'  - - E,  — = 0 ; en  tenant  compte  de  2, 

T equation  (1)  s’integre  en  : 

V(t)  = V0-2E  e~,lT'  , avec  r'  = R'C'  . 


:t  • L’A.O.  fonctionne  en  comparateur  simple  avec  : 

T_  = 0 , done  si  : 

• e(t)  = T+  > 0,  e'(t)  = +E  = Vm 

• e(t)  = T+  < 0,  e'(t)  = -E  = - Tsat 

Done  le  module  de  la  question  A est  attaque  par  une  dis- 
continuity Tsat  ->  - Tsat  ou  - Tsat  ->  + Tsat 

• Comme  / « — ^ — , le  signal  e(r)  a une  periode  grande 

R C 


devant  le  temps  de  charge  du  condensateur  : entre  chaque 
basculement  on  atteint  le  regime  permanent  de  charge  com- 
plete du  condensateur. 

• Pour  une  bascule  + Tsat  — > - Tsat , avec  A 3 nous  pouvons 
affirmer  : 

V(t)  = Vq-2  Tsat  e~t/T' 

• Pour  une  bascule  - Tsat  — > + Tsat 

Vc'  est  continu  lors  de  la  bascule  et  vaut 
Vc'  (bascule)  = - V^sat  - Vo  > d’ou  V(t)  juste  apres  la  bascu- 
le : V = 2Tsat  + T0  ■ Done  V(t)  = T0  + 2 Tsat  . 

On  obtient  finalement  les  chronogrammes  : 


C 1 • La  retroaction  se  fait  sur  l’entree  + de  1 ’A.O.,  il  ne  fonc- 
tionne done  pas  en  regime  lineaire.  Par  contre  l’A.O.  etant 
ideal  on  a i+  = L = 0 et  le  meme  courant  circule  dans  R et 
dans  C . 


2 • D’apres  Tenoned  la  charge  de  C est  terminee  a t = 0 
done  /r  = 0 et  T+  = «r  = 0 . 

De  plus  la  fonction  U{t)  est  periodique  done  elle  vaut  To  en 
t = 0“  ; ainsi  : 


Amplificateur  operationnel 


T+(0“)  = 0 , T_(0“)  = T0  > 0 et  done  S((T)  = - Tsat . 

3 »A  t = 0,  U bascule  de  Tq  a - 2 Tsat  + Tq  , done 
T_(0+)  = - 2 Tsat  + T0  < 0 . 

D’ autre  part,  uc  = t/R  - S est  continue  done  comme 
uc{ 0")  = 0 - (-  Tsat),  uc( 0+)  = Tsat . 

Supposons  que  VA.O.  bascule,  alors  S(0+)  = + Tsat  et 
»r(0+)  = T+(0+)  = 2 Tsat  > T_(0+)  ce  qui  est  coherent. 
Supposons  que  VA.O.  ne  bascule  pas  : S(0+)  = - Vsat, 
uR(0+)  = T+(0+)  = 0 > T(0+)  , ce  qui  est  incoherent  avec 
5 = - Tsat . 

Ainsi  VA.O.  bascule  et  V+(t  = 0+)  = 2Tsat . 


4 • Si  t«RC  , T+(t_)  = T+(0+)  = 2 Tsat . 

Ainsi  comme  uc  est  continue, 
uc(t+)  = uc(T  ) = 2 Tsat  — Tsat  = Tsat . 

Si  VA.O.  ne  bascule  pas  S(T+)  = Tsat 

et  T+(t+)  = 2 Tsat  > V~{T+ ) = To  ce  qui  est  coherent : VA.O. 

reste  a saturation  haute. 


5 • a.  /+  = 0 , done 


d(T+-S) 

dr 


Y± 

R 


soit  — — H — T+  = D’apres  la  definition  de  fi  , 

dr  RC  dr 

S(r)  est  constant  sur  [0,  rj  . 


Ainsi  — — + — = 0 s’integre  en  T+  = 2 Tsat  e ,/RC 
dr  RC 

car  T+(0+)  = 2Tsat . 

b.  L 'A.O.  bascule  lorsque  T+  atteint  la  valeur  T_  = Tq 


soit  4 = RC  In 


2 Tsat  \ 
T0  / 


• 5,(ri+)  = - Tsat  et  la  tension  aux  bornes  de  C est  continue, 
soit : 


V0-^sat  = T+(r1+)-(-Tsat) 
T+(r1+)  = Tq  - 2 Tsat 


6 • a.  C’est  la  meme  equation  differentielle  ; avec  un  deca- 
lage  d’origine  des  temps  et  compte  tenu  de  5 b : 

(r-n) 

V+(r)  = (T0  - 2 Tsat)  e”  RC  . 


b.  Non  car  T+  < 0 d’apres  a (et  To  - 2 Tsat  < 0 ) et 
T_  = 2 Tsat  + Tq  > 0 done  VA.O.  reste  en  sortie  a -Vm. 
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CORRIGES 


Amplificateur  operationnel 


7 • . 


D 1 • La  deuxieme  A.O.  est  attaque  par  V(t)  de  la  question 
B 3 dont  la  forme  est  la  meme  que  celle  de  U(t)  a condition 
que  R'C'  ~ T . II  faut  done  R'C'  « CR. 


D’ autre  part  il  faut  que  la  charge  du  condensateur  C soit  ter- 
minee  en  0 , T , 2 T , etc.  ; done  on  doit  avoir  T » RC  ; 
finalement 

R'C'  « RC  « 

f 


2 • II  faut  utiliser  un  voltmetre  DC  puisque  <S>  est  la 
composante  continue  de  S(t)  et  que  la  fonction  AC 
« coupe  » les  parties  continues  des  signaux. 


3 • S(t)  vaut  - V^sat  sur  [tj , T] 
+ ysat  sur  [0,  t\] 

done  <S>  = y (V^Sat  h + (-  V'sat) 


d’oit  /=— ( 1 + 
2t\  \ 

Apres  etalonnage 
frequencemetre. 


<S>\ 

^sat  /' 

ce  dispositif  peut  etre  utilise  comme 
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Fonctions 
de  transfert 


• Notion  de  filtrage. 

Traces  de  diagramme  de  Bode  en  gain  et  en  phase. 

• Reponse  d’un  filtre  a un  signal  periodique 
non  sinusoidal. 


• Caractere  derivateur  ou  integrateur  d’un  filtre. 

Notion  d’impedance  complexe. 

Theoremes  generaux  en  regime  sinusoidal  force. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Equations  algebriques  complexes. 

Utilisation  d’echelles  logarithmiques  pour  les  traces. 


ESSENTIEL 


Principe  de  la  decomposition  d’un  signal 
periodique  en  serie  de  Fourier. 


• La  fonction  de  transfert  d’un  systeme  lineaire  en  regime  sinusoidal  force  est  la  fraction  ration- 
nelle  : 


H(j(o)  = 


N(jco) 
D(ja>)  ’ 


ou  em  et  sm  sont  respectivement  les  amplitudes  complexes  de  1’ excitation  e(t)  et  de  la  repon- 
se s(t ) du  systeme  dans  les  conditions  de  son  utilisation. 

• La  connaissance  de  la  fonction  de  transfert  permet  de  retrouver  1’ equation  differentielle  liant 
s(t)  a e(t).  II  suffit  pour  cela  d’ecrire  : D(Ja>)s  = N(ja>)e_  puis  d’effectuer  la  transformation  : 

X j CO  — ^ — . 
df 


• Le  systeme  etudie  a un  regime  libre  stable  si  les  solutions  libres  convergent  vers  0. 
Pratiquement,  un  systeme  d’ordre  1 ou  2 est  stable  lorsque  le  polynome  D(Jco)  a tous  ses  coef- 
ficients de  meme  signe. 

• Un  filtre  est  un  circuit  con5U  pour  transmettre,  selectivement  et  avec  des  caracteristiques 
bien  definies,  les  diverses  composantes  frequentielles  de  son  excitation  e(t). 


• Notons  par  (Oq  la  pulsation  propre  du  filtre  et  par  x = 0>  la  pulsation  reduite.  Les  expres- 
s'd 


sions  generales  des  fonctions  de  transfert  des  fibres  fondamentaux  d’ordres  1 et  2 sont  (avec  K 


reel  et  Q = > 0 facteur  de  qualite)  : 

2cr 
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Fonctions  de  transfert 


- passe-bas  d’ordre  1 : 


-passe-haut  d’ordre  1 : 


- passe-bas  d’ordre  2 : 


- passe-haut  d’ordre  2 : 


- passe-bande  d’ordre  2 : 


K(jx) 


K 

1 +jx  ’ 


K(jx)  = ■ 

1 +jx 


H(jx) 


K . 

1 + 2 ajx  + (jx)2 


aw  = KUx)2  2 ; 

1+2  ajx  + (Jx)2 


K(jx)  = 


K 2 ajx 

1 + 2 ajx  + (Jx)2 


K 


1 +jQ\x- 


1 


coupe-bande  d’ordre  2 : 


H(jx)=  g[1  + (^]~. 

1 + 2 ajx  + (Jx)2 


• La  bande  passante  (a  - 3 dB)  d’un  filtre  est  la  bande  de  frequences  a 1’interieur  de  laquelle  : 

H mfiY 


\H(jx)\  = 

ou  //max  est  la  valeur  maximale  de  \H_(jx)\ . 


V2  ’ 


• Le  diagramme  de  Bode  d’un  filtre  est  l’ensemble  constitue  par  sa  courbe  de  reponse  en  gain 
Gjjb  et  de  sa  courbe  de  reponse  en  phase  (p,  toutes  deux  tracees  en  axes  semi-logarithmiques 
en  fonction  de  la  frequence. 

• Dans  un  domaine  de  frequences  oil  la  fonction  de  transfert  peut  se  mettre  sous  la  forme  appro- 

chee  : Hjm  » — ou  K est  une  constante  reelle,  le  filtre  se  comporte  comme  un  integrateur  : 

JO) 


us(t)  ~ us( 0)  + K 


Uq  (x)  dx. 

•'n 


• Dans  un  domaine  de  frequences  oil  la  fonction  de  transfert  peut  se  mettre  sous  la  forme  appro- 
chee  : H(jo»  ~Kj(o  ou  K est  une  constante  reelle,  le  filtre  se  comporte  comme  un  derivateur  : 

. . ..  d;/P 

«s(0  “ K ~~rL  ■ 
dr 

• Toute  fonction  periodique  non  sinusoi'dale  peut  etre  decomposee  sous  la  forme  d’une  serie  de 
sinus  et  de  cosinus  ; soit  s(t)  cette  fonction  et  T sa  periode  : 


S(t)  - V an  cos^n  tj  + b„  sinfn  ~ tj 


, ou  a„  et  bn  sont  des  coefficients  - dits  de  Fourier 


- du  developpement.  Ils  seront  donnes  dans  les  exercices. 

• La  reponse  d’un  filtre  lineaire  a son  attaque  par  s(t)  est  donnee  par  la  somme  des  reponses  a 


l’attaque  du  filtre  par  les  sn(t)  = an  cos  n 


2nt 


+ bn  sin  n 


2nt 


prises  separement. 


L’utilisation  du  diagramme  de  Bode  permet  l’etude  de  chaque  composante  individuellement. 
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Fonctions  de  transfert 


Dans  de  tres  nombreux  cas,  L etude  des  premieres  composantes  (n  < 10),  suffit  a donner  une 
bonne  forme  approchee  du  signal  de  sortie. 

II  peut  etre  utile  de  consulter  les  fonctions  de  transfert  elementaires  stables,  placees  en  Annexe, 
en  fin  de  partie. 


Conseils  et  pieges  a eviter 


' Les  fonctions  de  transfert  se  trouvent  souvent  simplement  en  ecrivant  la  loi  des  noeuds  en  termes 
de  potentiels. 

1 Le  diagramme  de  Bode  n’existe  que  si  les  solutions  de  l’equation  differentielle  associee  a la  fonc- 
tion  de  transfert  sont  stables  (sinon  l’etude  experimentale  est  impossible) : il  faut  pour  cela  que 
(par  exemple)  la  fonction  de  transfert  d’un  mystere  d’ordre  2 soit  telle  que  : 

H(jx)  =-  = ^ — 

e A+jBx-Cx2 


avec 


A B et  C de  meme  signe 


, car  l’equation  differentielle  associee  est : 


C 


d2s 

dr2 


n ds  . 2 2 ...  Ae  , 

+ S©„  — +Ao)qs  = a>of(e,  — , ...) 
u At  At 


dont  les  solutions  sont  stables  si  C,  Bco q et  A(0q  sont  de  meme  signe. 
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Exercices 


CD  Action  d'un  filtre  passe-haut 

On  etudie  Taction  du  filtre  represente  ci-dessous  sur  diffe- 
rents  signaux,  en  regime  force. 

R = 2 kO  et  C = 1 |lF. 


1 • Determiner  la  fonction  de  transfert  H(joo)  de  ce  filtre. 
Tracer  le  diagramme  de  Bode. 

2 • ue  est  une  tension  constante.  Determiner  us(t)  en 

regime  etabli. 

3 • ue(t)  = Uq[  1 + cos  (271/0].  UQ  est  une  constante  homo- 
gene a une  tension  et  / = 20  kHz. 

Determiner  us(t). 

Commenter  le  resultat. 

4 • ue(t)  = Uq  cos3  (2nft)  avec  2nf=  250  s_l. 

Sachant  que  : 

, 1 

cosJ  x = — [cos  (3x)  + 3 cos  (x)], 

4 

ecrire  l’expression  de  us(t)  en  regime  etabli. 

Quelle  est  la  sortie  si  du  bruit  se  superpose  au  signal 
d’ entree  ? 


5 • ue(t)  est  une  fonction  creneau  de  frequence /telle  que 
2tt/=  250  s-1. 

On  ne  cherchera  que  Failure  de  la  tension  de  sortie  us . 


Pour  tracer  rapidement  Failure  du  diagramme  de  gain 
d’un  filtre  d’ordre  1,  il  suffit  de  tracer  les  deux  asymp- 
totes et  de  reperer  la  valeur  du  gain  pour  a>  = Wq. 

Un  signal  constant  peut  etre  considere  comme  la 
limite  d’un  signal  periodique  dont  la  frequence  serait 
nulle. 

Pour  les  questions  3)  et  4),  penser  a la  superposition 
des  reponses. 

Pour  la  question  5),  penser  au  regime  transitoire. 


Reponse  d'un  filtre  ( R , C) 
a un  signal  sinusoidal 
avec  un  oscilloscope 


On  realise  le  montage 
ci-contre  : 

1 • Determiner  direc- 
tement  F equation  dif- 
ferentielle  reliant  vs 
a v,- 


C 


ve(t) 


R 


vs(t) 


2 • Determiner  la  fonction  de  transfert : 

Us  (jG>) 


H(jw)  = 


Ve(jC0) 


C' 


Vs  (t) 


R' 


T 


v's (t) 


3 • La  mesure  de  vs 
se  fait  a l’aide  d’un 
oscilloscope  dont  Fen- 
tree  est  representee 
par  le  circuit  (C1 , R') 
suivant. 

Ceci  correspond  a la 

position  « AC  » de  l’entree  de  l’oscilloscope. 

a.  Determiner  la  fonction  de  transfert : 

Me(j  CO) 

b.  Tracer  sur  un  meme  graphique  les  diagrammes  de  Bode 
(gain)  correspondant  a H et  H'  pour  R'  = 1 MQ, 
C'  = 0,1  (iF,  R = 47  kO,  C = 0,1  pF,  puis  R = 470  kQ, 
C = 10  nF. 

Conclure. 


S L’intensite  dans  la  maille  est  reliee  a la  tension  aux 


° bornes  du  condensateur  par  i = C — . 

dr 

La  relation  entre  ve  et  vs  s’obtient  en  eliminant 
ensuite  v et  i. 

2)  et  3)  Le  plus  simple  est  d’utiliser  la  formule  du  pont 
diviseur  de  tension  et  les  associations  de  dipoles. 


o Action  d'un  filtre  passe-bas 

On  etudie  Faction  du  filtre  represente  sur  differents 
signaux,  en  regime  force. 

R = 2 kQ  et  C = 1 |iF. 
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Fonctions  de  transfert 


EXERCICES 


R 


1 • Determiner  la  fonction  de  transfert  H(jco)  de  ce  filtre. 
Tracer  le  diagramme  de  Bode. 

2 • ue  est  une  tension  constante.  Determiner  us(t)  en 

regime  etabli. 

3 • ue(t)  = U0[l  + cos  (2nft)].  Uq  est  une  constante 
homogene  a une  tension  et  /=  20  kHz.  Determiner  us(t). 
Commenter  le  resultat. 

4 • ue  est  une  tension  en  creneaux  de  frequence  10  kHz. 

• Ecrire  la  forme  approchee  de  U(jco)  pour  des  frequen- 
ces superieures  a 10  kHz.  En  deduire  1’ operation  mathe- 
matique  realisee  par  le  filtre. 

• Tracer  le  graphe  de  us(t)  et  calculer  sa  valeur  maximale. 

Me  , 


5 • Examiner  le  cas  d’un  creneau  de  frequence  tres  inferieure 
a la  frequence  de  coupure  du  filtre /o  ; donner  Failure  de  us. 
Que  se  passe-t-il  si  le  signal  est  bruite  ? 


Quelle  valeur  attribuer  a H_  pour  un  signal  constant  ? 

3)  Penser  a la  superposition  des  reponses. 

4)  II  faut  se  souvenir  que  la  tension  ue  peut  s’ expri- 
mer sous  la  forme  d’une  somme  de  signaux  de  fre- 
quences multiples  de  /.  La  condition  / » /(l  est 
done  verifiee  pour  toutes  les  composantes.  Quelle  est 
la  valeur  de  la  derivee  de  us(t)  ? 

5)  Penser  au  regime  transitoire. 


© Reponse  d'un  circuit  ( R , L ) 
a un  signal  sinusoidal 

On  realise  le  montage  suivant  ou  R = 100  Q et  la  resis- 
tance mesuree  en  continu  de  la  bobine  est  r = 10  Q . 

On  mesure  pour  differentes  frequences  les  tensions  effica- 
ces  Vf,  et  Ps  ainsi  que  le  dephasage  <p  entre  vs  et  ve . 


vtvoie  Y i 


L,  r 

_rrrrrL 


vs  voie  Y2 
r 


G.B.F. 


///'ll/ 
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frequence  (Hz) 

10 

20 

50 

100 

200 

Ve(V) 

7,9 

7,9 

8,0 

8,3 

8,9 

V,(V) 

7,2 

7,1 

7,0 

6,4 

5,2 

(pn 

-3 

-7 

- 15 

-30 

-47 

frequence  (Hz) 

500 

1 000 

2 000 

5 000 

10  000 

Ve(V) 

9,6 

9,8 

9,9 

10,0 

10,0 

V.(V) 

2,7 

1,4 

0,64 

0,17 

0,05 

(pn 

-63 

-63 

-55 

-30 

- 17 

1 • Pour  quelle  raison  Ve  augmente-t-il  quand  la  frequen- 
ce augmente  alors  que  le  reglage  d’  amplitude  du  genera- 
tes reste  inchange  ? 

2 • Tracer  les  diagrammes  de  Bode  (gain  et  phase)  cor- 
respondant  aux  mesures  et  a la  courbe  theorique  donnant 
la  meme  bande  passante  a - 3 dB.  On  donne  L = 0,1  H, 
valeur  que  Ton  confirmera  grace  a la  determination  de  la 
frequence  de  coupure  du  filtre. 

Les  courbes  experimentales  et  theoriques  sont  tres  diffe- 
rentes Tune  de  T autre  a partir  de  2 kHz.  Proposer  une 
explication  sachant  que  la  bobine  contient  un  noyau  ferro- 
magnetique. 


Le  generates  basse  frequence  est-il  un  generates  de 
tension  ideal  ? 

L’ etude  theorique  se  fait  simplement  en  utilisant  la 
formule  du  pont  diviseur  de  tension.  11  ne  faut  pas 
oublier  que  la  bande  passante  a - 3 dB  prend  comme 
reference  la  valeur  maximale  du  gain. 


e Determination  des  grandeurs 
caracteristiques  d'un  filtre 

D’apres  CCP  PSI. 

On  s’interesse  a un  filtre  dont  la  fonction  de  transfert  est : 


Fijco)  = ^ = 

~e  1 + yfil  — - — 

« , 

On  se  propose  de  determiner  les  caracteristiques  Fq,  Q et 
co o du  filtre  a partir  des  oscillogrammes  obtenus  en  regi- 
me periodique  pour  une  tension  d' entree  ve  rectangu- 
laire  pour  deux  valeurs  de  frequences. 

On  rappelle  la  decomposition  en  serie  de  Fourier  de  ve(t) 
dans  le  cas  oil  ve(t)  est  periodique  de  periode  T avec  : 


- pour  0 t < — : ve(t ) : 


■Vq; 


EXERCICES 


Fonctions  de  transfert 


- pour 


~^t<T:  ve(t)  = 0 : 
2 


ve{t)  = V0 


2 


— y — - — sin((2A:+  1)  (0\t ) 
K k = o 2k + 1 


avec 


Premiere  experience  (oscillogramme  1) 


/ 

\ 

/ 

‘ \ 
\ 

/ 

/ 

\ 

/ 

/ 

\ 

/ 

\ 

/ 

/ 

/ 

V 

\ 

/ 

v 

\ 

/ 

/ 

/ 

- voies  1 et  2 en  position  DC  ; 

- base  de  temps  : 50  (is  par  carreau  ; 

- sensibilites  : 

- voie  1 (en  gras)  : 0,5  V par  carreau  ; 

- voie  2:2V  par  carreau. 

Dans  cette  experience  : 

- la  tension  vs  obtenue  est  quasi-sinusoidale  ; 

- si  on  augmente  la  frequence  de  ve  par  rapport  a la 
valeur  correspondant  a cet  oscillogramme,  on  constate  que 
1’  amplitude  de  vs  diminue  ; 

- si,  par  rapport  a cette  meme  frequence,  on  diminue  lege- 
rement  la  frequence  de  ve,  on  constate  que  l’amplitude  de 
vs  diminue  egalement. 


Deuxieme  experience  (oscillogramme  2) 


A 

A 

/ 

/ 

V 

/ 

/ 

V 

\ 

t 

/ 

\ 

/ 

/ 

\ 

\ 

/ 

\ 

\ 

/ 

\ 

! 

- voies  1 et  2 en  position  DC  ; 

- base  de  temps  : 5 |is  par  carreau  ; 

- sensiblites  : 

- voie  1 (en  gras)  : 2V  par  carreau  ; 

- voie  2 : 0,2  V par  carreau. 

Quel  est  le  type  de  filtre  etudie  ? 


1 • Que  peut-on  dire  de  la  composante  continue  de  v&(t) 
et  de  vs(t ) dans  chaque  experience.  Donner  leurs  valeurs 
et  commenter. 


2 • Premiere  experience  : Interpreter  physiquement  le 
commentaire  de  F experience  et  1’ oscillogramme  de  la  ten- 
sion de  sortie  puis  determiner  les  valeurs  de  /q,  0)q  et  celle 

de  -F0- 

3 « Deuxieme  experience 

a.  Determiner  la  frequence  de  la  tension  d’ entree  ; comment 
se  comporte  le  filtre  pour  les  differents  harmoniques  de  ce 
signal  ? Justifier  alors  Failure  de  F oscillogramme  de  la  ten- 
sion de  sortie. 

b.  Determiner  la  valeur  de  Q. 


1)  L’ oscilloscope  est  en  mode  DC,  qu’est-ce  que  cela 
signifie  ? Relier  valeur  moyenne  et  composante 
continue  d’un  signal. 

2)  Quels  resultats  amenent  a penser  que  la  frequence 
centrale  du  filtre  est  celle  de  ve(t)  ? Quelle  est  alors 
la  seule  composante  de  ve  ( t ) transmise  par  le  filtre 
s’il  est  assez  selectif  ? Utiliser  alors  la  fonction  de 
transfert  et  le  developpement  donne  dans  Fenonce. 

3)  Quel  est  le  comportement  d’un  passe-bande  dans 
son  asymptote  HF  ? Quel  est  alors  le  devenir  de  tou- 
tes  les  composantes  variables  de  ve(t)  compte  tenu 
des  valeurs  de  /q  et  de  f(ve)!  Verifier  avec  F os- 
cillogramme. 


Dephaseur  pur  d'ordre  1 

On  s’interesse  au  circuit  ci-dessous  pour  lequel  FAO  est 
ideal  et  fonctionne  en  regime  lineaire  : 


R' 


1 • Determiner  la  fonction  de  transfert  de  ce  filtre  et  tracer 
le  diagramme  de  Bode  correspondant  en  amplitude  et  en 
phase  sous  la  forme  G^b  log  (x)  et  <j)( log(x)),  ou 

x = — et  /o  = — - — . 

/o  2ti RC 


2 • Le  filtre  est  attaque  par  un  signal  triangulaire  de  fre- 
quence /,  d’ amplitude  Crete  a Crete  de  1 V et  de  valeur 
moyenne  egale  a 0,1  V,  dont  le  graphe  et  la  decomposition 
en  serie  de  Fourier  sont  donnes  ci-dessous  : 
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EXERCICES 


ve(t)  = 0,1- 


I 


cos  [(2p  + \)2nft\ 


p—0  (2p  + \ )1 

On  cherche  a determiner  la  reponse  de  ce  filtre  pour  trois 
frequences  du  signal  d’entree  : 

f=fo  ;/=  ;/=  2o /o- 


On  cherche  pour  cela  la  reponse  du  fondamental  et  des 
premiers  harmoniques  afin  de  determiner  une  reconstitu- 
tion approchee  du  signal  de  sortie. 


a.  Indiquer  le  principe  de  cette  reconstitution. 

b.  Donner  dans  un  tableau  les  coefficients  en  amplitude  et 
les  phases  du  fondamental  et  des  5 premiers  harmoniques 

non  nuls  des  signaux  de  sortie  en  fonction  de  — pour 

/o 


chacun  des  trois  cas. 

Construire  un  diagramme  a trois  dimensions  (rang  de 
l’harmonique  en  x,  phase  en  y et  amplitude  en  z)  regrou- 
pant  les  resultats  ci-dessus.  Quel  est  l’interet  d’un  tel 
trace  ? 


c Deduire  de  ces  resultats  1’ expression  et  le  trace  des  trois 
fonctions  vs(t)  pour  les  trois  frequences,  sachant  que 

/o  = 2 kHz.  Pouvait-on  prevoir  les  resultats  pour  /= 

et  /=  20 /o  ? 


1)  II  suffit  de  tracer  0(log(x))  puisque  le  gain  en  dB 
est  egal  a 0 pour  toute  frequence.  Bien  preciser  le 
domaine  de  variations  de  la  phase. 

2)  La  methode  consiste  a prendre  chaque  composan- 
te  du  signal  d’entree  et  de  la  « passer  » par  le  filtre, 
done  ici  de  determiner  son  dephasage,  puis  de  les 
sommer  pour  composer  le  signal  de  sortie.  Prendre 
une  machine  graphique  pour  tracer  les  differents 
signaux  de  sortie. 


Fonctions  de  transfert 


£>  Etude  d'un  filtre  passe-bande 

D'apres  ENSI P. 


1 • Calculer  la  fonction  de  transfert  H(jco)  = -=2_  du  mon- 

tage  et  la  mettre  sous  la  forme  : 

jKx 


m)  = 


1 + 2 jkx  + ( jx )2 


CO  . 1 

avec  x = — et  (On  = . 

co0  RC 

2 • Tracer  le  diagramme  de  Bode  du  filtre  en  fonction  de 
log  x. 


Pour  un  amplificateur  operationnel  ideal,  les  courants 
d’entree  i+  et  i_  sont  nuls. 

De  plus,  en  regime  lineaire  : £=v+-v_  = 0. 

On  ecrira,  lorsque  cela  sera  possible,  la  loi  des  noeuds 
en  termes  de  potentiels  ; ne  pas  oublier  que  l’A.O. 
debite  un  courant  dependant  de  l’exterieur,  et  que  des 
courants  vont  a la  masse. 


O Filtre  rejecteur  de  frequence 

On  considere  le  filtre  page  suivante,  oil  R \ = 2/0  et  ou 
1’ amplificateur  operationnel  est  considere  comme  parfait ; 
il  fonctionne,  de  plus,  en  regime  lineaire. 

Calculer  la  fonction  de  transfert  : 

H(jco)  = — du  montage. 

Ee 

Donner  T allure  de  H(co)  = \U(j(0)\  en  fonction  de  ©en 
echelles  logarithmiques. 
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EXERCICES 


Fonctions  de  transfert 


Ri 


R 


u 


Pour  un  amplificateur  operationnel  ideal,  les  courants 
d’entree  4 et  L sont  nuls.  De  plus,  en  regime 
lineaire,  e = v+  - = 0. 

On  ecrira,  lorsque  cela  est  possible,  la  loi  des  nceuds, 
c’est-a-dire  ni  sur  la  sortie  de  1’  A.O.  ni  sur  la  masse. 
On  posera  x = RCco,  grandeur  sans  dimension. 


Filtre  de  Butterworth 

On  considere  le  montage  ci-dessous  dans  lequel  1’ amplifi- 
cateur operationnel  utilise  est  suppose  parfait. 


R C2 


1 • Calculer  la  fonction  de  transfert  H(jco)  = — du  montage. 

Ke 


2 • Comment  choisir  C 2 pour  que  H(jco)  ait  un  module 
egal  a \H(ja>)\  = (l  + ^ ? 

V ©o7 

Quelle  est  alors  la  valeur  de  C0q  en  fonction  de  R et  C|  ? 
Quelle  est  la  pulsation  de  coupure  coc  du  montage  ? 


Relire  les  indications  donnees  pour  Vexercice  '• 

P r-' 

Poser  x = RCo)  et  k = — 

Ci 


(O  Derivateur  a amplificateur 
operationnel  reel 


1 • Calculer  la  fonction  de  transfert  du  document  1 si 
P amplificateur  operationnel  est  reel  de  gain  en  boucle 
ouverte  /Jq  et  de  frequence  de  coupure  a gain  nul  /q  . 
Dans  ce  cas,  la  relation  entre  les  tensions  d’entree  et  de 
sortie  s’ecrit : 

pour  un  signal  sinusoidal  de  pulsation  a>. 

On  fera  les  approximations  liees  aux  valeurs  numeriques 
R = 10  kQ,  C = 100  nF,  |i0  = 105  et  f0  = 1 MHz. 
Determiner  les  grandeurs  caracteristiques  de  la  fonction  de 
transfert  du  montage. 

Cette  etude  permet-elle  d’ interpreter  la  reponse  ci-dessous 
(doc.  2)  ? 


Doc.  2.  Reponse  du  montage  derivateur 
a un  signal  triangulaire  de  frequence  100  Hz. 

2 • On  realise  le  montage  2 (doc.  3). 

Quelle  valeur  donner  a R'  pour  que  le  coefficient  de  qua- 

lite  du  montage  soit  de  -i-  (valeur  correspondant  au  regime 
critique). 


390 
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EXERCICES 


Quelle  est  Failure  de  la  reponse  a un  signal  triangulaire  de 
frequence  100  Hz  ? 


Ecrire  la  loi  des  noeuds  au  niveau  de  F entree  inver- 
seuse  et  utiliser  la  relation  entre  la  tension  differen- 
tielle  d’entree  et  la  tension  de  sortie.  Effectuer  ensui- 
te  les  simplifications  en  comparant  les  valeurs  nume- 
riques  des  termes  de  meme  degre  en  jw. 

Le  montage  est  un  passe-bande.  Ses  grandeurs  carac- 
teristiques  doivent  etre  connues.  Ne  pas  hesiter  a les 
revoir  le  cas  echeant. 

Pour  le  deuxieme  montage,  il  n’y  a pas  de  calcul  a 
faire  : par  quoi  suffit-il  de  remplacer  les  termes  en 
jCco  dans  la  fonction  de  transfert  du  premier  mon- 
tage ? 


(D  Oscillateur  quasi  sinusoidal 
de  Colpitts 

Le  montage  etudie  ci-dessous  comprend  un  amplificateur 
operationnel  ideal  monte  en  amplificateur  non  inverseur  et 
un  filtre  de  Colpitts  constitue  d’une  inductance  L,  de 
deux  capacites  C]  et  C2  et  d'une  resistance  R.  On  pose 


— = — + — , (Or  = -p=  et  Q 

C Cx  C2  JLC  L(0C 


1  • Examiner  le  comportement  asymptotique  du  filtre. 

Etablir  sa  fonction  de  transfert  H{j(d)  = -=S2- . 

ttem 

En  deduire  son  ordre,  son  type  et  ses  principales  caracte- 
ristiques.  Tracer  le  diagramme  de  Bode  du  filtre  (courbe 
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Fonctions  de  transfert 


de  reponse  en  gain  et  courbe  de  reponse  en  phase)  dans 
Fhypothese  d’un  facteur  de  qualite  Q > 1. 

2  • Identifier  le  montage  realise  avec  F amplificateur  ope- 
rationnel. En  deduire  la  relation  entre  u's  et  us. 


3 • De  la  fonction  de  transfert  du  filtre  et  de  la  relation 
precedente,  deduire  F equation  differentielle  verifiee  par 

*4(0- 

A quelle  condition  le  regime  libre  est-il  stable  ? 

4 • u's  n’est  jamais  rigoureusement  nulle  en  raison  de 
Fagitation  thermique  des  electrons,  des  ondes  electro- 
magnetiques  captees  par  le  circuit  et  les  derives  de  l’A.O. 

D /'V 

Posons  Ri  = — - — - (1  + x)  avec  Ixl  « 1. 

- Cj 

A partir  d’une  valeur  tres  faible  de  u's  a / = 0,  decrire 
F evolution  de  u's(t)  si : 

a.  x < 0 ; 

b.  x > 0.  Dans  ce  cas,  quel  est  le  phenomene  (non  pris  en 
compte  dans  le  modele  de  F amplificateur  ideal)  qui  limite 
F amplitude  des  oscillations  ? 


Noter  par  Z F impedance  formee  par  L en  parallele 
sur  C,  capacite  du  condensateur  equivalent  a C[  en 
serie  avec  C2.  La  resistance  R et  Fimpedance  Z 
foment  un  diviseur  de  tension  et  les  deux  capacites 
Ci  et  C 2 en  foment  un  second. 

Appliquer  deux  fois  la  formule  du  diviseur  de  tension 

pour  obtenir  H(jco ) = -^2- . 


© Modulation  d'amplitude 
et  demodulation 


En  radio  AM,  le  signal  audio  ua{t)  module  un  signal  de 
plus  haute  frequence  appele  « porteuse  ». 

La  porteuse  est  un  signal  sinusoidal  up(t)  de  frequence /p  : 
«p  = Up  cos  (®p  0 avec  Wp-2nfv. 

Un  systeme  combine  ces  deux  signaux  et  fournit  le  signal 
module  : u(t)  - U[  1 + a wa(f)]  cos(2jt/p  t). 


1  • Tracer  Failure  du  graphe  de  u(t)  si  ua(t)  est  un  signal 


en  creneaux  de  frequence  /a  = 


avec  cc  ua  nlax  1 . 


2  • On  suppose  ici  que  le  signal  audio  est  sinusoidal, 
d’amplitude  Ua  telle  que  aUa  <1  et  de  frequence 
/a  </p-  Exprimer  le  signal  module  sous  la  forme  d’une 
somme  de  trois  fonctions  sinusoi'dales. 


3  • Le  recepteur  capte  deux  emetteurs  (1)  et  (2)  de  meme 
amplitude  et  de  frequences  de  porteuses  /pi  = 200  kHz  et 


EXERCICES 


Fonctions  de  transfert 


fp2  = 400  kHz.  Le  signal  audio  est  dans  les  deux  cas  un 
signal  sinusoidal  de  frequence  10  kHz. 

On  utilise  pour  selectionner  Femetteur  ( 1)  un  filtre  passe- 
bande  du  second  ordre,  de  frequence  de  resonance  /p  j et 
de  largeur  de  bande  passante  a - 3 dB  egale  a 20  kHz. 
Determiner  le  gain  du  filtre  pour  la  frequence  : 

/p2  = 400  kHz.  Conclure. 

Que  se  passerait-il  avec  /p 2 = 220  kHz  ? 

4 • Le  signal  module  u\(t)  emis  par  (1)  est  ensuite  traite 
pour  en  extraire  le  signal  audio.  Une  methode  consiste  a le 
multiplier  par  un  signal  sinusoidal  wd(?)  de  meme  fre- 
quence que  la  porteuse  : 

ud  = cos(2jt/p  t + cp)  ; soit : us  = k u\(t)  Md(t). 
Exprimer  le  signal  us  = k u\(t)  u&(t)  issu  du  multiplieur. 
Avec  quel(s)  filtre(s)  peut-on  enfin  isoler  le  signal  audio 
de  fa£on  a le  rendre  audible  ? 


La  largeur  de  la  bande  passante  est  directement  liee 
au  facteur  de  qualite  Q. 

4)  On  exprimera  uft)  sous  la  forme  d’une  somme  de 
six  fonctions  sinusoidales. 

Pour  extraire  une  composante  d’un  signal  complexe, 
on  peut  utiliser  des  filtres  qui  coupent  les  frequences 
des  signaux  indesirables. 


© Etude  d'un  filtre  grace 

a un  logiciel  de  calcul  form  el 

On  etudie  a l’aide  du  logiciel  de  calcul  MAPLE  le  circuit 
ci-dessous  dans  lequel  l’A.O.  est  suppose  ideal  et  fonc- 
tionne  en  regime  lineaire. 

Tous  les  calculs  et  traces  seront  realises  grace  au  logiciel. 
Tout  autre  logiciel  que  MAPLE  ou  toute  calculatrice  pro- 
grammable suffisamment  puissante  permet  de  resoudre  cet 
exercice.  L’objectif  est  ici  de  se  focaliser  sur  Finterpreta- 
tion  des  resultats  experimentaux  que  simule  le  logiciel. 
Tout  filtre  peut  aussi  etre  traite  avec  cette  methode. 


nC 


1 • Fonction  de  transfert.  Diagramme  de  BODE. 
Resonance 


1.1  - Expression  de  la  fonction  de  transfert 
Justifier  les  trois  equations  ci-dessous  : 


• ha  = v(l  + jRCco) ; 


e + v + jnRCcas 

• V.A  = = — • 

2 + jRCco 

Dans  la  feuille  de  travail  MAPLE  : 

• Declarer  les  trois  equations  (attention  : dans  le  langage 
MAPLE  le  complexe  j s’ecrit  1 ) et  resoudre  le  systeme 
en  utilisant  la  commande  solve  ; on  exprimera  v,  v a et  e 
en  fonction  de  ,v.  Pour  acceder  a la  solution,  il  faut  ensuite 
utiliser  la  commande  assign  : 

> sol  :=  solve({Eq}  ; {vars})  ; 

> assign  (sol) ; 

• Exprimer  et  simplifier  la  fonction  de  transfert  du  mon- 
tage, H_,  en  fonction  de  n,  R,  C,  CO,  puis  de  x = <}>  : 

0) 0 


utiliser  la  commande  subs  pour  substituer  x(Oq  a ft). 
• Montrer  qu’elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  canonique 

Ho 


H 


1 + 


./ 


et  identifier  11q  et  Q ; quel  est  le 


Q 

type  de  filtre  etudie  ? A quelle  condition  sur  Q presente- 
ra-t-il  une  resonance  ? Pour  verifier  la  forme  canonique  de 
la  fonction  de  transfert,  utiliser  la  commande  match. 


1.2  - Trace  du  diagramme  de  Bode 

On  se  limite  dans  cette  question  au  cas  ou  n est  compris 

entre  0 et  1. 

Dans  la  feuille  de  travail  MAPLE  : 

• Definir  Gjb  • 

• Tracer,  sur  un  meme  graphe,  le  diagramme  de  BODE 
GdB  = /(logioW)  pour  differentes  valeurs  de  n infe- 
rieures  a 1 : on  pourra  pour  cela  utiliser  la  commande  seq. 
Commenter  ces  courbes. 
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EXERCICES 


1.3-  Resonance 

Effectuer  un  restart.  Dans  la  feuille  de  travail  MAPLE  : 

• Redefinir  la  fonction  de  transfert  sous  la  forme  H(x , n). 

• Montrer  en  etudiant  \H\  en  fonction  de  x 1’ existence 
d’une  valeur  limite  n\  de  n telle  que  pour  «j  < n < 1 , 
la  tension  5 admet  une  resonance. 

• Determiner  la  valeur  de  x a la  resonance  en  fonction  de 
n (quand  elle  existe).  Attention,  lors  de  1’utilisation  de 
variables  quelconques,  MAPLE  considere  qu’elles  sont 
complexes  ; pour  les  rendre  reelles,  il  faut  utiliser  la  com- 
mande  assume  (pour  rendre  x reel : assume(x,  real). 

• Tracer  alors  le  gain  et  les  asymptotes  associees  a la 
valeur  n = n\. 

2 • Reponse  a un  echelon  tie  tension 

n est  maintenant  un  reel  positif  quelconque. 

Deduire  de  la  fonction  de  transfert  Fequation  differentiel- 
le  qui  relie  s(t)  a e(t ) en  regime  quelconque.  Choisir 
e(t)  = 1 V pour  t>  0,  R = 1 000  Q et  C = 1 pF. 

Dans  la  feuille  MAPLE  : 


Fonctions  de  transfert 


• Declarer  et  resoudre  Fequation  differentielle  obtenue  en 
supposant  que  les  deux  condensateurs  sont  decharges  a 
Finstant  initial.  Pour  acceder  a la  solution,  utiliser  la  fonc- 
tion assign  selon  l’exemple  suivant : 

> sol  :=  dsolve({EqDiff,  conditions_initiales},  {$(/)})  ; 

> assign  (sol) ; 

• Tracer  s(t ) pour  differentes  valeurs  de  n.  Caracteriser  le 
comportement  de  s(t ) pour  n < nj,  pour  1 > n > n\, 
pour  n = 1 et  pour  n > 1.  Commenter  les  differentes 
courbes. 


1)  Pour  les  trois  premieres  equations,  utiliser  les  divi- 
seurs  de  tensions  et  la  loi  des  noeuds  en  termes  de 
potentiels. 

2)  Pour  passer  a Fequation  differentielle,  ne  pas 
oublier  de  repasser  en  variable  de  pulsation,  ft)  ; 
attention,  ici  ft) o est  fonction  de  n. 

Pour  les  conseils  d’utilisation  de  Maple,  voir 
Fenonce  au  fur  et  a mesure. 
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Corriges 


Action  d'un  filtre  passe-haut 


1 • La  relation  entre  utm  et  Msm  s’obtient  par  la  division  de 
tension  : 

R ,,  , 

Uo  = u,,  ; — d ou  : 


R 


1 

jCco 


H 


1 


J 


CO 

(Oo 


1 + 


_®Q_  1 + j JLL 


1 


avec  (Or)  = — 1 — = 500  s' 
RC 


,-l 


jco  ^ 

Recherchons  les  comportements  asymptotiques 
• Pour  co  — > 00 : H ~ 1 done  : GfdB)  ~ 0 et  cp  ~ 0. 

•Pour  co— >0:7V=j  — done:  Gmb)  “ 20  log et  cp 


' 2 


TC 

• Pour  ft)  = ft>o  : |#|  = — - soit  Gjjb)  = - 3 dB  et  cp  = — . 

\2  4 

On  en  deduit  Failure  des  courbes  de  gain  et  de  phase  (doc.  1). 
Le  filtre  est  bien  un  passe-haut  : 

• a tres  haute  frequence  (ft)  — > °°),  le  condensateur  se  com- 
porte  comrne  un  court-circuit,  d’ou  «s  — > ut ; 

• a tres  basse  frequence,  le  condensateur  se  comporte  comme 
un  interrupteur  ouvert,  d’ou  t/s  — > 0. 


2 • Une  tension  constante  peut  etre  vue  comme  le  cas  limite 
d’une  tension  periodique  de  frequence  nulle.  Dans  ce  cas 
H=  0 : le  signal  d’entree  est  elimine  en  sortie. 

En  continu,  la  capacite  se  comporte  comme  une  impedance 
infinie. 

II  n’y  a aucun  courant  dans  la  resistance,  done  la  d.d.p.  a ses 
bornes  est  nulle. 


Remarque  : La  fonction  de  transfert  represente  le  rapport 
entre  uCm  et  uSm  en  regime  force.  11  est  clair  que  pendant  le 
regime  transitoire,  us  est  non  nulle. 


3 • ut(t)  = u&l(t)  + utl(t),  avec  : 

U)(t)  = Uo  et  U2(t)  = Go  cos  cot,  avec  -^-  = 807t. 

ft)0 

L’ equation  differentielle  qui  relie  t/s  a ut  etant  lineaire,  la 
reponse  en  regime  force  a u(t)  est  egale  a la  somme  des 
reponses  a ftei(0  et  u^t). 

* «ej  “Sj  = 0 

• Pour  Me2  : 


m- 


i +- 


1,00  et  cp  = arc  tan = 0,23  degre 

80tt 


(807t)2 


done  : u^t)  = 1,00  Uq  cos  (cot  + cp)  ~ Uq  cos  cot. 

Conclusion  : Le  filtre  laisse  pratiquement  intacte  la  compo- 
sante  alternative  du  signal  d’entree,  de  frequence  tres  supe- 
rieure  a /q  et  coupe  totalement  la  composante  continue. 

Remarque  : Un  filtre  passe-haut  coupe  la  composante  conti- 
nue du  signal  d'  entree. 


4 • Comme  cos3  x = — (cos  3jc  + 3 cos  x),  le  signal  donne 
4 


comporte  deux  pulsations  co=2nf=-^~  et  3(0=  . 

On  superpose  les  reponses  forcees  aux  deux  composantes 
sinusoldales  du  signal  d’entree  : 


' Pour  ft)  = 


ft)0  . 


Ifi|  = 


' Pour  ft) 


VI  +22 
3o)q 


= 0,45  et  cp\  = arctan  (2)  = 1,1  rad. 


1^1 


1 


! + lj 


= 0,83  et  cpi  = arctan  ( — ) = 0,59  rad. 


D’ou  : 


“ej  = cos  = °’34  U°  cos  + Pi)  ; 


Uq  f 30)Qt 


= — cos 
e2  4 


•Ms,  = 0,21  [/0cosl^+9>2]. 
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Done  : 

us(f)  = U0  ^0,34  cos  + cp{  j + 0,21  cos  + tp2)\ 


La  composante  de  frequence  inferieure  a /o  a done  ete  plus 
attenuee  que  la  composante  de  frequence  superieure. 

Sur  les  graphes  (doc.  2 et  3),  on  constate  une  attenuation  de 
l’amplitude  globale  du  signal,  ainsi  qu’une  deformation  de 
celui-ci.  II  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  le  filtre  a un  effet 
non  lineaire,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  notre  etude.  En 
fait,  le  signal  d’entree  n’est  pas  sinusoidal,  et  les  amplitudes 
de  ses  deux  harmoniques  sont  traitees  de  fagons  differentes 
par  le  filtre  passe-haut. 

Si  le  signal  d’entree  est  bruite,  le  signal  de  sortie  sera  aussi 
bruite.  En  effet  le  bruit  etant  constitute  de  hautes  frequences 
sera  integralement  transmis  avec  un  gain  egal  a 1,  ce  qui  se 
verifie  sur  le  document  4. 


Fonctions  de  transfert 


5 • Soit  ue(t)  une  fonction  creneau  symetrique  d’ amplitude 
egale  a 1,  et  de  pulsation  ft)  = de  frequence /=  : 

f 0 *zft<  0,5  ^ue  = U0 
1 0,5  =s/t  < l=>Me  = -f/0 

Les  divers  harmoniques  du  signal  qui  composent  le  creneau 
sont  soit  attenues,  soit  conserves  : il  est  impossible  de  prevoir 
simplement  la  sortie. 

La  tension  de  sortie  peut,  en  revanche,  s’obtenir  en  etudiant 
le  regime  transitoire  de  l’equation  differentielle  associee  a la 
fonction  de  transfert : 

1 d«o  1 dt(P 

+ us  = -. 

ft)0  d t ft)0  d? 

La  tension  aux  bornes  de  la  capacite  C etant  continue,  toute 
discontinuity  de  ue  est  integralement  transmise  a us. 

A ces  discontinuites  se  superposent  des  evolutions  en  e r, 

avec  T= , ce  que  l’on  observe  sur  le  document  5. 

®0 
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Fonctions  de  transfert 


Reponse  d'un  filtre  (R,  C) 
a un  signal  sinusoidal 
avec  un  oscilloscope 


1  • La  relation  entre  la  charge  et  l’intensite  dans  un  conden- 

t , . dq  . „ dv 

sateur  est  i = — ou  encore  i = C — . 

df  d t 


Attention  a bien  respecter  le  sens  des  fleches. 


Ici,  v = ve  - vs  et  vs  = Ri  done 


Vs  = RC  d(^e  ~ vs)  ' 
d t 


D’ou  la  relation  : 


dys  vs  _ dvt 
dt  RC~  dt 


2  • Aucune  intensite  ne  sort  du  pont  diviseur  (C,  R).  On 
peut  done  appliquer  la  formule  du  pont  diviseur,  soit : 
vs  _ R jRCco 

ve  R + 1 1 + jRCco 

jCco 


On  aurait  pu  aussi  utiliser  1’equation  differentielle  obtenue  au  1). 

En  notation  complexe  — ^ j co,  d’ou  : 
dt 


dt's  f _ d^e 
dt  RC  dt 


(1  + jRCco)vs  = jRCcoVf,. 


3  • On  a maintenant  le  montage  suivant : 


vjt) 


c 

r 

C’ 

1 

1 

Vs  (t)  R' 

v’s  (0 

J 

Attention  : vs  n’est  plus  donne  par  le  resultat  de  la  2).  Le  pont 
(C,R)  est  en  effet  « charge  » par  ( C',R’ ).  On  peut,  en  revan- 
che, appliquer  la  formule  du  pont  diviseur  entre  vs  et  v's  soit : 

Vs  _ jR'C'ca 
vs  1 + jR'C'co 


a)  Pour  passer  de  ve  a vs  en  utilisant  la  formule  du  pont 
diviseur,  il  faut  tenir  compte  de  l’impedance  totale  RISC' R'  : 
1 _ 1 1 1 1 +jC'co(R  + R') 

Ze  R R'  | 1 R(l+ jR'C'co) 

jC' co 


D’ou  : 


Ve 


& 


Zg  + 


1 

jCco 


vs  _ jRCco(  1 + jR'C'co) 

ve  jRCcoj  1 + jR'C'  co)  + 1 + jC'co(R  + R') 

= jRCco{\  + jR'C'co) 

1 + joiRiC  + C)  + R'C')  - RR'CC'a f- 

et : Ji.  = A.  _Zl 
ve  vs  ve 

= / jR'C'co  V jRCcojl  + jR’C'co) 

\ 1 + jR'C' co )\  1 + joXR(C  + C')  + R'C')  - RR'CC'a f- 

= - RR'CC'ar 

1 + joXR(C  + C')  + R'C')  - RR'CC'co2 


b) 


On  remarque  que  si  la  resistance  R est  petite  devant  R'  (cas 
ou  R = A1  kO),  les  diagrammes  de  Bode  de  H et  de  Hj_  sont 
proches  alors  que  ce  n’est  pas  vrai  dans  le  cas  contraire. 
Conclusion  : II  faut  toujours  verifier  que  l’impedance  de  l’os- 
cilloscope  est  grande  devant  L impedance  de  sortie  du  mon- 
tage etudie. 

€>  Action  d'un  filtre  passe-bas 

1 • La  relation  entre  uem  et  Msm  s’obtient  par  division  de 
tension  : 

1 

jCco 

ttsm  — item 

R + — 
jCco 

d’ou:  H = , avec  con  = = 500  s_1, 

~ I +jJL’  ° RC 

J COq 

soit  une  frequence  /o  = = 80  Hz. 

2n 

(Oft 

• Pour  co»  COq  : H~  — - 

jeo 

done  : G(dB)  ~ - 20  log  et  cp 


396 


Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


•Pour  ft)«ft)o:77=l  done:  G((ib)~0  et  cp~  0. 

1 K 

• Pour  ft)  = a>o  : \H\  = — soit  G(dB)  = -3dB  et  tp  = . 

-y2  4 

On  en  deduit  failure  des  courbes  (doc.  7)  de  gain  et  de  phase. 
Le  filtre  est  bien  un  passe-bas  : 

• a tres  haute  frequence  (ft)  — > °°),  le  condensateur  se  com- 
porte  comrne  un  court-circuit,  d’ou  «s  — > 0 ; 

• a tres  basse  frequence,  le  condensateur  se  comporte  comme 
un  interrupteur  ouvert,  d’ou  us~ue. 


Doc.  1 


2 • Une  tension  constante  peut  etre  vue  comme  le  cas  limite 
d’une  tension  periodique  de  frequence  nulle.  Dans  ce  cas 
77  = 1 : le  signal  d’entree  est  transmis  sans  deformation  : 

= ??e  ■ 

Remarque  : La  fonction  de  transfert  represente  le  rapport 
entre  ut  et  us  en  regime  force.  II  est  clair  que  pendant  le 
regime  transitoire,  us  est  different  de  ue . 

3 • ue(t)  = ue{(t)  + ue2(t),  avec  : 

u\(t)  = Uq  et  u2(f)  = Uq  cos  cot,  avec  ft)=  80  7tft)o. 

L’ equation  differentielle  qui  relie  us  a ut  etant  lineaire,  la 
reponse  en  regime  force  a u(t)  est  egale  a la  sonime  des 
reponses  etablies  a ut^(t)  et  ue  (t). 


• Pour  ue  : \H\  = = 0,0040 

Vl  + (80tc)2 

et : tp  = - arctan  (80tc)  = - 89,8  degres  ; 

done  : 

ks  (f)  ° G0[  1 + 0,0040  cos  (ft)?  +q>)~  G0[l  - 0,0040  sin  cot] 
Retenons  qu’un  filtre  passe-bas  transmet  sans  deformation  la 
composante  continue  du  signal  d’entree. 

Conclusion  : Le  filtre  laisse  pratiquement  intacte  la  compo- 
sante continue  du  signal  d’entree  et  coupe  presque  totalement 
la  composante  alternative,  de  frequence  tres  superieure  a /q. 

4 • La  frequence  de  la  tension  d’entree  est  tres  superieure  a 
/q.  Tous  les  termes  de  la  decomposition  de  ut(t)  en  serie  de 
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Fourier  ont  une  frequence  largement  superieure  a /q.  Ainsi, 
pour  toutes  les  composantes  sinusoidales  du  signal  d’entree  : 


tifj  ft))  ~ -7^- . 


7® 

La  division  par  jeo  etant  equivalente  a une  integration  uft) 
est  une  fonction  continue  du  temps,  constitute  d’une  succes- 
sion de  fonctions  affines  de  pentes  ± cOqUq. 

Comme  la  valeur  moyenne  de  uft)  est  nulle,  on  a aussi : 
us  max  = ~ U s nlm. 


On  en  deduit : 


ft)0  Gq  = 


us  max  us  min 


T 

2 


4?<s  max 

T 


soit : us  max  = j co0T  G0  = 1,25 . 10  2 G0. 


5 • Comme  dans  V exercice  1,  on  retrouve  la  reponse  tran- 
sitoire d’un  circuit  ( R , C),  le  signal  etant  continu  (doc.  3). 
Plus  la  frequence  du  signal  d’entree  sera  faible  devant  /q, 
plus  le  signal  de  sortie  sera  proche  de  ut  : en  effet  le  fonda- 
mental  et  les  premiers  harmoniques  qui  constituent  l’essentiel 
du  signal  ne  sont  pas  affectes  par  le  filtre  passe-bas. 

Le  bruit  constitue  de  hautes  frequences,  sera  filtre  en  sortie, 
ce  que  l’on  voit  sur  le  document  4 : on  a filtre  les  parasites. 


Doc.  2 

Remarque  : Sur  ce  graphe,  I amplitude  de  us  est  surevaluee 
pour  des  raisons  de  lisibilite. 
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Reponse  d'un  circuit  ( R , L ) 
a un  signal  sinusoidal 

1 • Le  generateur  basse  frequence  a une  resistance  de  sortie 
non  nulle  (en  general  de  l’ordre  50  £2).  Le  reglage  d’ampli- 
tudepermetde  fixer  1’ amplitude  desa  f.e.m.  e(t)  etnoncelle 
de  sa  tension  de  sortie  ve(t ) = e(t)  - Rsi(t). 

L’impedance  du  circuit  (R,  L)  augmente  avec  la  frequence. 
Done  l’intensite  dans  le  circuit  est  plus  faible  quand  la  fre- 
quence augmente  et  la  chute  de  tension  due  a la  resistance  de 
sortie  du  G.B.F.  diminue. 


2 • La  formule  du  pont  diviseur  de  tension  peut  etre  appli- 
quee  pour  calculer  la  relation  entre  ve  et  vs  car  le  courant 
allant  vers  l’oscilloscope  est  negligeable. 


D’oit : 


vs  _ R 

ve  R + r + jLco 


Ceci  correspond  a un  filtre  passe-bas  du  premier  ordre. 
Son  gain  est  donne  par  : 


Gjb  = 20  log 


— — ) 
R + r+  jLco  j 


=- 10108  (1+ (if?)2) -20,og(1+i) 

et  le  dephasage  entre  v&  et  ve  par  : 

.(  Leo  \ 


\R  + r) 

L’ etude  experimentale  donne  le  tableau  suivant : 


frequence  (Hz) 

10 

20 

50 

100 

200 

<p(°) 

-3 

-1 

- 15 

-30 

-47 

GdB 

-0,8 

-0,9 

- 1,2 

-2,2 

-4,7 

frequence  (Hz) 

500 

1 000 

2 000 

5 000 

10  000 

<p(°) 

-63 

-63 

-55 

-30 

- 17 

GdB 

- 11 

- 17 

-24 

-36 

-46 

La  valeur  theorique  du  gain  a frequence  nulle  : 

- 20  log  f 1 + = - 0,8  dB 

correspond  effectivement  a la  valeur  experimentale. 

D’apres  la  courbe  experimentale  de  gain,  la  frequence  de  cou- 
pure  haute  est  de  160  Hz  environ.  Cette  valeur  permet  de  cal- 
culer la  valeur  de  L.  En  effet,  la  valeur  theorique  de  la 

frequence  de  coupure  haute  a - 3 dB  correspond  a 

R + r 

d’ou  : L = E-LL  a 0,11  H. 

27t/o 

On  en  deduit  les  traces  des  courbes  suivantes. 


gain  frequence  (Hz) 

(dB)  10  100  1 000  10  000 

U 
-5 
- 10 
- 15 
-20 
-25 
-30 
-35 
-40 
-45 
-50 

" 

rn 

;,i; 

'x 

/ 

courbe 

experimentale 

On  remarque  que  les  deux  courbes  de  gain  sont  proches  l’une 
de  1’ autre  jusqu’a  2 000  Hz,  puis  le  gain  experimental  devient 
nettement  plus  petit  que  le  gain  theorique. 

Les  courbes  de  phase  sont  voisines  jusqu’a  200  Hz  alors 
qu’ensuite  la  phase  mesuree  s’ecarte  nettement  de  la  courbe 
theorique  et  semble  tendre  vers  0. 

La  difference  entre  l’experience  et  la  theorie  provient  des  pro- 
prietes  de  la  bobine. 

Une  bobine  d’inductance  0,1  H contient  un  noyau  ferro- 
magnetique.  Lorsque  la  frequence  augmente,  il  apparait  des 
courants  (appeles  courants  de  Foucault)  a 1’interieur  de  ce 
noyau  conducteur.  Ces  courants  dissipent  de  la  puissance  par 
effet  Joule,  ce  qui  a pour  effet  d’augmenter  la  resistance  r de 
la  bobine,  que  Ton  peut  definir  par  : 

^dissipee  = rl~ 

On  considere  en  general  que,  pour  tenir  compte  de  cet  effet,  la 
partie  reelle  de  cette  impedance  augmente  avec  la  frequence  : 
Z = tied)  + jLco. 
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61  Determination  des  grandeurs 
caracteristiques  d'un  filtre 

D'apres  CCP  PSI. 


On  reconnait  la  forme  canonique  d’un  filtre  passe-bande. 

1 • Dans  chaque  experience  l’oscilloscope  est  utilise  en 
mode  DC.  On  observe  que  le  signal  Ve(t)  a une  composante 
continue  - qui  est  aussi  sa  valeur  moyenne,  done 

V o ,, 

— - - non  nulle. 

2 

y0 

Pour  la  premiere  experience  — = 0,5  done  Vo  = 1 V. 

V0 

Pour  la  deuxieme  — = 2 V done  Vo  = 4 V. 

Par  contre  vs(t)  est  a valeur  moyenne  nulle,  done  sans  com- 
posante continue,  dans  chaque  cas  : le  filtre  coupe  les  compo- 
santes  de  basses  frequences  et  notamment  le  continu. 


2 • D’apres  Poscillogramme  et  le  commentaire  : vs(t)  est  en 
« phase  » avec  ve(t),  elle  correspond  a la  valeur  maximale, 
ySmax(®)>  de  1’ amplitude  et  elle  est  quasisinusoidale. 

Nous  sommes  done  a la  frequence  centrale  du  filtre  : 

/o  = /(t'e)  1 ce  filtre  est  suffisamment  selectif  pour  ne  laisser 
passer  qu’une  frequence  qui  est  ici  celle  du  fondamental  vei 
de  ve(t),  amplifiee  de  Fq  : 

— = F0  pour  co  = (Oq. 


On  lit  sur  Poscillogramme  T = 250  ps  soit  f{ve)  = 4 kHz 
done /o  = 4 kHz  et  (Oq  = 25. 103  rads-1. 

Enfin  fSmax  = 6 V et  la  composante  du  fondamental  a une 
2 

amplitude  ve.  = — . Vn>  avec  Po=lV  (cf. 1) 

‘max  JJ 


d’oit  Fq  = 9,4. 


3 • a.  La  tension  d’entree  a une  periode  T = 25  ps  soit 
f(ve)  = 40  kHz  = 10 /o  ; done  le  fondamental  et  les  harmo- 
niques  de  ve  vont  se  trouver  dans  P asymptote  HF  du  filtre. 


On  aura  alors 


F ~ — 
jeo 


1 /7o®o 


et  le  filtre  est  pseudo- 


integrateur  pour  ces  frequences. 

C’est  bien  ce  que  Pon  observe,  vs(t)  est  triangulaire. 
b.  Sur  une  demi-periode  |4i>s|  = l,2V  pour  Ave  = 4 V. 

Or  — = ^11  . Soit  Q = 9,8. 

Ave  Q 2 

Le  trace  ci-apres  donne  GdB  =/(log  x ) pour  x £ [-  1,  + 1] 

avec  x = et  les  valeurs  trouvees  ci-dessus  ; on  voit 
(O  0 


que  le  filtre  est  tres  selectif.  Pour  log  x = 1 done  /=  10/q 
GdB  etP  asymptote  HF  sont  bien  confondus  ce  qui  justifie 
a posteriori  l’integration  de  toutes  les  composantes  de  vt 
dans  la  deuxieme  experience. 
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© Dephaseur  pur  d'ordre  1 

1 • L ’A.O.  etant  ideal  et  fonctionnant  en  regime  lineaire  : 

V-  - Ve  vs-  V_  ,,  v ve+  Ve 

d ou  v_=  — ?L 


R’ 


R’ 


et  v+=  v_  = 


1 

jCa 


1 p 

r + J-  1+jRCco 


’e , soit  avec 


jCco 

, 1 -jRCco 

D OU  Ve  = v, 

1 + jRCco 

f . , 1 

x = — et  /o  = , 

fo  2nRC 

1 ~jx 

= - — r vt 
1 +JX 

• GdB  = 0,  Vx  puisque  \H(jco)\  = 1,  Vx. 

• Si  vs=  e^m  + <!>\  alors 

cp  = - 2 arc  tan  x avec  cp  variant  de  0 a - 7t  quand  x 
varie  de  0 a Pinfini,  puisque  sin  cp  est  negatif. 

On  trace  uniquement  <p(log  x) 

Document  1 : Diagramme  de  BODE  en  phase  du  filtre 
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2 • a.  Chaque  composante  prise  independamment  est  trans- 
formee  par  le  filtre  en  une  composante  de  meme  rang  du 
signal  de  sortie.  Lorsque  Ton  somme  ces  composantes  de  sor- 
tie on  construit  le  signal  vft). 
b.  Prenons  un  exemple  pour  chaque  cas  : 

fo 

•/=  — . Considerons  l’harmonique  de  rang  3 : 

3/o  h 

h = 3f=  — , soit  — =0,15; 

20  f0 

V = - Ar  C0S  O-lKft)  = _ 0 045  cos(2jt.3/f). 

3 it2  9 

En  passant  dans  le  filtre,  cette  composante  conserve 


son  amplitude  et  est  dephasee  de  (j)j  = - 0,298  rad  et 
yS3  = - 0,045  cos  [271 . 3 ft  - 0,298]. 

’ f - fo-  Pour  1’harmonique  de  rang  5 : f$  = 5/=  5/o  et 

— = 1 ; v s_  = - 0,016  cos  [27t5 ft  - 2,75]. 
fo  5 

•/=  20  fo-  Pour  le  fondamental  /=  20/q  soit  x = 20. 
^fondamental  = " 0’405  COS[27t/7  - 3,04], 

Les  resultats  sont  rassembles  dans  les  tableaux  ci-dessous 
et  visualises  par  les  traces  des  spectres  en  frequence 
(C„,  rang,  - (j)n ) qui  permettent  de  voir  directement  le 
devenir  de  chaque  composante  du  signal  d’ entree.  Les  C„ 
sont  les  modules  des  amplitudes  de  chaque  composante. 


Documents  2 : Spectres  en  phase  et  en  frequence 

• Amplitude  et  dephasage  des  premiers  harmoniques  du  signal  de  sortie. 


/ 

fo 

r 

'-'II 

0.05 

-0.09 

0.405 

0.15 

-0.29 

0.045 

0.25 

-0.49 

0.016 

0.35 

-0.67 

0.008 

0.45 

-0.84 

0.005 

0.55 

- 1.01 

0.003 

Signal  d’ entree  triangulaire 

-C 

de  frequence  /=— 

20 


/ 

fo 

c„ 

1 

- 1.57 

0.405 

3 

-2.50 

0.045 

5 

-2.75 

0.016 

7 

-2.86 

0.008 

9 

-2.92 

0.005 

11 

-2.96 

0.003 

Signal  d’ entree  triangulaire 
de  frequence  /=/o 


/ 

fo 

Cn 

20 

-3.04 

0.405 

60 

-3.11 

0.045 

100 

-3.122 

0.016 

140 

-3.127 

0.008 

180 

-3.130 

0.005 

220 

-3.132 

0.003 

Signal  d’ entree  triangulaire 
de  frequence  / = 20  fo 


• Diagrammes  3D 
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CORRIGES 


Fonctions  de  transfert 


C.  Pour  reconstruire  totalement  les  signaux,  il  suffit  de  calcu- 

5 

ler  et  de  tracer  i \(t)  = ^ vs  (f)  + 0,1.  En  effet  la  compo- 
p = o p 

sante  continue  Vq  = + 0,1  V est  transmise  sans  modification. 
Les  graphes  sont  donnees  ci-dessous  : 


Documents  3 


Trace  de  v&{t)  en  fonction  de  t pour  /=/o 


On  remarque  que  : 


- 1 Pour  /=  — le  signal  n’est  pas  modifie  par  rapport  a 

ve(t)  : les  principes  harmloniques  sont  peu  ou  pas  depha- 
ses par  le  filtre. 


- Pour  /=  20/o  le  signal  est  dephase  de  - 7t  par  rapport  a 
ve(t),  c’est-a-dire  inverse,  ce  que  nous  voyons  dans  le  tableau 
ou  le  diagramme  de  phase  : les  harmoniques  sont  tous  depha- 
ses d’environ  - 7t. 


ipi  Etude  d'un  filtre  passe-bande 


I • L’amplificateur  operationnel  est  parfait : 

i+  = L = 0. 

II  est  suppose  fonctionner  en  regime  lineaire  : v+=  v_.  Les 
resistances  R\  et  R2  foment  un  diviseur  de  tension,  done  : 


Au  nceud  B : 


+ R2 


HA- 


+ jCcouB  + jCco  (uB-u2)  = 0. 


(1) 


Dans  la  derniere  branche,  se  trouve  un  autre  diviseur  de 
tension  : 


u2  = 


R 


R + 


1 

jCco 


jRCco 
1 + jRCco 


jx 

Hb  = ~ — — Rb . 

1 +JX 


ou  x = RCco= 

co0 

Dans  l’equation  (1),  on  remplace  alors  u_a  et  uB  Par  leurs 
expressions  en  fonction  de  u\  et  u2  '■ 

1 + jx  . R 1 + Ri 

— — (1  +2jx)u2-jxu2  = — - — -u  1 

JX  R 1 

( \ 0 . \ R\  + /?9 

It-  + 3 +jx  \ «2  = — - — - Hi , 

\jx  I Ri 


d’ou  : 


mx)  ■ 


R\  + R2 
R< 


3+;  [x~± 


qui  s’ecrit  bien  sous  la  forme  demandee  : 


H(jx)  = 


JKx 


1 +2 jkx+  (jx)2 


avec  K = 


R[  + R2 
Ri 


et  k = —. 
2 
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CORRIGES 


Fonctions  de  transfert 


2 • On  considere  la  premiere  expression  de  la  fonction  de 
transfert : 

K 


H(jx)  : 


3 

X 


On  a H(x)  = K 9 + \ x - — 

H{x)  est  maximum  pour  x = 1,  c’est-a-dire  pour  : 

1 


(0=0)  o : 


RC 


Si  (0  ->  0,  H{co)  ->  0. 

Si  co  -»  °°,  //(©)  0. 

Le  montage  constitue  un  filtre  passe-bande. 

On  determine  les  homes  de  la  bande  passante  qui  lui  est  asso- 
ciee  : 

Comme  Hmax  = — pour  (O  = COq,  les  frequences  de 

coupure  verifient : — = H(x ),  soit 
V2 


X = JT 
34 


9 + U - - 


et  9x2  = 9 + ~ — 

c’est-a-dire  x2  ± 3x  - l = 0. 

t-.  * • ± 3 ± \ 1 3 i 

Des  quatre  racines  x = 5 — , on  ne  conserve  que  les 


racines  positives  : 
- 3 + vT3 


xi 


*2  = 


, soit  x\  = = 0,3 . 

2 ©o 

3 + V 1 3 ■ co 2 q t 

2 ©o 


Soit  (p  1’  argument  de  H(jco),  il  vient : 


(p  = - arctan 


Si 


n_ 

2 


Si  -r  — > oo,  ffl  — > - — . 

2 

Si  x = 1,  (p=  0. 

c-  1 , 7t 

Si  x = x\,  x = -3  et  (p=  + — . 

x 4 


Si  x = X2,  x = 3 et  cp  = 

x 


K_ 

4 ' 


Le  passe-bande  obtenu  est  un  filtre  a large  bande  puisque  son 
facteur  de  qualite  est : 


Q = 


2k 


Filtre  rejecteur  de  frequence 

Pour  calculer  H(jco),  on  se  place  aux  noeuds  © et  © for- 
mes des  entrees  de  l’amplificateur  operationnel. 
L’amplificateur  etant  parfait,  i+  = i_  = 0. 

• Au  nceud  © : 

V±  ~ V-t  t v+  ~ 0 _ Q 

tf  + ^ “ 

jCco  1 + jRCco 

=>  jRC(o(v+  - ve)  + (1  + jRCco)2  v+  = 0. 

=>  (1  - x2  + 3 jx)v+  = j xvt,  avec  x = RCo). 

• Au  noeud  © : 

v_  - ve  v_  - v*  „ 

R 1 R2 


, R2  | R2 


Soit,  avec  R j = 2R2  : 3v_  - vt  = 2vs. 
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L’amplificateur  fonctionne  en  regime  lineaire,  c’est-a-dire 
v+  = v_.  Done  : 

3/*  „ 

2 — — vt  - vt  = 2vs 

l-xL  + 3 jx 

(x2  - l)ve  = 2(1  - x2  + 3 jx)vs 
x2-l 


2(1  -x2  + 3 jx) 

k2-l| 

2[(1  - x2)2  + 9a2]  ^ 


d’ou : H(jx) 

et : H(x) 

Si  x ->  0,  H(x)  H>  — . 

2 

Si  x -4  oo  H(x)  — . 

2 

Si  x=  I , H(x)  = 0. 

L’ allure  de  H(x)  est  donnee  par  la  courbe  suivante. 


On  a un  filtre  rejecteur  de  la  frequence  /q  : 


O Filtre  de  Butterworth 


1 ®0 


2nRC  2n 


R„ 


Fonctions  de  transfert 


© 


CORRIGES 


1 • On  ecrit  la  loi  des  noeuds  en  notation  complexe  aux 
noeuds  A et  B. 


• Au  noeud  A : 

HA- He  , Ha-Hb 


R 

< Au  noeud  B : 


+ ■ 


R 


+ (uA-us)jC2co=0. 


ILB-ilA 

R 


+ ugjC\0)=  0. 


soit 


De  plus,  le  regime  etant  suppose  lineaire,  on  a : 

Ug  = u_  = us, 

uA{2+jRC20))  = ue  + us(l  +jRC2co) 

«s(!  + jRC]0J)  = uA 

C-i 

ou  encore,  en  posant  x = RCiO)  et  k = =A- : 

Ci 

Ha(  2 + jkx)  = ue  + Ms(l  +jkx) 

Hs{  1 +jx)  = uA. 

Hs(  1 +jx)( 2 +jkx)  - (1  +jkx)us  = «e- 

H(jx)  = — = \ . 

Me  1 - kx  + 2jx 

Le  filtre  etudie  est  un  passe-bas  d’ordre  2. 

2 • \H(jx)\  = ((1  - kx2)2  + Ax2)  2. 

Ifl0’^)l  = (1  +k2x4  + 4x2  - 2 kx2)  2 . 

Pour  obtenir  le  resultat  demande,  il  faut  annuler  le  terme  en 
x2,  ce  qui  revient  a choisir  k = 2,  c’est-a-dire  C2  = 2C\. 

_i  _i 

Alors  : \H(jx)\  = (1  + A:2a4)  2 = (1  + 4a4)  2 

=>  \H(j(0)\  = (\  + 2 et  ©o  = ■ 1 


4 

©0 


RC\\I2  ' 

Au  maximum,  \H(ja>)\  = 1,  cette  valeur  etant  obtenue  pour 
©=  0. 

La  pulsation  de  coupure  du  montage  ©c  est  telle  que  : 

(l+4/?4ct©e)”2=4-. 


soit : 


V2 ' 


D’ou  4/?4ct©e  = l et  ©c  = ©0. 

Un  filtre  passe-bas  de  Butterworth  est  un  filtre  passe-bas  dont 
la  propriete  caracteristique  est  d’ avoir  une  courbe  de  reponse 
en  gain  la  plus  proche  possible  (pour  un  ordre  donne)  de  son 
asymptote  horizontale  en  basse  frequence. 


[i;  Derivateur  a amplificateur 
operationnel  reel 

1 • La  loi  des  noeuds  a l’entree  « - » donne  : 


jC(0{vt  -v-)  + 


■ 0 . 
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Fonctions  de  transfert 


Done,  avec  u+  = 0 : 


am  = 


jRCco 

Bo  2nf0)  2nf0 


jRCg) 

1 + M _ RCar 
2nf0  2nf0 


Ceci  correspond  a un  filtre  passe-bande  de  deuxieme  ordre 
dont  les  elements  caracteristiques  sont  le  gain  maximal,  la 
frequence  de  resonance  et  le  coefficient  de  qualite. 

La  pulsation  de  resonance  est  donnee  par  : 


1 - 


RC 

2tt/o 


co2  = 0, 


soit  o)r  = JMo,  fl=  et  Q = ^2nfoRC . 

V RC  V 2kRC 

A.N.  : /r=  12,6  kHz  et  g = 25. 

Le  gain  maximal  est  obtenu  a la  frequence  de  resonance  : 
Gmax  = 20  log  (2nRCf0)  = 76  dB. 

Ce  montage  presente  une  resonance  aigue  a environ  13  kHz. 
Ceci  explique  la  reponse  du  montage  a un  signal  triangulaire. 
II  y a en  effet  une  trop  grande  amplification  des  harmoniques 
de  frequence  voisine  de  13  kHz. 

Cette  reponse  peut  etre  aussi  interpretee  a l’aide  du  regime 
transitoire  pseudo-periodique  amorti  du  filtre  resonnant : 
Pour  un  filtre  resonnant,  le  temps  caracteristique  de  decrois- 
sance  est  lie  a la  frequence  de  resonance  et  au  facteur  de  qua- 
lite par  T = = -Q—  Le  coefficient  de  qualite  du  filtre  est 

®0  n/o 

de  25,  la  frequence  de  resonance  de  13  kHz.  Le  temps  carac- 
teristique est  de  0,6  ms,  non  negligeable  devant  la  periode  du 
signal : le  regime  transitoire  est  bien  visible. 


Diagramme  de  Bode  du  montage  derivateur. 


2 • On  remplace  le  condensateur  C par  R'  en  serie  avec  C. 

II  suffit  done  de  remplacer  — ! — par  : 

jCco 


R'  + 


1 

jCco 


^^,dansPexpressiondela 


fonction  de  transfert  du  montage  : 

Hijco)  = 

jRCco 


» \ 2jt/o/  2n/0 

Cette  expression  se  simplifie  si  R » R' , Bo  » 1 et 

fo  » — : 

Bo 

jRCco 


l + [R’C  + —)j(o-  RCo)2 


H{j  co)  ■■ 

1 + l R'C  + 

2nf0J  2jt/0 

La  frequence  de  resonance  du  filtre  n’est  pas  modifiee.  Son 
facteur  de  qualite  est : 

1 


Q'  = 


RC 

R’C  + — L_  A/  2ji/o 
2Jt/o 


Q'=-  donne  R’=  — ( 2,/— — ) = 250Q. 

^2  C \ \ 2Jt/o  2ji fo) 

Dans  ce  cas,  le  regime  transitoire  est  reduit  au  maximum,  le 

temps  caracteristique  est  de  l’ordre  de  — — = 10  ps,  negli- 

ffl0 

geable  pour  un  signal  de  frequence  100  Hz.  Le  signal  de  sor- 
tie est  alors  pratiquement  la  derivee  du  signal  d’ entree,  soit  un 
signal  creneau. 

En  effet  le  fondamental  et  les  premiers  harmoniques  ont  une 
frequence  inferieure  a 1 kHz,  faible  devant  13  kHz.  Done 
toutes  les  composantes  « importantes  » du  signal  d’entree 
sont  dans  1’ asymptote  basse  frequence  du  filtre  ou 
H(jco)  ~ - jRCco  , ce  qui  correspond  a une  derivation  de  tou- 
tes les  composantes. 


Oscillateur  quasi  sinusoidal 
de  Colpitts 

1 • Entre  le  nceud  A\  et  la  masse  se  trouve  une  impedance 
Z resultant  de  la  mise  en  parallele  de  L inductance  L et  de  la 

capacite  C|  — = — ^ — + — — |,  done  — = — - — + jCco.  La 
\C  Ci  C2J  Z jLco 

resistance  R etl’ impedance  Z ferment  un  diviseur  de  tension  : 

Him  _ Z _ l _ 1 


R 


•2  1+A 

Z 


1 +7?(-J—  + jCco 
[jLco 


IE 
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Fonctions  de  transfert 


CORRIGES 


De  meme,  les  deux  condensateurs  foment  un  diviseur  de 
tension  : 

1 

Msm  _ JC2CO  _ C i _ C 

Mlm  1 | 1 C1+C2  C2 

jC\(0  jC2(0 


En  multipliant  mernbre  a membre  les  deux  relations  prece- 
dentes,  on  obtient  la  fonction  de  transfert  du  filtre  : 

C_ 

Hijco)  = - — 


C 

en  notant  K = — < 1,  a>c 

C 2 


1 +/?( 

— — + jCco) 
\ jLco  ) 

K 

1 +jQ 

/ co 

\©c  (0  j 

1 

“ vZc 

et  Q — RCa>c : 


Lcoc 


- = RjC. 


Le  filtre  est  un  passe-bande  d’ordre  deux,  dont  la  pulsation 
centrale  est  a>c,  1’ amplification  maximale  K et  le  facteur  de 
qualite  Q. 

• On  note  que  : 

- la  resistance  R permet  de  controler  le  facteur  de  qualite  Q 
sans  modification  de  la  pulsation  centrale  (Oq  et  de  l’ampli- 
fication  maximale  K ; 

- les  tensions  ue  et  ns  sont  en  phase  pour  (O  = (Oq. 

• On  determine  les  valeurs  asymptotiques  du  gain  G et  du 
dephasage  (p  en  basse  frequence  : 

GBF.201„8(|)  + 201os(i) 

et  <Pbf  = ~ . 

puis  en  haute  frequence  : 

G„P  = 201og(|)-201og(-^) 

et  Ph  f = -—■ 


On  pose  x = et  X = log(x).  Le  point  de  concours  des 

coc 

asymptotes  de  gain,  dans  les  axes  de  Bode,  est  en  A(X  = 0, 
G = 20  log  — ) et  le  maximum  de  la  courbe  de  gain  est  en 

Q 

SIX  = 0,  G = 20  log  K). 

Le  diagramme  de  Bode  est  donne  ci-apres,  dans  l’hypothese 

Q>  l. 


2 • L’amplificateur  non  inverseur  etablit  entre  les  tensions 
ms(0  et  u's(t)  = ue(t)  la  relation  : 

Itsm  _ Mem  _ ^1  ^2 

Msm  Msm  ^1 

obtenue  en  utilisant  le  diviseur  de  tension  realise  avec  R\ 
et  R2. 


3 • La  relation  entre  u's  et  ue  s’ecrit : 

Msm  _ Msm  Msm  _ Ri  +R2  K_ 

Mem  M-sm  Mem  8‘  1 +jQ\  — 

\(0C 


K—(—) 
Rx+R2  Q \ (oc) 


Ri 

1 + — 

(M 

Q 

' (Oc  / 

' (Oc/ 

d’ou,  en  remarquant  que  Msm  = Mei 

v2 


>+Q 


JCO 

(0C 


JCO 

(0C 


g J_  R\  + R2 
Q Ri 


ce  qui  donne,  en  notation  reelle  et  apres  multiplication  par 

2 

C 0C  ■ 


d2u's 
d t2 


(Qc 

Q 


1 -K 


Ri  + R2\ 

Ri  I 


d ul  ? , 

+ COrUs  = 0. 

dt  L 


On  reconnait  une  equation  differentielle  d’ordre  2,  lineaire,  a 
coefficients  constants  et  avec  un  second  membre  nul. 

Le  regime  libre  est  stable  s’il  converge  vers  0,  soit  si  le  coef- 
ficient du  second  terme  est  positif. 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


Fonctions  de  transfert 


C 2 

4 • La  condition  de  stabilite  s’ecrit  encore  Ri  < R\  — — . 

C i 

Avec  la  notation  proposee,  nous  obtenons  une  equation  diffe- 
rentielle  de  la  forme  : 


d2«s 

d t1  " QCi  At 


cocC  d u's  ~ , 

- x — + a)i  Us  ■■ 


0. 


a)  On  est  dans  la  situation  d’un  regime  juste  stable.  |.v|  etant 
tres  petit  devant  1,  il  vient : 

,,,  “s(0)  -t  . 2 QCi 

cos  F r ' Cfflc|.v| 


La  valeur  initiale  etant  elle-meme  tres  petite,  u's  reste  quasi 
nulle  : on  n’ observe  rien. 


b)  On  est  dans  la  situation  d’un  regime  juste  instable. 
x etant  tres  petit  devant  1,  il  vient : 

Ms(0)  t 20C i 

u'Jt)  ~ exp  — cos  (a>rt  + (P)  avec  z- . 

cos  <p  F x Co)cx 

On  observe  done  des  oscillations  quasi  sinusoidales  de  pulsa- 
tion C0q,  dont  1’ amplitude  croit  exponentiellement. 

En  fait,  des  que  u'&  atteint  la  tension  de  saturation  de  l’A.O., 
le  montage  retrouve  un  comportement  stable  : de  fa§on  non 
lineaire,  1’ amplitude  reste  limitee.  On  a alors  realise  un  gene- 
rateur  d’oscillations  quasi  sinusoidales  d’amplitude  voisine 
de  VW  et  de  pulsation  proche  de  0)q  . 


© Modulation  d'amplitude 
et  demodulation 

1  • ua( t)  represente  « l’amplitude  variable  » d’une  sinusoide 
de  pulsation  . 


2 • u(t)  = U[\  + aU-d  cos  cos  (<Bp?). 

Soit : 

u(t)  = U cos  ((Opt) 

aU  Ud  r . , , aU  1 7a 

+ — - — - COS  + ®a)f]  + — - — - cos  - ©a)?]. 

3 • Pour  un  filtre  passe-bande  d’ordre  2,  la  largeur  A f de 
la  bande  passante  a - 3 dB  est : 

A /=&. 

Q 

On  en  deduit  Q = 10. 


Remarque  : On  ne  pent  pas  accroitre  la  selectivity  du  filtre, 
car  celui-ci  doit  laisser  passer  defagon  satisfaisante  les  trois 
composantes  de  u\  dont  les  frequences  sont  : 190  kHz, 
200  kHz  et  210  kHz. 

• Pour  /p2  = 400  kHz  = 2/pl  : 

I Hi  = — L = 0,067  ou  G(dB)  = - 24  dB. 

- r 

Les  signaux  correspondant  au  signal  uj  sont  assez  fortement 
attenues  par  rapport  au  signal  U\  : la  detection  est  done 
convenablement  selective,  un  seul  canal  est  conserve. 

• Pour/p2  = 220  kHz  = 1,1  /pI  : 

|H|  = — 1 = 0,46  ou  G,dB)  = - 7 dB. 

V1  + l00(2-7 t)2 


Les  composantes  du  signal  ui  sont  faiblement  attenuees  par 
rapport  au  signal  u\.  Le  recepteur  ne  peut  selectionner  le 
signal  in  : dans  la  bande  des  frequences  utilisables,  on  ne 
peut  placer  qu’un  nombre  limite  de  frequences  porteuses. 


4  • us  = k\U  cos  {(Opt)  + 


aUU, 


[{(Op  + ©a)r]. 


aUU„ 


cos  - ©a)r]  1 cos  {o)pt  + i p) 


406 


Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


Fonctions  de  transfert 


Pour  etudier  Faction  d’un  filtre  sur  us,  il  faut  le  decomposer 
en  fonctions  sinusoidales  : 


ITT  ITT 

us(t)  = — - cos  ( 2a>pt  + (p)  + cos  (cp) 

k aU  Ud  r ..  , n kaUUd 

+ — - cos  [(2fflp  + (of)t  + (p\  + — - cos  - cp] 
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cos  [(2<»p  - cof)t  + < p\  ■ 
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cos  [©af  + cp] 


Avec  un  filtre  passe-bas  dont  la  frequence  de  coupure  est 
superieure  a /a  et  tres  inferieure  a /p  on  ne  garde  que  le 
terme  constant  et  les  deux  termes  de  pulsation  0)d . 

Par  exemple,  avec  un  passe-bas  d’ordre  1 de  frequence  de 
coupure  egale  a 20  kHz,  on  obtient  a la  sortie  de  ce  filtre  : 

,, , kU  . . kaUUd 
us(t ) ~ — cos  (i p)  + — cos  [ay  - cp] 


Soit : 


k aU  Ud 
4 


cos  [coj  + <p]. 


u's(t ) » 


kU 

2 


cos  (< p)  [1  + a t/a  cos  (®ar)] . 


On  elimine  enfin  la  composante  constante  avec  un  filtre 
passe-haut  de  tres  faible  frequence  de  coupure  (quelques 
hertz).  A la  sortie  de  ce  filtre,  on  obtient  finalement : 


kU 

ult)  ~ — — cos  {(p)  a Ua  cos  (®a?) . 


On  retrouve  bien  un  signal  de  sortie  proportionnel  au  signal 
audio,  en  f/a  cos  (©ar)  : la  demodulation  de  1’ amplitude  du 
signal  radio  a ete  realisee. 

Remarque  : Enfait,  ce  dispositif  simple  fonctionne  mal  car  il 
ri  est  pas  possible  d’obtenir  directement  un  signal  u&(t) 
rigoureusement  synchrone  de  u?(t).  La  phase  (p  evolue  len- 
tement,  ce  qui  fait  varier  aleatoirement  le  niveau  du  signal 
issu  des  filtres  (phenomene  de  fading). 

On  y remedie  en  asservissant  la  frequence  de  u&(t)  par  me 
boucle  a verrouillage  de  phase.  Mais  ceci  est  une  autre  histoire. 


© Etude  d'un  filtre  grace 

a un  logiciel  de  calcul  formel 

1 • 1.  Fonction  de  transfert  ; diagramme  de  Bode  ; 
resonance. 

> restart: 

Entrons  et  resolvons  le  systeme  d’equations  algebriques 
complexes  : 

> Eql  :=s/3-v=0: 

> Eq2:=va-v*(l+I*R*C*omega)=0: 

> Eq3:=-va*(2+n*I*R*C*omega)+e+v+n*I*R*C*omega 
*s=0: 

> Eq:={Eql,Eq2,Eq3}: 

> sol:=solve(Eq,{v,  va,e}): 

> assign(sol); 


Les  solutions  sont  maintenant  explicitees  et  utilisables 
directement  par  leur  assignation  ; on  peut  calculer  la  fonc- 
tion de  transfert : 

> HI :=simplify(s/e): 

Faisons  apparaitre  la  variable  reduite  x : 

> H:=subs(omega=x/(sqrt(n)*R*C),Hl); 


- 1 - 2 aL  + 2 I\jnx  + x2 
\/« 

match(H=H0/(l+(I/Q)*x-xA2),x,’S’);S; 

true 

Q = ~\  ^-.^0  = 3 

^ n - 1 


On  reconnait  la  fonction  de  transfert  d’un  passe-bas 
d’ordre  2.  Le  facteur  de  qualite  peut  etre  d’une  part  positif 
ou  negatif  suivant  que  n est  plus  grand  ou  plus  petit  que  1 


et  d’ autre  part  superieur  ou  inferieur  a 


— ;=-  et  done  presenter 


ou  non  une  resonance.  C’est  ce  dernier  point  que  nous 
allons  etudier  d’abord  en  considerant  n < 1,  done  Q 
positif. 


2.  Diagramme  de  Bode  : 

> GdB:=20*logl0(abs(H)): 

> graph:=seq(subs(n=0.225  *i,x=  10Ay,GdB),i=  1 . .4): 

> plot( { graph } ,y=- 1.. 0.5, -15. .25 ,color=blue) ; 


Les  courbes  presentent  une  resonance  pour  n = 0.675  et 
n = 0.9  (ce  qui  correspond  bien  a des  valeurs  de  Q supe- 
rieures  a 0.707,  voir  ci-dessous).  Attention  les  courbes  ci- 
dessus  sont  toutes  tracees  en  fonction  de  x , mais  il  ne  faut 
pas  oublier,  s’il  l’on  retablit  la  pulsation,  que  (Oq  est  fonc- 
tion de  n. 


3.  Determination  de  la  pulsation  de  resonance  : 

> restart:assume(x>0);assume(n>0); 

> H:=(x,n)->abs(3/(l+(I/(-l/2*nA(l/2)/(-l+n)))*x-xA2)): 

Apres  avoir  redefini  la  fonction  de  transfert  on  cherche  a 
quelle  condition  il  existe  un  maximum  en  x (done  en  fre- 
quence) de  cette  fonction  : 
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CORRIGES 


Fonctions  de  transfert 


> racines:=solve(diff(H(x,n),x)=0,x); 


ratines  :=  0, 


v - (-5/2 — v2  + 2 n~2)n- 


V—  (-5  n~  + 2 + 2n~2)n~ 


n~ 


Seule  la  valeur  strictement  positive  de  x est  acceptable, 
puisqu’elle  seule  peut  definir  une  frequence  positive  asso- 
ciee  a un  maximum  de  GdB.  II  faut  cependant  que  le 
terme  sous  la  racine  soit  positif  : 

> valeursn:=evalf([solve(-n*(-5*n+2+2*nA2)>0,n)]); 


valeursn  := 


RealRange(-  Open(O)), 


RealRange(Open(  — ],  Open(2) 


On  ne  garde  que  les  valeurs  de  n comprises  entre  zero  et 
un  done  l’intervalle  ouvert  ]0.5  ; 1[.  On  a done  resonance 
pour  tout  n compris  entre  0 et  1 done  pour  tout  Q supe- 
. 1 

neur  a — — . 

V2 

La  pulsation  de  resonance  vaut  : (l/«)*(-«*(-5*/i+2+2* 
nA2))A(l/2).  Ainsi  pour  n = 0.9  , x = 0.99  et  pour 
« = 0.675,  x = 0.83. 

Tracons  alors  le  gain  et  les  asymptotes  pour  la  valeur  cri- 
tique n = 0.5  : 

> Asympt : =-40*log  1 0(x)+20*log  1 0(3) : 

> plot  1 :=plot(subs(n=0.5 ,x=  10Ay, Asympt),y=0. .0.5 , color 
=black): 

> plot2:=plot(subs(n=0.5,x=10Ay,20*logl0(3/abs 
(-l-2*I*x/0.5  A(l/2)+2*I*0.5A(l/2)*x+xA2))), 
y=-0.5..0.5,color=blue): 

> plot3:=plot(20*logl0(3),y=-0.5..0,color=black): 

> with(plots):display([plotl,plot2,plot3]); 


La  courbe  est  ici  tres  proche  de  ces  asymptotes. 


2 • Reponse  a un  echelon  de  tension 

> restart:Q:=n->- l/2*nA( l/2)/(- 1 +n);omega0:=n->l/(R* 
C*sqrt(n))  ; 


Q :=  n ->  - — 

(Oq  :=  n 


\jn 


2 -1+71 

1 


RC\jn 

Une  fois  definies  les  deux  fonctions  de  n presentes  dans 
la  fonction  de  transfert,  on  ecrit  1’ equation  differentielle 
associee  : 

> Eq:=s(t)+l/(omegaO(n)*Q(n))*diff(s(t),t)+l/(omegaO 
(n)A2)*diff(s(t),t$2)=3*e(t); 

d 


Eq  ■=  sit ) - 2 RC{-  1 + ti)(  — s{t) 
dt 


+ R2  C2  n( s(oj  - 3e(t) 

On  assigne  a R.  Cleurs  valeurs  et  on  resoud  1’ equation  dif- 
ferentielle : 

> R:= 1000:C:=le-6:e:=t — > 1 : 

> sol:=dsolve( { Eq,s(0)=0,D(s)(0)=0 } , { s(t) } ): 

> assign(sol): 

> n:=l:plot(s(t),t=0..0.05,thickness=l,color=blue); 


7i  est  egal  a 1,  le  regime  est  quasisinusoidal  : en  effet  le 

terme  en  est  nul  et  1’ equation  differentielle  est  celle 

dr 

d’un  oscillateur  harmonique  non  amorti. 

> n:=0.45:plot(s(t),t=0..0.01,thickness=l,color=blue); 


Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


Fonctions  de  transfert 


n est  inferieur  a 0.5.  Le  regime  est  stable,  aperiodique  et 
tend  vers  le  regime  permanent  s(t)  = 3 V quel  que  soit  t. 
Pour  des  valeurs  de  n comprises  entre  0.5  et  1 : 

> n:=0.675:plot(s(t),t=0..0.02,thickness=l,color=blue); 


Le  regime  est  toujours  stable,  mais  le  regime  permanent 
est  cette  fois  atteint  de  maniere  pseudo  periodique,  ce  qui 
est  a mettre  en  parallele  avec  l’existence  d’un  resonance 
(voir  premiere  partie). 

Pour  une  valeur  de  n superieure  a 1 : 

> n:= 1 .2:plot(s(t),t=0..0.0 1 ,thickness=  1 ,color=blue); 


Lorsque  n > 1,  la  solution  diverge  et  le  montage  est  insta- 
ble : l’A.O.  finira  done  toujours  par  saturer,  d’autant  plus 
vite  que  n est  different  de  1 : 

> n:=2:plot(s(t),t=0..0.003,thickness=l,color=blue); 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


PARTI  E 


Electromagnetisme 


1 - Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 413 

2 - Le  champ  magnetique  permanent 438 

3 - Dipoles  electrique  et  magnetique 462 

4 a Force  de  Lorentz 485 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


i 


Distributions,  champ  et 
potentiel  electrostatiques 


• Choisir  un  modele  de  description  des  distributions 
de  charges. 

Maitriser  l’etude  des  symetries  et  invariances  d’une 
distribution  de  charges. 

• Calcul  de  E,  V. 


Notions  d’electricite  vues  dans  le  cycle  secondaire. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Construction  du  symetrique  d’un  vecteur. 


ESSENTIEL 


Operations  de  symetrie. 
Derivation  - Integration. 


< Charge  electrique 


• La  charge  d’une  particule  est  une  grandeur  reelle,  positive  ou  negative,  qui  caracterise  son  com- 
portement  vis-a-vis  de  l'interaction  electromagnetique. 

• L’ unite  de  charge  du  Systeme  International  est  le  coulomb  ( symbole  : C). 

• Les  charges  observees  sont  toujours  des  multiples  entiers  de  la  charge  elementaire  e , egale  a 
1,6. 10~19  C.  La  charge  d’un  electron  est  - e et  celle  d’un  proton  est  + e . 

• Pour  un  systeme  ferme,  c’est-a-dire  qui  n’echange  pas  de  matiere  avec  l’exterieur,  la  charge  elec- 
trique reste  constante. 


« Champ  electrostatique 

• L’electrostatique  etudie  les  interactions  electriques  entre  des  distributions  de  charges  immobiles  (ou 
en  mouvement  infiniment  lent). 

• Une  particule  de  charge  q et  de  position  M en  presence  d’une  distribution  Si)  est  soumise  a une 

force  F telle  que  : - 

F = q E (M)  , 

E ( M ) est  le  champ  electrostatique  (ou  champ  electrique)  cree  par  S S au  point  M. 

• En  un  point,  les  champs  electrostatiques  crees  par  plusieurs  distributions  se  superposent.  Cette  pro- 
priete,  appelee  principe  de  superposition,  est  a la  base  des  calculs  de  champ. 


« Champ  cree  par  une  distribution  de  charges 

• Loi  de  Coulomb 

• Le  champ  electrostatique  cree  en  M par  une  particule  de  charge  q,  situee  en  P,  a pour  expression  : 


E (M)  = ■ 


1 qef 


4tz£q  PM2 

avec  ePM  vecteur  unitaire  oriente  de  P vers  M. 
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Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


• La  constante  £0  est  appelee  permittivite  electrique  du  vide. 

£0  ~ 8,84. 1 0-12  F.nr*(farad  par  metre)  et  — - — = 9. 1 09  m.F-1  (valeur  a retenir). 

4jt£0 

• Principe  du  calcul 

On  decompose  le  systeme  en  particules  ponctuelles,  ou  en  elements  infinitesimaux  de  position  don- 
nee.  On  somme  ensuite  les  vecteurs  champs  electrostatiques  crees  par  chacun  de  ces  elements. 


• Ensemble  de  charges  ponctuelles 

N charges  q,  situees  aux  points  P creent  en  M un  champ  : 

_ i ^ <?/  ePM 


4jt£ 


0 i= 1 


RM2 


• Distribution  volumique 

Lorsque  la  charge  electrique  est  repartie  de  fa£on  continue  dans  un  volume,  on  definit  une  densite 
volumique  de  charge  electrique  p . 

• La  charge  d q contenue  dans  un  element  de  volume  dzP  , situe  au  voisinage  du  point  P , est : 


d q = p(P)dzP. 

• Le  champ  cree  par  une  distribution  Si)  chargee  en  volume  est,  par  superposition  : 

P(P)  7, 


E(M)  = 


4jt£n 


PM2 


drP 


• Distribution  surfacique 


Lorsque  la  charge  electrique  est  repartie  de  fagon  continue  sur  une  surface,  on  definit  une  densite  sur- 
facique de  charge  electrique  O . 

• La  charge  d q contenue  sur  une  surface  elementaire  d’aire  d SP  , situee  au  voisinage  du  point  P , 
est  d q = <7(P)dSP  . 

• Le  champ  cree  par  une  distribution  Si)  chargee  en  surface  est,  par  superposition  : 


E(M)  = 


47t£n 


o(P) 


PM 2 


-dSP 


• Distribution  lineique 

Lorsque  la  charge  electrique  est  repartie  de  faijon  continue  sur  un  fil,  on  definit  une  densite  lineique 
de  charge  electrique  A . 

• La  charge  dq  contenue  sur  un  tron9on  elementaire  de  longueur  d€  , situe  au  voisinage  du  point  P, 
est  dq  = A(P)dtP. 

• Le  champ  cree  par  un  fil  charge  est,  par  superposition  : 


E{M)  = 


1 


47t£, 


0 J 


m 


d€p . 
PM2  p 


< Symetries  du  champ 

• Une  isometrie  (rotation,  translation  ou  symetrie)  qui  laisse  invariant  le  systeme  de  charges  laisse 
egalement  invariant  le  champ  electrique.  Le  champ  electrique,  qui  a les  memes  symetries  que  le  sys- 
teme qui  le  cree,  a les  proprietes  d’un  vecteur  polaire  ou  vecteur  « vrai  ». 

. Au  point  M et  M ' symetriques  par  rapport  a un  plan-miroir  77  d’une  distribution  de  charges  Si)  , 
les  champs  electrostatiques  E ( M ) et  E ( M ')  sont  symetriques  l’un  de  l’autre. 
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Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


ESSENTIEL 


Sur  un  plan  de  symetrie  ou  plan-miroir  fl  d’une  distribution  Si)  le  champ  electrostatique  cree  est 
parallele  au  plan  77 . 


• Au  point  M'  symetrique  de  M jpar  rapport  a un  plan-antimiroir  77*  d’une  distribution  de  char- 
ges Si)  , le  champ  electrostatique  E ( M ')  est  l’oppose  du  symetrique  du  champ  E ( M ) cree  en  M 
par  la  distribution. 

Sur  un  plan  d’antisymetrie  ou  plan-antimiroir  77*  d’une  distribution  de  charges  Si) , le  champ  electro- 
statique cree  est  perpendiculaire  au  plan  77*  . 


• L’ analyse  des  symetries  doit  preceder  tout  calcul  de  champ  ; elle  peut  permettre  de  prevoir  la  direc- 
tion du  champ  ainsi  que  les  coordonnees  adaptees  au  systeme. 


< Theoreme  de  Gauss 


• Le  flux  sortant  du  champ  E cree  par  une  distribution  de  charges 
Si)  a travers  une  surface  fermee  S est  egal  a la  charge  de  Si)  situee 
a l’interieur  de  S divisee  par  e0  : 


0-  o E.dS  = 


, avec  dS  = «ext  d S. 
£o 


dS 


B 
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ESSENTIEL 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


• En  l’absence  de  charges,  le  flux  du  champ  electrostatique  est  conservatif : le  flux  est  le  meme  a tra- 
vers  toutes  les  sections  d’un  meme  tube  de  champ. 


< Discontinuity  du  champ 

A la  traversee  d’une  surface  chargee,  le  champ  electrostatique  subit  une  discontinuity  normale  a la 

surface  traversee  : E1-El  = —nl 2 . 

£0 


i Determination  d'un  champ  a I'aide  du  theoreme  de  Gauss 

• Le  theoreme  de  Gauss  constitue  un  outil  de  calcul  rapide  du  champ  electrostatique  cree  par  une  dis- 
tribution de  charges  possedant  une  symetrie  elevee  : apres  determination  de  la  forme  du  champ,  a Lai- 
de  de  considerations  de  symetries  et  d’invariances,  l’application  du  theoreme  de  Gauss  a une  surface 
fermee,  de  geometrie  adaptee  aux  symetries  du  probleme,  permet  de  determiner  la  norme  du  champ, 
en  tout  point  de  cette  surface. 


< Potentiel  electrostatique 


• Circulation  du  champ  electrostatique 

• A tout  champ  electrostatique  E(M ) , il  est  possible  d’associer  une  fonction  scalaire  V(M)  appelee 
potentiel  electrostatique  et  telle  que  E = - grad  V . 

• Le  potentiel  est  defini  a une  constante  additive  pres. 

• La  circulation  du  champ  electrostatique  entre  deux  points  A et  B ne  depend  pas  du  trajet  (T)  qui 
les  relie  : 


B B 

r r 

EM  = 

A A 


grad  V.  df 


dV  = V(A)  - V(B) 


• La  circulation  de  E sur  un  contour  (courbe  fermee)  est  nulle. 

• Le  champ  electrostatique  est  normal  aux  surfaces  equipotentielles  ; les  lignes  de  champ  sont  orien- 
tees  dans  le  sens  des  potentiels  decroissants. 

• Le  potentiel  electrostatique  ne  possede  pas  d’extremum  en  dehors  des  charges. 


• Determination  du  potentiel 

• Le  potentiel  cree  en  M par  une  charge  ponctuelle  q situee  en  P est  (en  posant  V = 0 a Linfini)  : 


V(M) 


_J q_ 

4jt£0  PM 


• Le  potentiel  cree  par  un  ensemble  de  charges  d’extension  finie  peut  se  calculer,  en  posant  V = 0 a 
Linfini,  a partir  de  la  relation  precedente  par  superposition  : somme  ou  integrale  selon  le  type  de  sys- 
teme  charge,  ou  par  integration  de  E = - gradL  . 


i Energie  potentielle 

• L’ energie  potentielle  d’ interaction,  entre  une  particule  de  charge  q,  de  position  M et  un  champ 
electrostatique  E(M)  associe  au  potentiel  V(M)  , est  = qV  . 

• L’ energie  potentielle  d’interaction  de  deux  charges  qx  et  q2  situees  en  M{  et  M2  est : 

<g  = 1 <M2 

Ptal  47t£0  MlM2 


416 
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t Analogic  avec  le  champ  de  gravitation 

• Une  particule  de  masse  m placee  en  M , en  presence  d’  une  distribution  de  masses  2) , subit  une 

force  d’origine  gravitionnelle  : F = ou  <S( M ) est  le  champ  de  gravitation  cree  en  M par  la 

distribution  2) . 

• Le  champ  de  gravitation  ^(M),  cree  en  M par  une  particule  de  masse  m situee  en  P,  a pour 
expression  : 

<§(M)=-  Gme™ 

PM 2 


avec  ePM  le  vecteur  unitaire  oriente  de  P vers  M . 


Theoreme  de  Gauss  : 

• Le  flux  sortant  du  champ  de  gravitation cree  par  une  distribution  de  masses  2)  a travers  une  sur- 
face fermee  S est  egal  a la  masse  situee  a l’interieur  de  S multipliee  par  - 4jiG  : 


(& dS  = # ‘S./text  dS  = - 4nGMmt . 


• A l’exterieur  d’un  astre  a symetrie  de  revolution,  le  champ  de  gravitation  ‘S  est  le  meme  que  celui 
cree  par  un  point  materiel  place  au  centre  de  l’astre  et  dont  la  masse  est  celle  de  l’astre. 

• Bien  que  les  phenomenes  soient  differents,  il  y a une  analogie  formelle  entre  le  champ  electrosta- 
tique  et  le  champ  de  gravitation.  Nous  pourrons  appliquer  les  resultats  issus  de  l’electrostatique  au 
cas  de  la  gravitation,  en  respectant  les  correspondances  du  tableau  : 


electrostatique 

gravitation 

— * 

champ  E 

— ► ^ 

champ  ^ (~  g pour  le  champ  terrestre) 

charge  q 

masse  m 

densite  volumique  de  charge  p 

masse  volumique  p 

constante  K - ^ 

constante  - G 

471  £0 

Conseils  et  pieges  a eviter 


• Pour  trouver  l’orientation  d’un  champ  en  un  point  M,  toujours  etudier  les  plans  de  symetrie  ou 
d’antisymetrie  passant  par  ce  point  M. 

• Le  theoreme  de  Gauss  n’est  facilement  applicable  que  si  l’on  connait  les  symetries,  orientations, 
invariances  du  champ  E . 

• On  a toujours  : g 

rB  _ 


V{B)-V(A)=  grad V. AM  = - E AM 


ou  E AM  = V(A)  - V(B) 


• Le  potentiel  est  toujours  continu  (sauf  sur  un  fil  ou  une  charge  ponctuelle,  ou  il  n’est  pas  defini) : 
ne  pas  oublier  les  constantes  d’integration,  dans  le  calcul  de  V a partir  de  E. 
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Exercices 


Q Etude  des  invariances 
et  symetries 

Etudier  les  invariances  et  symetries  des  distributions  sui- 
vantes,  ainsi  que  leurs  consequences  sur  la  direction  du 
champ  electrostatique  E : 

1  • a)  Plan  uniformement  charge, 

b)  Cylindre  uniformement  charge, 

c)  Sphere  uniformement  chargee. 


2 • Deux  charges : + q en  (-  a,  0,  0 ) et  - q en  (+  a , 0,  0). 

3 • Bi-couche  chargee  avec  - p pour  - a < z < 0 et 
+ p pour  0 < z < a. 


FAIRE  DES  SCHEMAS  CLAIRS  ou  figurent  les 
vecteurs  de  base,  le  champ  E et  le  point  M.  Souvent 
une  projection  dans  un  plan  est  plus  explicite  et  plus 
facile  a representer  qu’un  schema  en  perspective, 
pensez-y ! 

1)  Adopter  le  systeme  de  coordonnees  le  mieux  adap- 
te  a la  distribution  pour  etudier  les  invariances  et 
nommer  plans  de  symetries  (coordonnees  cartesien- 
nes  pour  un  plan  ou  une  couche  plane,  coordonnees 
cylindriques  pour  les  distributions  presentant  une 
invariance  par  rotation  autour  d’un  axe,  coordonnees 
spheriques  pour  une  sphere). 

2)  Un  seul  plan  de  symetrie  ne  suffit  pas  pour  conclu- 
re  quant  a la  direction  du  champ  E. 

3)  II  faut  que  le  point  ou  la  direction  de  E est  cher- 
chee  appartienne  aux  plans  de  symetrie  pour  conclu- 
re : exemple  z = 0 est  bien  ici  un  plan  d’antisymetrie 
mais  on  ne  peut  en  conclure  que  E est  selon  Oz 
qu’en  z = 0 !! 


Q Passage  d'une  densite  volumique 
a une  densite  surfacique 

On  considere  2 spheres  identiques,  de  rayon  R,  de  centres 
respectifs  Ox  et  02  distants  de  a (0X02  = a),  et  chargees 
respectivement  avec  des  densites  volumiques  uniformes 
mais  opposees  : - p et  + p. 


1 • Quelles  sont  les  symetries  et  invariances  de  cette  dis- 
tribution ? En  deduire  quelques  proprietes  de  E. 

2 • A quelle  condition  sur  a et  R cette  distribution  peut 
rendre  compte  de  la  modelisation  suivante  : une  sphere  de 
centre  0 (milieu  de  0t02),  de  rayon  R portant  une  repar- 
tition surfacique  de  charges  cr  ? 

Montrer  que  a=  cr0  cos  6 ; determiner  cr0  . 


3  • Reprendre  la  meme  etude  avec  deux  cylindres  iden- 
tiques de  rayon  R uniformement  charges  avec  - p et 
+ p , dont  les  axes  sont  paralleles  et  distants  de  a. 


Le  mieux  est  de  travailler  en  systeme  de  coordon- 
nees spheriques  de  centre  0 et  d’axe  Oz  (inva- 
riance par  rotation  de  cp  autour  de  Oz). 

- Quelle  est  la  dimension  a priori  petite  devant  les 
autres  qui  permet  d’envisager  une  repartition  surfa- 
cique ? 

- Pour  determiner  a , on  utilisera  L invariance  par 
rotation  autour  de  z et  on  determinera  d’une  part  le 
volume  dr  delimite  entre  les  2 spheres  par  dd  (entre 
0 et  0+  dd)  et  la  surface  dS  delimitee  sur  la  sphe- 
re de  centre  0 par  le  meme  d 6.  On  ecrira  que  les 
charges  portees  par  ces  deux  elements  sont  iden- 
tiques. 

- Dans  le  cas  des  deux  cylindres,  le  mieux  sera  de  tra- 
vailler en  systeme  de  coordonnees  cylindriques  d’axe 
Oz,  axe  des  cylindres. 
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EXERCICES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


Determination  du  champ  a partir  d'une  carte  d'equipotentielles  (oral) 


reseau  d’  equipotentielles 
echelle  : i 1 = 1 cm 


Le  schema  represente  les  lignes  equipotentielles  d’un 
champ  electrique  cree  par  un  ensemble  de  fils  rectilignes, 
tres  longs  et  perpendiculaires  au  plan  du  schema. 
Determiner  une  valeur  approchee  du  vecteur  champ  elec- 
trique aux  points  A , B et  C . 

La  ligne  V = 0 volt  (non  representee)  a-t-elle  une  signifi- 
cation particuliere  ? 

est-il  contenu  en  tout  point  du 
entre  champ  et  potentiel  ? 

Rappeler  la  definition  du  gradient  d’un  champ  scalaire. 
Comment  calcule-t-on  numeriquement  une  valeur 
approchee  de  la  derivee  d’une  fonction  ? 

Quelle  est  l’orientation  d’une  ligne  de  champ  ? 


Dans  quel  plan,  E 


Quelle  est  la  relation 


2 • Comparer  a un  champ  macroscopique  dans  1’air,  par 
exemple  le  champ  disruptif  de  Fair  : £d  = 3,6. 106  V.nr1. 


L’enonce  ne  precise  pas  de  donnees  numeriques.  II 
faut  faire  appel  a la  culture  scientifique  de  base  : 
ordre  de  grandeur  du  rayon  atomique,  charge  ele- 
mentaire. 

On  ne  demande  qu’un  ordre  de  grandeur.  On  se 
contente  done  d’ecrire  que  l’ionisation  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  le  champ  perturbateur  est  comparable  au 
champ  qui  assure  la  cohesion  de  Fatome. 


Interaction  entre  un  anneau 
et  une  charge  (oral) 


C)  Ionisation  de  Tatome 
d'hydrogene  (oral) 

1 • Calculer  l’ordre  de  grandeur  du  champ  electrique  qu’il 
faut  appliquer  a un  atome  d’hydrogene  pour  l’ioniser. 


Un  disque  evide  porte  une 
charge  surfacique  a > 0. 

1 • Retrouver  le  champ  elec- 
trique cree  par  un  disque  non 
evide  en  tout  point  M(z)  de 
l’axe  Oz.  En  deduire  celui 
cree  par  le  disque  evide. 
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EXERCICES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


2  • On  suppose  que  Ton  place  une  particule  de  masse  m et 
de  charge  q > 0 en  un  point  de  l’axe  Oz  a la  cote  z0. 
Quelle  vitesse  minimale  vQ  faut-il  lui  donner  pour  qu’elle 
atteigne  le  centre  du  disque  ? (On  neglige  Taction  de  la 
pesanteur.) 


1)  De  l’analyse  des  symetries  on  en  deduit  que  le 
champ  est  porte  par  l’axe  Oz  : il  faudra  done  som- 
mer  les  composantes  selon  Oz  seulement. 

De  1’ analyse  des  invariances  on  en  deduit  que  toutes 
les  charges  situees  sur  la  couronne  de  rayon  r = OP, 
de  largeur  dr,  P etant  un  point  de  l’amieau,  contribuent 
egalement  au  champ  total.  On  sommera  done  les  com- 
posantes utiles  de  ces  distributions  elementaires. 

Pour  simplifier  les  calculs  on  peut  exprimer  la  distan- 
ce OP  en  fonction  de  <|>,  angle  entre  MP  et  MO. 
Le  calcul  de  l’anneau  est  le  meme  que  le  calcul  du 
disque,  seule  change  la  borne  en  zero. 

2)  Des  qu’il  s’agit  de  vitesse  penser  au  theoreme  de 
l’energie  cinetique  ou  a la  conservation  de  l’energie. 
L’expression  de  I’energie  potentielle  d’une  charge  q 
dans  un  potentiel  V est  qV. 


0 Champ  de  pesanteur  au  sommet 
d'une  montagne 

1 • Le  champ  de  gravitation  et  le  champ  electrostatique 
sont  formellement  identiques.  Rappeler  les  grandeurs  ana- 


Calculer  A g = gl-g0. 

Faire  l’application  numerique. 

Donnees  : p = 3,0 . 102 3 * * * * *  kg . nr3 , 

G = 6,7. 10-11  N.m.kg-2,  h = 1km  et  a=  30° . 


Pour  le  calcul  du  champ,  il  faut  utiliser  un  resultat 
connu  (ou  facilement  retrouvable)  : le  champ  cree  par 
un  disque  d’epaisseur  dz  charge  en  un  point  de  son  axe. 
Une  etude  de  la  symetrie  permet  de  limiter  le  calcul 
de  E (ou  du  champ  de  pesanteur)  a celui  d’une  seule 
composante. 

Pour  le  calcul  de  gl  , il  faut  considerer  le  systeme 
etudie  comme  la  superposition  de  deux  systemes 
connus. 


O Analyse  d'un  champ 
electrostatique  (oral) 

a)  cree  par  des  charges  ponctuelles 


Le  schema  represente  les  lignes  de  champ  creees  par  cinq 
charges  ponctuelles  numerotees  de  1 a 5 de  la  gauche  vers 
la  droite. 

Le  champ  est  nul  aux  points  A , B , C et  Z)  . 

Les  lignes  en  traits  epais  issues  de  ces  points  sont  egale- 
ment des  lignes  de  champ. 


2 • Calculer  le  champ  electrique  cree  au  sommet  d’un 
cone  de  revolution  de  hauteur  h , de  demi-angle  d’ouver- 
ture  a et  uniformement  charge  en  volume  avec  une  den- 
site  uniforme  p . 

3 • On  represente  une  montagne  comme  un  cone  de  revo- 

lution de  hauteur  h , de  demi-angle  d’ouverture  a et  de 

masse  volumique  uniforme  p . 

Soit  g0=  - g0e:  le  champ  de  pesanteur  a l’altitude  du  som- 

met 0 , loin  de  la  montagne,  et  g,  = - g}e:  le  champ  de 

pesanteur  au  sommet  de  la  montagne. 


1 • Determiner  les  signes  des  cinq  charges. 

2 • Trouvez  et  justifiez  la  position  des  points  de  champ  nul. 

3 • Mettre  des  fleches  sur  les  lignes  non  flechees. 

4 • Analyser  la  symetrie  du  schema.  Quelles  relations 
peut-on  en  deduire  entre  q{  , q2,  q$  et  q5l 

5 • En  appliquant  le  theoreme  de  Gauss,  determiner  la 
relation  liant  q2  et  q3 . 
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EXERCICES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


b)  cree  par  une  distribution  filiforme 


Le  schema  represente  les  lignes  du  champ  electrostatique 
cree  par  des  fils  tres  longs,  uniformement  charges,  perpen- 
diculaires  au  plan  de  la  figure. 

1 • Ou  sont  les  plans  de  symetrie  de  la  distribution  ? 

2 • Quel  est  le  signe  de  la  densite  lineique  de  charge  de 
chacun  d’entre  eux  ? 


3 • Quel  est  le  signe  de  la  densite  lineique  de  charge  totale  ? 

4 • La  norme  du  champ  en  A est  de  1 00  V . m 1 . Calculer 
une  valeur  approchee  du  champ  en  B . 

5 • Que  peut-on  dire  du  champ  au  voisinage  de  point  C ? 


Les  reponses  a cet  exercice  sont  entierement  qualita- 
tives,  ce  qui  n’est  pas  synonyme  de  non  rigoureux ! 
Comment  les  lignes  de  champ  sont-elles  orientees  au 
voisinage  d’une  charge  ponctuelle? 

Si  une  ligne  de  champ  relie  deux  charges,  sans  passer 
par  un  point  singulier  de  champ  nul,  que  peut-on  dire 
du  signe  des  deux  charges  ? 


En  un  meme  point  le  champ  peut-il  y avoir  deux 
orientations  differentes  ? 

Le  champ  electrique  diverge  a partir  des  charges 
positives  et  converge  vers  les  charges  negatives. 
Quelles  isometries  laissent  le  champ  electrique  inva- 
riant ? On  rappelle  que  dans  une  zone  sans  charge  le 
flux  de  £ a la  meme  valeur  a travers  toute  section 
d’un  tube  de  champ,  done  la  ou  les  lignes  se  resser- 
rent,  le  champ  est  plus  intense. 


O Champ  cree  par  un  fil  infiniment 
long  uniformement  charge 
(INCONTOURNABLE) 

Un  fil  a la  forme  d’un  cylindre  de  revolution  tres  long  (on 
dira  infiniment  long)  de  rayon  a ; il  est  charge  electri- 
quement  avec  une  densite  volumique  uniforme  p . 
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EXERCICES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


1 • Analyser  les  symetries  du  systeme.  Que  peut-on  en 
deduire  pour  la  direction  du  champ  electrique  E ( M ) en  un 
point  M quelconque  de  l’espace  ? Quel  est  le  systeme  de 
coordonnees  le  mieux  adapte  ? De  quelle  coordonnee 
E (M)  depend-il  ? 

2 • Donner  l’expression  du  vecteur  champ  electrique  E 
en  un  point  quelconque  de  l’espace. 

3 • Definir  et  calculer  une  densite  lineique  de  charge  X 
pour  ce  hi.  Exprimer  E en  fonction  de  X . 

Que  devient  l’expression  de  E lorsqu’on  fait  tendre  a 
vers  zero  en  maintenant  X constant  ? 


4  • Calculer  le  potentiel  electrique  V en  un  point  quel- 
conque. 


5  • Reprendre  toutes  ces  questions  pour  un  fil  qui  n’est 
charge  qu’en  surface,  avec  une  densite  surfacique  unifor- 
me a. 


Pour  calculer  un  champ  electrique  en  un  point  M en 
utilisant  le  theoreme  de  Gauss,  il  faut  connaitre  la 
direction  du  champ  en  tout  point  et  les  grandeurs  spa- 
tiales  dont  il  depend.  II  faut  ensuite  trouver,  si  elle 
existe,  une  surface  E jpassant  par  le  point  M , telle 
que  le  flux  du  champ  E a trovers  E s’  exprime  sim- 
plement  par  0 = aire  x E(M)  . On  determine  enfin 
E{M)  en  egalant  cette  expression  du  flux  a celle  qui 
est  fournie  par  le  theoreme  de  Gauss. 

On  fera  attention  a bien  distinguer  l’interieur  du  fil  et 
l’exterieur. 

Lorsqu’il  n’y  a pas  de  repartition  surfacique  de  char- 
ges, le  champ  E est  une  fonction  continue  des  coor- 
donnees de  l’espace. 

Le  potentiel  V est-il  toujours  une  fonction  continue 
des  coordonnees  de  l’espace  ? 


4 • Calculer  le  potentiel  V en  tout  point  de  l’espace. 

5 • Definir  la  densite  surfacique  a associee  a ce  systeme. 
Exprimer  E en  fonction  de  a . 

6 • On  fait  tendre  l’epaisseur  e vers  zero  en  maintenant 
constante  la  densite  surfacique  o . 

Que  devient  1’expression  de  E ? 

7 • Retrouver  l’expression  de  E obtenue  en  3 par  la 
superposition  de  plans  elementaires,  d’epaisseur  dr,  en 
exploitant  le  resultat  obtenu  en  6. 


z) 

+ 5 

e 

P 

X 

e 

2 

Quelles  isometries  laissent  le  systeme  invariant  ? Que 
peut-on  en  deduire  pour  E ? 

On  rappelle  le  principe  du  calcul  de  champ  en  un 
point  M par  le  theoreme  de  Gauss  : 

• trouver  une  surface  fermee  E passant  par  M , telle 
que  le  flux  de  E soit  une  fonction  simple  de  E(M) ; 

• egaler  les  deux  expressions  du  flux  : celle  qui 
depend  de  E(M)  , et  celle  qui  depend  de  la  charge 
contenue  dans  E . 

• Si  le  champ  E reste  fini,  le  potentiel  V est  une 
fonction  continue  des  coordonnees  d’espace. 

• Quelle  est  la  charge  surfacique  elementaire  da 
d’un  plan  d’epaisseur  elementaire  dz  ? 


0 Charges  uniformement  reparties 
entre  deux  plans  paralleles 
(INCONTOURNABLE) 

Entre  deux  plans  paralleles  (infiniment  etendus)  de  cotes 
z = --|  et  z = , se  trouve  une  charge  repartie  avec  une 

densite  volumique  uniforme  et  egale  a p . 

1 • Quelle  est  la  direction  du  champ  electrique  E ? 

De  quelle(s)  coordonnee(s)  depend-il  ? 

2 • Quel  est  l’effet  sur  E d’un  changement  de  z en  -z  ? 

3 • En  appliquant  le  theoreme  de  Gauss  a une  surface 
judicieusement  choisie,  determiner  le  champ  E en  tout 
point  de  l’espace. 


Qj)  Champ  cree  par  une  sphere 
chargee  en  volume 
(INCONTOURNABLE) 

Une  sphere  de  rayon  a et  de  centre  0 est  chargee  elec- 
triquement  avec  une  densite  volumique  p(r)  qui  ne 
depend  que  de  la  distance  r au  centre.  On  note  Q la  char- 
ge totale  de  la  sphere. 

1 • Quel  est  le  systeme  de  coordonnees  le  mieux  adapte  ? 
Analyser  les  symetries  du  systeme.  Que  peut-on  en  dedui- 
re pour  la  direction  du  champ  electrique  El  De  quelle 
coordonnee  E depend-il  ? 

2 • Donner  l’expression  du  vecteur  champ  electrique  E 
en  un  point  quelconque  de  l’espace.  On  notera  Q{r)  la 
charge  contenue  dans  la  sphere  de  rayon  r . 


422 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Distributions, 


3  • La  densite  de  charge  p est  uniforme.  Expliciter  E(M) 
et  le  potentiel  V(M)  pour  tout  point  M . 


4  • Reprendre  la  meme  question  si  la  sphere  est  chargee 
uniquement  en  surface,  avec  une  densite  surfacique  a 
uniforme. 


Sur  quelles  surfaces  le  champ  E a-t-il  une  norme 
uniforme  ? C’est  avec  de  telles  surfaces  qu’il  faut 
appliquer  le  theoreme  de  Gauss. 

On  fera  attention  a bien  distinguer  les  points  situes  a 
l’interieur  de  la  sphere  et  ceux  qui  sont  situes  a l’ex- 
terieur. 

Le  champ  E et  le  potentiel  V sont-ils  des  fonctions 
continues  des  coordonnees  ? 


Analogie  gravitationnelle  : 
champ  de  pesanteur 
dans  une  cavite  spherique 

1 • On  considere  une  sphere  chargee  de  rayon  R , de  den- 
site volumique  de  charge  uniforme  p . Rappeler  l’expres- 
sion  du  champ  electrique  en  tout  point  M situe  a l’inte- 
rieur  de  la  sphere  a une  distance  r (r  <R)  du  centre. 

2 • Determiner  le  champ  de  gravitation  a l’interieur  de  la 
Terre,  assimilee  a une  sphere  de  masse  volumique  p uni- 
forme  de  centre  0 . 


3  • On  imagine  une  cavite  spherique  de  rayon  R' , et  de 
centre  C situe  a une  distance  h du  centre  de  la  Terre. 
Determiner  le  champ  de  gravitation  en  un  point  M de  la 
cavite. 


Le  champ  etant  a symetrie  spherique,  il  se  calcule 
simplement  en  appliquant  le  theoreme  de  Gauss. 
Quelle  est  la  charge  Q(r)  contenue  a l'interieur 
d’une  sphere  de  rayon  r ? 

Pour  trouver  les  grandeurs  analogues  entre  les 
champs  de  gravitation  et  electrostatique,  ecrire  cote  a 
cote  les  lois  de  Newton  et  de  Coulomb. 

La  solution  simple  repose  sur  le  principe  de  superpo- 
sition. II  faut  trouver  deux  distributions  spheriques 
dont  la  combinaison  est  identique  au  systeme  etudie. 
A noter  : Garder  I’ expression  intrinseque  des  champs 
au  moyen  des  vecteurs-position. 


Moderation  d'un  noyau 

Du  point  de  vue  du  potentiel  et  du  champ  electrique  qu’ils 
creent,  les  noyaux  de  certains  atomes  legers  peuvent  etre 
modelises  par  une  distribution  volumique  de  charge  a 
l’interieur  d’une  sphere  de  centre  0 et  de  rayon  a.  On 


champ  et  potentiel  electrostatiques 


EXERCICES 


designe  par  r = OP , le  vecteur  position  d’un  point  P 
quelconque  de  l’espace.  Pour  r < a,  la  charge  volumique 
p(P)  qui  represente  le  noyau  varie  en  fonction  de  r suivant 
la  loi : 


ou  pQ  est  une  constante  positive. 

1 • Exprimer  la  charge  totale  Q du  noyau. 

2 • Calculer  le  champ  electrique  Em{P)  en  tout  point  P 
exterieur  a la  sphere  (r  > a). 


3 • Calculer  le  champ  electrique  E (P)  en  tout  point  P inte- 
rieur  a la  sphere  (r  < a). 

4 • Exprimer  le  potentiel  Vext(P)  cree  par  le  noyau  lorsque 
r > a. 


5  • Exprimer  le  potentiel  Lint(P)  cree  par  le  noyau  lorsque 
r < a. 


1)  La  distribution  est  a symetrie  spherique. 
Neanmoins  elle  est  non  uniforme,  il  faut  done  calcu- 
ler une  integrate  pour  obtenir  la  charge  totale.  Les 
invariances  permettent  de  poser  une  integrate  simple 
et  non  multiple. 

2)  A P exterieur  d’une  distribution  a symetrie  sphe- 
rique, MEME  NON  UNIFORME,  la  distribution  se 
comporte  comme  une  charge  ponctuelle. 

3)  Dans  le  cas  du  champ  interieur  on  peut  appliquer 
le  theoreme  de  Gauss.  Pour  calculer  la  charge  inte- 
rieure  on  peut  reprendre  le  resultat  de  la  question  1 
pour  une  sphere  de  rayon  r. 

4)  5)  Enfin  le  calcul  du  potentiel  s’obtient  par  integra- 
tion du  champ  en  prenant  V=0  a l’infini  puisque  la  dis- 
tribution est  finie  et  en  assurant  sa  continuite  en  r-R. 


© Interaction  proton  - electron 
(Modele  de  Thomson  de  I'atome 
d'hydrogene) 

Le  centre  d’une  sphere  de  rayon  R , chargee  uniformement 
en  volume,  portant  une  charge  Q (Q  > 0),  est  place  a 
l’origine  d’un  repere  R = (0  ; i ,j,  k).  Il  regne  partout  dans 
l’espace  un  champ  E0  = E0  ex  ( E0  > 0)  uniforme. 

1 • Determiner  le  champ  E en  un  point  quelconque  de 
l’axe  Ox.  Donner  Failure  de  E = f(x). 

2 • Une  particule  chargee  de  charge  - q,  q > 0 et  de 
masse  m est  libre  de  se  deplacer  selon  Ox.  Montrer  qu’il 
existe  deux  positions  d’equilibre  sur  l’axe  Ox,  a condition 
que  E0  verifie  une  certaine  inegalite  que  Ton  donnera. 
Determiner  le  point  A correspondant  a une  position  stable. 
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EXERCICES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


3  • La  particule  etant  en  A,  on  l’ecarte  de  a.  Donner  une 
estimation  de  am,  la  valeur  maximale  de  a telle  que  la 
particule  ait  des  oscillations  sinusoidales  autour  de  A. 
Quelle  est  alors  leur  pulsation  ? 


4  • Application  numerique  pour  l'hydrogene : R - 53  pm. 


Bien  considerer  les  cas : x < - R et  x > + R (oil  le 
champ  cree  par  la  sphere  devient  celui  d’une  charge 
ponctuelle),  et  - R < x < + R ou  le  champ  cree  par 
la  sphere  varie  lineairement  en  x.  Revoir  en  detail 
l’exercice  10  incontournable. 

Pour  trouver  une  position  d’equilibre  on  peut  raison- 
ner  sur  l’extremum  de  l’energie  potentielle  ou,  ce  qui 
revient  au  meme,  la  nullite  de  la  resultante  des  forces. 
Une  position  d’equilibre  stable  correspond  a un  mini- 
mum d’energie  potentielle. 


(D  Champ,  potentiel  et  capacite 
d'un  condensateur  plan 
(INCONTOURNABLE) 

Soient  deux  plaques  de  surface  S,  dans  le  vide,  chargees 
uniformement  avec  des  densites  + o et  -a,  planes  et 
paralleles  distantes  de  e,  formant  un  condensateur.  On 
considere  que  les  plaques  se  comportent  comme  des 
plaques  infinies. 


1 • Montrer  que  le  champ  electrique  est  uniforme  dans  les 
trois  zones  de  l’espace : z <-e/ 2,  - c/2  < z < + e/2,  et 
z > + e/2  en  tout  point  de  l’espace. 

2 • En  raisonnant  sur  l’expression  du  champ  cree  par  un 
plan  infini  uniformement  charge  trouver  l’expression  du 
champ  entre  les  plaques  et  a l’exterieur. 

3 • Pouvait-on  arriver  au  meme  resultat  en  appliquant  le 
theoreme  de  Gauss  au  champ  electrostatique  cree  par  1’ en- 
semble des  deux  plaques  sans  hypothese  supplementaire  ? 

4 • Donner  l’expression  de  V(z ) en  prenant  V(B)  = 0 et 

ViA)  = U. 


5  • Quelle  est  l’expression  de  la  capacite  de  ce  condensa- 
teur, c’ est  a dire  le  rapport  C = Q/U  avec  Q - oS  pour 
la  surface  S des  plaques  ? 


1) Une  etude  des  symetries  et  invariances  permet  de 
montrer  que  E est  selon  z et  ne  depend  que  de  z.  A 
partir  de  la  on  applique  le  theoreme  de  Gauss  a des 
surfaces  situees  en  dehors  des  plaques. 

2)  Appliquer  le  theoreme  de  superposition  en  veillant 
a bien  orienter  les  deux  champs  crees  par  les  deux 
plaques.  Distinguer  les  cas  z > \e/2\  et  z <\e/2\. 

3)  Bien  se  demander  si  les  flux  sortant  des  bases 
« horizontales  » de  la  surface  de  Gauss  s’ajoutent  ou 
se  retranchent,  sont  egaux  ou  pas.  Remarquer  que  le 
plan  z = 0 est  un  plan  d’antisymetrie  de  la  distribu- 
tion done  E{z)  = - E{-  z)  ici. 

4)  Chercher  la  primitive  du  champ  pour  trouver  V(z). 
Ne  pas  oublier  les  constantes  d’integration.  Ou  bien 
exploiter  la  circulation  entre  A ou  B et  un  point 
quelconque  entre  les  armatures. 

5) Soit  Q la  charge  portee  par  l’armature  positive, 
Q = CU  or  Q et  U s’expriment  facilement  en  fonc- 
tion  de  E.  Apres  simplification  il  ne  reste  dans  l’ex- 
pression  de  la  capacite  que  les  caracteristiques  elec- 
trique et  geometrique  du  condensateur. 


Energie  d'une  liaison  ionique 


L’energie  potentielle  du  sy steme  (Na+,C1  ) a pour  expres- 
sion £p(r)  = - q1 2 3 4 */4m0r  + Xc//4m0r9. 

1 • A quoi  correspond  le  2e  terme  ? Quel  est  le  signe  de  A? 
Montrer  qu’il  est  necessaire  a l’existence  de  positions 
d’equilibre  du  systeme. 

2 • On  donne  r = 241pm  a l’equilibre.  Calculer  E([  l’e- 
nergie  de  dissociation  de  la  liaison  entre  ces  deux  ions. 
Exprimer  le  resultat  en  eV  puis  en  kJ/mol. 

3 • Comment  ces  resultats  peuvent  etre  changes  pour  le 
cristal  NaCl? 


1) L’exposant  suggere  une  interaction  tres  forte  et  de 
tres  courte  distance.  D’autre  part  pour  qu’existe  une 
position  d’equilibre  il  faut  compenser  la  force  d’at- 
traction  qui  derive  du  ler  terme  par  une  force  de 
repulsion,  ce  qui  implique  A > 0. 

2)  A l’equilibre  (stable)  l’energie  potentielle  est  mini- 
male. Dissocier  la  liaison  revient  a eloigner  infini- 
ment  les  deux  ions.  L’energie  a fournir  est  done  la 
difference  d’energie  des  etats  lie  et  non  lie. 
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Corriges 


Etude  des  invariances  et  symetries 

1 • a)  Plan  z = 0 

La  distribution  est  invariante  par  translation  selon  x ou  y done 
le  champ  ne  depend  que  de  z : E(M)  = E(z). 


7T+(M,  ey,  ez) 

tt+  (M,  <?,,  ey) 

Zi 

zi 

mxhyhzj) 

c H 

----> 

M (xh  yt,  z,) 

£ 

y 

y 

9 

xi  X 

9 

y>  y 

Tout  point  M appartient  a deux  plans  de  symetrie  (M,  ev,ez) 
et  (M,  ez,  ex)  done  le  champ  appartient  en  M,  a l’intersection 
de  ces  deux  plans  : il  est  done  selon  e..  Or  M est  choisi  quel- 
conque  done,  en  tout  point,  le  champ  est  selon  ez : 
E(M)=E(z)ez. 

Le  plan  z = 0 est  plan  de 
symetrie  des  charges, 
done  E(z)  = - E(z). 

b)  Cylindre  de  rayon  R 
II  y a invariance  par  rotation  autour  de  Oz  et  par  translation  le 
long  de  Oz  done  le  champ  ne  depend  que  de  r : E(M)  = E(r). 
Tout  point  M appartient  a deux  plans  de  symetrie  (M,  ur,  us) 
et  (M,  uz,  ur)  done  le  champ,  appartenant  a leur  intersection, 
est  porte  par  ur . M etant  quelconque  on  peut  conclure  que  le 
champ  est  en  tout  point  radial : E(M)  = E(r)  er . 


II  y a invariance  par  rotation  d’ angle  6 ou  <p  : le  champ  ne 
depend  que  de  r,  done  E(M)  = E(r). 

Tout  point  M appartient  a deux  plans  de  symetrie 
(M,  ur,  z<e)  et  (M,  Uq,,  ur)  done  le  champ  E appartient  a leur 
intersection  : il  est  done  porte  par  ur  . Le  champ  est  radial  : 
E(M)  = E(r)  ur. 

Il  y a invariance  par 
rotation  d’ angle  (p 
autour  de  l’axe  des  x, 
done  E(M)  = E(r,  0). 
On  peut  etudier  le 
probleme  dans  le  plan 
(j (Oz),  puis  deduire  le  champ  par  rotation  autour  de  cet  axe  et 
E(M)  = Er(r,  d)er  + Ee(r,  0)7e. 

Le  plan  x = 0,  mediateur  des  deux  charges,  est  plan  d’anti- 
symetrie  : en  tout  point  de  ce  plan  (d  = ± -y ) le  champ  lui 


est  perpendiculaire,  il  est  done  parallele  a l’axe  des  x,  et 
£(71  - 6)  = - sym  E(6). 


o et 

M' 

n M 

■ y/---rV  _* 

Uu - 

- a 

+ q y -q 

Les  plans  y = 0 (et  z = 0)  sont  plans  de  symetrie  puisqu’ils 
contiennent  la  distribution  done  le  champ  appartient  a ce 
plan  : on  retrouve  Tune  des  conclusions  de  l’etude  des  inva- 
riances : E = Erer  + Es  e$. 

3 • La  distribution  de  charge  est  invariante  par  translation 
suivant  x et  y done  : E(M)  = E(z). 


-p 
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CORRIGES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


Tout  plan  (M,  ex,  ez)  est  plan  de  symetrie  ainsi  que  tout  plan 
( M , ey,  ez),  la  distribution  etant  infinie  dans  les  deux  direc- 
tions x et  y.  On  en  deduit  que  le  champ  E,  appartenant  aux 
plans  de  symetrie,  est  selon  ez  en  tout  point  de  l’espace, 
done  : E{M)  = E(z)  ez. 

Le  plan  z = 0 est  un  plan  d’antisymetrie  done 

E(-  z)  = opp  (sym£'(z)),  ce  qui  se  traduit  par  E(-  z)  = E(z). 


Passage  d'une  densite  volumique 
a une  densite  surfacique 


1 • La  repartition  de  charges  est  invariante  par  rotation 
autour  de  l’axe  Oz.  En  travaillant  dans  le  systeme  de  coor- 
donnees  spheriques  M(r,  8 , (p)  , on  a E(M)  = E(r,  8). 
Travaillons  dans  le  plan  (p  = 0,  e’est-a-dire  le  plan  (.vOz) ; soit 
un  point  M dans  ce  plan.  Lejplan  (M,  Ox,  Oz)  est  un  plan  de 
symetrie  des  charges,  done  E(M)  est  dans  ce  plan.  II  en  est 
de  meme  quel  que  soit  le  plan  (p  = cte,  done  : 

E(M ) = Er(r,  8)ur  + Ee(r,  8)ud.  Le  champ  n’a  pas  de  compo- 
sante  sur  u 9 . 

2 • Remarquons  que  + p - p = 0 : la  densite  volumique  de 
charges  est  nulle  dans  l’espace  commun  aux  2 spheres. 

Pour  avoir  une  repartition  surfacique  de  charge,  il  faut  etre  en 
presence  d’une  repartition  volumique  («  grande  »)  sur  une 
epaisseur  « faible  » : la  translation  a des  deux  spheres  doit 
done  etre  petite  devant  R : a «R. 


Determinons  le  volume  dr  situe  entre  les  2 spheres,  vu  sous 

un  angle  dd  , entre  6 et  0 + d 6 ((p  variant  de  0 a 2n)  : 

dr  = dS  2kR  sin  0 

avec  dS  = hR  dd  et  h = a cos  8 

soit  dr=  2kciR1 2  sin  8 cos  8 dd 

La  charge  dq  situee  dans  cet  element  de  volume  est : 

dq  = 2npaR2  sin  8 cos  8 dd 


Determinons  sur  une  sphere  de  rayon  R la  surface  dS  inter- 
cepts (surface  hachuree  du  document)  par  dd,  entre  8 et 
0 + dd  (< p variant  de  0 a 27t)  : 
dS  = R dd  2nR  sin  8 = 2nR2  sin  8 dd. 

La  charge  dq  situee  sur  cet  element  de  surface  dZ  s’ecrit 
(avec  une  densite  surfacique  de  charges  <7 ) : 
dq  = crdX  = 2noR2  sin  8 dd . 

^identification  des  deux  expressions  de  dq  donne  : 

£7=  <70  cos  8 avec  <70  = pa. 

Remarque  : <70  existe  et  est  non  nul  si  p tend  vers  I’infini 
quand  a tend  vers  zero  : 
a0  = lim  (pa). 

a —>0 

p —>  °o 


426 
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Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


La  repartition  de  charge  est  invariante  par  translation  suivant 
z done  E(M)  = E{ x,  y ) = E(r,  0). 

Un  plan  z = cste  est  un  plan  de  symetrie  des  charges  done 
E appartient  a ce  plan  : 

E(M)  = Ex(x,  y)ux  + Ey(x,  y )uy 
= Er(r,  0)w,  + Eg(i\  Q)ue 
Le  champ  n’a  pas  de  composantes  suivant  uz. 


Pour  avoir  une  repartition  surfacique  il  faut  que  a « R. 
Travaillons  en  coordonnees  cylindriques  d’axe  Oz  : le  volu- 
me situe  entre  les  deux  cylindres,  entre  2 plans  de  cotes  z et 
z + dz  vu  sous  Tangle  d 6 est : 
dr=  dS  dz  avec  dS  = liR  dd  et  h = a cos  6 
d’oii  dr  = Ra  cos  6 dz  et  d q = pRa  cos  6 dz 
Sur  le  cylindre  de  rayon  R la  surface  elementaire  interceptee 
par  les  memes  plans  est : 
d£  = R dd  dz  et  dq  = oR  dd  dz 
ce  qui  conduit  a <7  = <70  cos  6 avec  <J0  = pa. 

O Determination  du  champ  a partir 
d'une  carte  d'equipotentielles 

Le  plan  du  schema  est  un  plan  de  symetrie  pour  les  charges. 
Le  champ  E est  done  contenu  dans  ce  plan.  E est  donne  par 
E - - grad  V . 

grad  V est  defini  par  dV  = grad  V.  d€,  dV  etant  la  variation  ele- 
mentaire de  V liee  a un  deplacement  elementaire  d€ . 

II  en  resulte  (cf.  cours)  que  le  vecteur  E en  M est  determi- 
ne par  : 

• direction  : normale  aux  equipotentielles  ; 

• sens  : dirige  vers  les  potentiels  decroissants  ; 

- dV 

• norme  : II  £ 11=  — , mesuree  le  long  d’une  ligne  de  champ. 

d€ 

On  peut  determiner  une  valeur  approchee,  au  point  M , de 
cette  derivee  par  : 

M MxM2 

Mx  et  M2  etant  deux  points  de 
potentiels  connus,  appartenant 
a la  meme  ligne  de  champ  que 
M et  encadrant  M . 

• Point  A : On  trace  la  norma- 
le aux  equipotentielles  passant 
par  A . Cette  droite  coupe  les 
deux  equipotentielles  les  plus 
proches  en  Ax  et  A2  . 

A€  = AxA2  = 6 mm  . A7  = 97  - 85  = 7 V . 

II  £(A)II  = — = L2kV.ni-1  . 

M 

E(A)  dirige  vers  A2 

• Point  B : A€  = 1,5  mm,  AV  = 7 V , 

II  E(B)  II  = 4,7  kV.m-1  . 

• Point  C : A€  = 3 mm,  AV  = 9 V , 

II  E(C)  II  = 3 kV.m-1  . 

La  ligne  V = 0 volt  n’a  aucune  signification  particuliere  ; 
e’est  la  difference  de  potentiel  entre  deux  points  et  non  sa 
valeur  en  un  point  qui  a un  sens. 

De  plus,  les  fils  etant  supposes  infiniment  longs,  il  est  impos- 
sible de  poser  V = 0 a Tinfini. 
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Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


0 Ionisation  de  I'atome 
d'hydrogene  (exo  d'oral) 

1 • La  distance  moyenne  entre  le  noyau  et  T electron  est  de 
l’ordre  de  a ~ 10-10  m. 

L’electron  est  soumis  au  champ  du  noyau  de  charge 
e = 1,6. 10-19  C et  au  champ  cree  par  une  source  exterieure 

Z7 

^applique  • 

Au  niveau  de  l’electron,  le  champ  cree  par  le  noyau  est  de 
l’ordre  de  : 

E0  = — = 9.109. 1,6.10“19  /10'20  * 1011  V.nT1  . 

471  £0Gf 

On  peut  admettre  que  l’ionisation  a lieu  si  le  champ  exterieur 
est  comparable  au  champ  cree  par  le  noyau,  soit 
Applique  - 10"  V . nr1  . 

2 • Le  champ  disruptif  de  l’air  3,6.106V. m-1  est  le  champ 
maximal  qui  puisse  exister  dans  l’air,  sinon  l’air  est  ionise  et 
une  decharge  se  produit. 

II  faut  done  appliquer  a l’hydrogene  un  champ  tres  important. 

Interaction  entre  un  anneau 
et  une  charge  (oral) 

1 • • Analyse  des  symetries 

Tout  plan  passant  par  l’axe  ( Oz ) est  plan  de  symetrie  pour 
les  charges.  On  peut  done  ecrire,  en  un  point  de  l’axe, 
E(M)  =Eez. 

Le  systeme  etant  invariant  par  rotation  autour  de  (Oz)  , les 
coordonnees  polaires  s’imposent  pour  reperer  la  position 
d’un  point  P du  disque. 

On  utilisera  aussi  Tangle  <p  tel  que  tamp  = — (z  > 0). 

ZM 

• Calcul  de  E par  integration 

L’ element  de  disque  qui  entou- 
re  le  point  P,  repere  par  ses 
coordonnees  polaires  (r  , 6) , a 
une  aire  dS  et  une  charge  : 
dq  = a dS  . 

Cet  element  cree  en  M un 
champ  : 

d E = d Ez7z  + d Efir . 

Comme  le  champ  total  est 
parallele  a ez,  on  ne  calcule 
que  cette  composante  : 

_ 1 <7dS  cosip 

z 47te0  PM2 

PM  = ~M  ; diS'  = r dep  dr  ; r = zM  tan  <p ; 
cos  <p 

par  invariance  on  peut  etendre  d5  a 27tr  dr  : tous  les  ele- 
ments du  disque  de  rayon  r contribuent  egalement  a d E,_. 


j zm&<P  . ,r  n.  q sin  m , 
d ou  : dr  = ; — et  dS  = 27t  z -f—  dip 


Ce  qui  donne  : 


cos2  (p 


cosJ  i p 


_ <7  sin  (p  dip 

2e0 


et : 


d E, 


disque 


usin  i p dip 

2e0 


cp  = 0 


L’integration  est  immediate,  et  on  obtient  : 

E = ^-(l-cosa)ez  (zM>  0). 
zeQ 

Dans  le  cas  du  disque  evide  il  faut  sommer  de 

Ri  R-, 

a{  = atan  — a a2  = atan  — . 

ZM  ZM 

On  obtient  E = (cos  ax  - cos  a2)0 

2fo 

= ^ M / 1 1 \ - 

2e0  \ + ZM  Jr 2 + ZM  ) 

2 • Le  systeme  est  conservatif  : on  peut  appliquer  soit  le 
theoreme  de  l’energie  cinetique,  soit  la  conservation  de 
l’energie  mecanique  pour  arriver  rapidement  au  resultat. 

Em(z0)  = mvg  + qV(z0) 

avec  V(z0)  potentiel  cree  par  T anneau  en  z0. 

Si  v0  est  la  vitesse  minimale,  la  particule  arrive  avec  une 
vitesse  nulle  en  z = 0. 

Son  energie  vaut  alors 
£m(0)  = qV(  0) 

On  en  deduit  que  vo  = -i  — (V(0)  - L(zo)) 

V m 


Or  V(0)  - 


rz o - 
V(z0)=  E. 
Jo 


d€ 


Edz 


’o 


Calculons  la  circulation  C de  E de  0 a 


z dz 


z dz 


2£q  Jo  (R\  + z2)112  (Rl  + z2)1/2 


= C 

zo- 


f °d(^f  + z2)+1/2 
lo 


d(R\  + z2)+I/2 


d’oi  c = ^ ([^lo0  _ F2 + z2U  1 

= (M+4  - M +Ri  - Ri) 
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© Champ  de  pesanteur  au  sommet 
d'une  montagne 


1  • Entre  ces  deux  champs  on  a les  correspondances  suivan- 
tes  : 


electrostatique 

gravitation 

champ  E 

— * 

champ  'S 

(=  g pour  le  champ  terrestre) 

charge  q 

masse  m 

densite  volumique 
de  charge  p 

masse  volumique  p 

constante  K = — - — 
47T£o 

constante  - G 

2  • On  considere  la  tranche  d’epaisseur  infinitesimale  dz  et 

de  cote  z et  d’aire  S(z)  . Sa  densite  surfacique  est : 

, charge  pS(z)dz 

d(j= = = pdz  . 

surface  S(z) 


Meme  si  la  forme  de  la  montagne  est  irrealiste,  on  a la  encore  un 
ordre  de  grandeur  correct.  Cette  variation  de  g est  mesurable. 


Le  champ  cree  en  un  point  de  son  axe  par  un  disque  de  den- 
site surfacique  uniforme  a est  dirige  selon  l’axe  et  a pour 
norme  (cf.  le  cours  et  Yexercice  5)  : 

E = -^(1-cosa) . 

2e0 


Le  champ  cree  en  0 par  la  tranche  dz  est  done  : 
dE  = dE~ez,  avec  dE  = ^^(l-cosa) . 

2e0 

L’ angle  a est  ici  identique  pour  toutes  les  tranches.  II  suffit 
done  d’integrer  dz  , et  on  obtient  : 

E(0)  = ^-(1- cos  or) . 

2e0 


£$  Analyse  d'un  champ 
electrostatique 

a)  cree  par  des  charges  ponctuelles 

1 • Le  champ  est  convergent  au  voisinage  d’une  charge  nega- 
tive et  divergent  au  voisinage  d’une  charge  positive.  Une 
ligne  de  champ  qui  ne  passe  pas  par  un  point  de  champ  nul  ne 
peut  done  pas  relier  deux  charges  de  meme  signe.  On  deduit 
ainsi  de  l’analyse  du  schema  : 

qx  > 0 , q2  > 0 , q3  < 0 , qA>  0 et  q5>0. 

2 • Les  charges  qi  et  q2  etant  de  meme  signe,  il  y a neces- 
sairement  un  point  oil  le  champ  est  nul  sur  le  segment  qui  les 
relie.  II  en  va  de  meme  pour  q4  et  q5 : les  points  C et  D sont 
respectivement  ces  deux  points  de  champ  nul  : en  ces  points 
se  croisent  deux  lignes  de  champ  ce  qui  n’est  possible  que  si 
le  champ  y est  nul. 

C’est  ce  meme  raisonnement  qui  permet  de  dire  qu’en  A et 
B le  champ  est  aussi  nul. 

3 • Sur  le  cercle,  les  quatre  quarts  sont  orientes  : de  C vers 
A,  de  D en  A,  de  C vers  B,  de  D vers  B.  A l’interieur  du 
cercle  : de  A vers  0,  de  B vers  0.  A l’exterieur  du  cercle  : 
de  A vers  A',  de  B vers  B' . 


3  • On  peut  considerer  le  systeme  comme  une  superposition 
de  distributions  Actives  de  masses  (cf.  schema  ci-dessous). 
D’apres  le  resultat  precedent  et  l’analogie  entre  les  champs 
electrostatique  et  de  gravitation  : 

g'  = 2k  G p h (1  - cosa) . 

Et  done  gi=  go  + g' , d’oit : 

A g = 2n  G p li  (1  - cosa) . 

Numeriquement,  on  obtient  Ag  = 1,1 . 10-3  m.s-2  . 


4 • Le  plan  passant  par  la  charge  centrale  et  qui  est  normal  a 
l’axe  qui  porte  les  charges  est  plan  de  symetrie.  On  en  deduit 
que  q5  = qx  et  q4  = q2  . 

5 ® On  considere  la  courbe  fermee  formee  par  les  quatre 
lignes  de  champ  qui  relient  les  points  de  champ  nul  A , £ , C 
et  D . Cette  courbe  engendre  une  surface  fermee  Z par  rota- 
tion autour  de  l’axe  qui  porte  les  charges.  Sur  Z , le  champ 
est  en  tout  point  soit  nul,  soit  tangent.  Le  flux  de  £ a travers 
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E est  done  nul.  D’apres  le  theoreme  de  Gauss,  la  charge  tota- 
le  enfermee  dans  E est  nulle.  On  en  deduit  : 

q2  + <73  + <?4  = 0 ou  encore  2 q2  = - q2 . 
Remarques 

Si  la  relation  etait  2 q2  > - q3  , alors  des  lignes  de  champ 
issues  de  q2  (et  de  q4)  partiraient  vers  I’infini. 

Dans  le  cas  2,  q2  < - q2 , alors  des  lignes  de  champ  issues  de 
q2  viendraient  de  I’infini  ou  des  deux  autres  charges. 

b)  tree  par  une  distribution  filiforme 

1 • Le  plan  du  schema  est  plan  de  symetrie,  ainsi  que  le  plan 
qui  contient  les  trois  fils.  Le  systeme  est  egalement  invariant 
par  translation  parallelement  a la  direction  des  fils. 

2 • D’apres  le  sens  des  lignes  de  champ,  ou  en  considerant 
que  le  flux  de  £ a travers  un  cylindre  qui  entoure  le  fil  de 
gauche  est  positif.  On  en  conclut,  d’apres  le  theoreme  de 
Gauss,  que  ce  fil  est  charge  positivement. 

De  meme,  on  voit  que  le  fil  du  milieu  est  charge  negative- 
ment,  et  le  fil  de  droite  positivement. 

3 • On  considere  un  parallelepipede  dont  la  base  est  consti- 
tute par  le  plan  du  schema,  et  de  hauteur  (parallele  aux  fils) 
egale  a h . Le  flux  de  £ a travers  les  deux  bases  est  nul  (£ 
est  parallele  au  schema)  et,  d’apres  l’orientation  des  lignes  de 
champ  aux  points  consideres,  le  flux  de  £ a travers  les  qua- 
tre  autres  faces  est  positif.  D’apres  le  theoreme  de  Gauss,  on 
peut  en  conclure  que  la  somme  des  charges  situees  a l’interieur 
du  parallelepipede  est  positive.  La  charge  totale  des  fils  est 
positive  (les  lignes  de  champ  divergent  loin  des  fils). 

4 • Les  deux  lignes  de  champ  qui  encadrent  A (et  B)  ainsi  que 
celles  obtenues  par  translation  de  h vers  « le  haut  » qui  enca- 
drent A'  (et  B')  permettent  de  definir  un  tube  de  champ  avec 
deux  sections  rectangulaires  d’aires  SA  = heA  et  SB  = heB . 
Dans  cette  zone  il  n’y  a aucune  charge  (les  charges  sont  loca- 
lises sur  les  fils),  done  le  flux  de  £ a travers  ces  deux  sec- 
tions a la  meme  valeur.  Si  les  largeurs  eA  et  eB  sont  prises 
orthogonales  au  champ,  et  si  on  suppose  que  le  champ  est 
quasi  uniforme  sur  chaque  section  : 

E(A)  heA  ~ E(B)  heB  . 

On  mesure  sur  le  schema  : eA  ~ 6 mm  et  eB  ~ 1 1 mm  . Done 
E(B)  ~ 55  V.nr1. 


sSeB 

^ h 

eA 



5  • Les  tubes  de  champ  deviennent  tres  larges  au  voisinage 
du  point  C ; le  champ  y est  done  tres  faible,  en  comparaison 
du  champ  dans  les  autres  zones. 

Remarque  : II  existe.pres  du  point  C,  un  point  de  champ  nul : 
la  somme  vectorielle  des  champs  crees  par  les  trois  fils  est 
nulle. 


0 Champ  cree  par  un  fil  infiniment 
long  uniformement  charge 

1 • Le  systeme  de  coordonnees  adapte  est  un  systeme  de 


coordonnees  cylindriques  (r  , 0 
confond  avec  l’axe  du  fil. 

Tout  plan  contenant  l’axe 
(Oz)  est  plan  de  symetrie  ; £ 
est  done  contenu  dans  le  plan 

(er , ez)  . 

Le  fil  etant  infini,  tout  plan 
normal  a (Oz)  est  egalement 
plan  de  symetrie  : £ est  done 
contenu  dans  le  plan  (er , e e). 

E est  done  oriente  comme  er : 
E(M)  = £(/;  6,z)er. 

Le  systeme  est  invariant  par 
rotation  autour  de  l’axe  (Oz) . 

E est  done  independant  de  6 . 

Le  systeme  est  invariant  par 
translation  parallele  a l’axe 
(Oz) . E est  done  independant 
de  z . 

En  conclusion,  £ (M)  = E(r)  er . 


z)  dont  l’axe  (Oz)  se 


2 ® La  norme  de  £ est  invariante  sur  une  surface  cylindrique 
E1  , de  rayon  r et  de  hauteur  h quelconque,  passant  par  le 
point  M . En  lui  ajoutant  les  bases  E et  E^ , on  fabrique  une 
surface  fermee  £.Lefluxde  £ a travers  E s’exprime  tres 
simplement  en  fonction  de  E(r) . 

• Le  flux  de  £ a travers  les  bases  E et  Ei  est  nul,  car  £ 
est  parallele  a ces  surfaces.  Le  calcul  du  flux  de  £ a travers 
E se  limite  done  a la  surface  Et  . 

• La  normale  a Ex , orientee  vers  l’exterieur  de  £,  se  confond 
avec  er . E a la  meme  valeur  E(r)  en  tout  point  de  la  surfa- 
ce Ex  dont  l’aire  est  egale  a 2 7t  r h.  On  peut  done  ecrire  : 

0=2  n r h E(r) . 

L’autre  expression  du  flux  0 , obtenue  par  le  theoreme  de 
Gauss,  est  differente  selon  que  le  point  M est  a l’interieur  ou 
a l’exterieur  du  cylindre  charge  : 

•si  r<a  (point  a l’interieur),  la  charge  contenue  a l’interieur 
de  £ est  Q = pn  r2h  : 


0 = 


pur1  h 
£o 


= 2 7t  rhE(r) ; 


d’ou 


pour  r<a\ 


430 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


• si  r > a (point  exterieur,  comme  sur  la  figure),  la  charge 
contenue  a l’interieur  de  Z est  Q = pn  a1  h . 


0- 


pna~li 


■ 2nrhE(r) ; 


d’ou  E = — ~er  pour  r>  a . 


2e0r 


5 • Par  definition  : A - 


charge 

longueur 


Une  longueur  h de  fil  occupe  un  volume  V = na2  h et  contient 

une  charge  Q = p n a2  h , et  done  A = pn  a2 . 

n’  ' ? Ac  _ . 

D ou  : E = i — er  si  r < a 

2 7t  Cl  £q 


A _ 

et : E = er  si  r>  a . 

2 k £0r 

Lorsque  a tend  vers  zero  a A constant,  le  champ  a l’exte- 
rieur  garde  la  meme  expression.  Le  champ  au  niveau  de  la 
surface  tend  vers  l'infini. 

Remarques 

• Le  cas  limit e du  fil  infiniment  fin  (filiforme)  correspond  a 
une  densite  volumique  infinie  et  a un  champ  infini  au  niveau 
du  fil. 

• Pour  ce  cas  limite,  on  pent  calculer  directement  le  champ  en 
ecrivant  que  la  charge  contenue  a /’  interieur  de  Z est  egale 
a Ah  . 


4 • Connaissant  E(r) , on  peut  determiner  V(r)  par  integra- 
tion : 

p — dL^ 

E = - grad  V = er  . 

dr 

V est  done  une  primitive  de  - E(r)  : 


Ar 


Ana  £ 


-+C  si  r<a 


o 


et 


1/  ^ , r 

V = -~ In — si  r>  a , 


2k£0  r0 
en  prenant  un  potentiel  nul  pour  r = r0 


V etant  continue,  C = — 


A 


2 K £q 


In—  — — 

ro  2 


rn 


Remarque  : L’ expression  de  V montre  bien  qu'il  est  impos- 
sible de  choisir  la  constante  d’  integration  par  la  condition 
V=0  pour  r infini,  car  il  y a des  charges  a l’infini. 

On  peut  choisir  r0  = a pour  « simplifier  » l’expression  de  V. 

5 • • Les  symetries  sont  identiques,  ainsi  que  l’expression  du 
flux  en  fonction  de  E{r). 

•Si  r < a (point  a Linterieur),  la  charge  contenue  a l’inte- 
rieur de  Z est  nulle  : 

0 = 0 = 2 n r h E(r)  ; d’ou  E = 0 . 

• Si  r > a (point  exterieur),  la  charge  contenue  a l’interieur 
de  Z est  Q = a2nah. 


o2nah  £ oa  _ 

0= = 2nrhE(r) ; d ou  E = er 

£i\  £n  r 


Une  longueur  h de  fil  contient  une  charge  Q = o2nah  , done  : 


On  retrouve  done  E = 


charge 

longueur 

A _ 


271  £0r 


= o2na . 


si  r > a. 


Le  potentiel  garde  la  meme  expression  a l’exterieur,  et  il  est 
uniforme  (champ  nul)  a l’interieur  : 

A r . 

V= In — si  r>a 

2n£0  r0 


et 


V = 


A a . 

In — si  r < a . 

2ke0  r0 


La  encore  on  peut  choisir  r0  = a si  l’on  veut. 


Q Charges  uniformement  reparties 
entre  deux  plans  paralleles 

1 • Tout  plan  parallele  a l’axe  Oz  et  passant  par  M est  plan 
de  symetrie  pour  les  charges.  E est  done  parallele  a ez . 

Le  systeme  est  invariant  par  toute  translation  parallele  a ex 
ou  a ey  . On  en  conclut  que  E = E(z)  ez . 

2 • Le  plan  z = 0 est  plan  de  symetrie.  Si  M et  M'  sont 
deux  points  de  cotes  z et  - z , E ( M’ ) est  symetrique  de  E 
( M ) , soit  E{—  z)  = - E(z) . E(z)  est  done  une  fonction  impai- 
re  et  on  limite  les  calculs  au  cas  z > 0 . 

3 • E est  uniforme  sur  toute  surface  orthogonale  a ez . On 
choisit  done  comme  surface  de  Gauss  Z un  cylindre  de  base 
orthogonale  a ez  , passant  par  le  point  M de  cote  z et  le 
point  M'  de  cote  -z.Lefluxde  E a travers  la  partie  de  Z 
qui  est  parallele  a ez  est  nul,  et  les  flux  de  £ a travers  les 
deux  bases  sont  egaux  a S E(z) . 


• Premiere  expression  du  flux  : 

0=2  E(z)  S (pour  z > 0)  . 
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• Cas  z > — : 

2 

le  cylindre  decoupe  dans  la  zone  chargee  une  « rondelle  » 
d’aire  S et  d’epaisseur  e . La  charge  interne  a Z est  done 
Q = p S e . La  deuxieme  expression  du  flux  est  done  : 


charge 

5 • Par  definition  : a = . Une  rondelle  d’aire  S a 

surface 

un  volume  V = S e , et  renferme  une  charge  Q = p S e . On 
en  deduit  cr=  p e . Le  champ  s’exprime  alors  par  : 


0=P^. 

2£0  z 

2 

£q 

zt  erz  _ 

e 

e 

En  egalant  les  deux  expressions  de 

0 , on  obtient : 

• E = e7 

£0e 

81  2 <Z< 

2 

tT  pe  ^ e 

E = e,  si  z > — et  E = 

pe  _ . e 

C-  si  z <-  — • 

-»  (T 

2 s0  - 2 

2s0  2 

• E-  e 

si  z > — . 

2 £0  - 

2 

• Cas  0 < z < — : 

2 

6 • Le  champ  a l’exterieur  qui 

ne 

le  cylindre  est  entierement  plonge  dans  la  zone  chargee.  II 
decoupe  dans  celle-ci  une  « rondelle  » d’aire  S et  d’epais- 
seur 2z  (si  z > 0)  . 

La  charge  interne  a S est  done  Q = 2 p S z . 

La  deuxieme  expression  du  flux  est  done  : 

0 = ~ P ^ - (p0ur  z > o) . 

£o 

En  egalant  les  deux  expressions  de  0 , on  obtient : 

2-f^- 

fc0 

Les  valeurs  de  E(z)  pour  z < 0 se  deduisent  de  : 

E(-  z)  = - E(z)  . 


Conclusion  : 
_pe_ 
2e0 


r Pe~  ■ ^ e 

E = e-  si  z < — : 


E=^ez 

£q 

E = ^t 
2 e0 


e e 

- < z < - 
2 2 


(le  champ  est  bien  dirige 
selon  - 7:  pour 

0 > z > - — 

2 

puisque  z y est  negatif) 


si  z > — 
2 


4 • Le  potentiel  s’obtient  par  integration  de  E(z) 

- * dV 

E=-  grad V , done  E(z)  = ; 

dz 

V(z)  est  une  primitive  de  - E(z)  . On  obtient : 

p e e 

• V = z + C)  si  z<  — ; 


2 £n 


■ V = - 


pz  . e e 

h C?  si  — < z < — ; 

2e0  2 2 2 

pe 


•V  = — tZ—z  + C-i  si  z > !L 

2e0  2 ■ 

La  fonction  V(z)  etant  continue  : 

2 


Ci  = C2+  et  C3  = Cj  . 


8e, 


o 


inchange  lorsque  e tend  vers  zero.  A la  limite  ( e = 0)  le 
champ  subit,  a la  traversee  du  plan  z = 0 , une  discontinuite 

d’ amplitude  — . 

£o 


7 • 


>z 

e/2 

xZj  pdz 

x M(z) 

- e/2 

Le  plan  de  cote  zt  cree  un  champ  en  z > zb  un  champ 


pdz 

2e0 


en  z <zx  done 


pour  z > — 
E(z) 


re/2 

J-e/: 


pdz  _ pe_  _ _a_ 

c/2  2 So  2Sq  2£q 


pour  - A < z < — 
2 2 


On  peut  faire  le  choix  de  C2  = 0 pour  « simplifier  ». 


E(z) 


= r ^+r 

J-  c/2  2e0  Jz 


e'2  pdz 
2 £q 


PL 

£o 


az 

es0 
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pdz 

2e0 


pe a_ 

2e0  2e0 


© Champ  cree  par  une  sphere 
chargee  en  volume 

1 • Le  systeme  de  coordonnees  adapte  est  un  systeme  de 
coordonnees  spheriques  (r  , 6 , <p)  . 

Tout  plan  contenant  le  centre  0 est  plan  de  symetrie  ; en  M 
le  plan  de  la  feuille  ee(M,  en  ee)  est  plan  de  symetrie  ; ainsi 
que  le  plan  (M,  en  ev) ; E est  done  radial : E(M ) = E er . 


Le  systeme  est  invariant  par  rotation  autour  de  tout  axe  pas- 
sant par  0 . E est  done  independant  de  6 et  de  tp . 

Le  champ  electrique  est  done  de  la  forme  E = E(r)  er . 


E(r ) est  uniforme  sur  la  sphere  E de  rayon  r passant  par  le 
point  M . 

La  normale  a E , orientee  vers  l’exterieur  de  E , se  confond 
avec  er  . 

L’aire  de  E est  egale  a 4 n r2  . 

Le  flux  de  E a travers  E s’exprime  done  tres  simplement  en 
fonction  de  E(r)  : 

0 = 4 7t  r2  E(r) . 

L’  autre  expression  du  flux  0 , obtenue  par  le  theoreme  de 
Gauss,  est  differente  selon  que  le  point  M est  a l’interieur 
ou  a l’exterieur  de  la  sphere  chargee  : 

•si  r<a  (point  a Tinterieur),  la  charge  contenue  a l’interieur 
de  E est  Q(r) : 


0 


Q(r) 

eo 


d'  ou 


Q(r) 

4ne0r 2 


•si  r>  a (point  exterieur,  comme  sur  le  schema),  la  charge 
contenue  a Tinterieur  de  E est  la  charge  totale  Q : 

0 = — , d'  ou  E = — — — -~e  . 

e0  4jr£0r 

A l’exterieur  d’une  distribution  a symetrie  spherique,  le 
champ  electrique  est  equivalent  au  champ  cree  par  une  char- 
ge ponctuelle  situee  au  centre  de  la  distribution. 

3 • Si  la  densite  volumique  de  charge  est  uniforme,  Q(r)  est 
proportionnelle  au  volume  de  la  sphere  de  rayon  r , soit : 

r3 

Q(r)=  Q—  pour  r<a  . 
a 


On  obtient  done  E = ■ 


Qr 


4n  e0a 


jer  pour  r < a et  une  expres- 


sion inchangee  E - 


4n  e0r 


—er  pour  r > a . 


Le  potentiel  s’obtient  par  integration  du  champ  : 

- * dV 

E = - grad  V , done  E(r)  = . 

dr 


Si  r > a avec  V — > 0 pour  r — > °°,  la  constante  d’integration 

2 


est  nulle  et  V = 


r < a et  V = -■ 


Qr1- 


-C. 


4ne0r  8ne0a 

Le  champ  restant  fini  (et  continu),  V(r)  est  continue  en  a 

3 Q 


d’oil  C - 


8ne0a 


Champ  et  potentiel  crees  par  une  sphere 
uniformement  chargee  en  volume 


4 • Le  potentiel  et  le  champ  ont  meme  expression  a l’exte- 
rieur  (r  > a)  . En  revanche,  Q{r)  est  toujours  nul  a Tinte- 
rieur ; d’ou  : 

• E{r)  = — — — T et  V = — — — si  r>  a ; 

47t£0r  4jt£0r 

• E(r)  = 0 et  V = — — — (uniforme)  si  r < a . 

4n  e0a 

Le  champ  est  discontinu  mais  fini.  Le  potentiel  reste  done 
continu. 
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Distributions,  champ  et  potentiel  electrostatiques 


On  remarque  que  la  discontinuite  du  champ  : 

E{a+)-E(a~)= — — — x-estegalea  — avec  cregalala 

e0  ’ 

densite  surfacique  de  charge. 


Analogic  gravitationnelle  : 
champ  de  pesanteur 
dans  une  cavite  spherique 


1 • Le  principe  de  la  solution  est  le  suivant : 
Par  analyse  des  symetries  E = £(r ) er . 

Soit  X la  sphere  de  rayon  r , avec  r <R  . 


X contient  la  charge  Q(r)  = p x volume  = 


4 3 

—7 ir  p. 
3 


On  applique  le  theoreme  de  Gauss  a X : 
4nr2  E(r)  = O—L  . 


© Modelisation  d'un  noyau 


1 • La  charge  d q com- 
prise entre  deux  spheres 
de  rayon  r et  r+  dr 
c’est-a-dire  dans  le 
volume  dr  = 47tr2  dr 
s ’exprime  facilement, 
la  densite  y etant  uni- 
forme et  egale  a p(r). 
d q = p dr=  p x 47tr2  dr 
La  charge  totale  s’obtient  done  en  sommant  toutes  les  contri- 
butions : 

Q = Jg  p(f)  4nr2  dr  = ^ p0  ^1  - j 47tr2  dr 


p0  8ji a3 

15 


-*  pr 

D’ou  le  resultat : E = — — er  pour  r <R  . 

3e0 

2 • Le  champ  electrostatique  et  le  champ  gravitationnel  sont 
formellement  analogues.  Le  champ  de  gravitation  en  un  point 

interieur  est  'S  = (fi(r)er , avec  : 

<g(r)  = -47tG-^rer  ou  %M)  = -4jtG-^  OM  . 

G est  la  constante  de  gravitation  universelle  qui  correspond 

a — dans  l’analogie. 

4jre0 

3 • On  affecte  l’indice  1 au  systeme  etudie,  l’indice  2 a la 
Terre  sans  cavite  et  Tindice  3 a une  sphere  pleine  de  masse 
volumique  p occupant  l’espace  de  la  cavite.  On  peut  consi- 
derer  que  (2)  est  la  superposition  de  ( 1)  et  (3)  : 


La  superposition  des  distributions  implique  l’addition  des 
champs  : 

^2{M)  = + ^(M)  . 

D’apres  la  question  2)  : 

<%m  = -47iG yOM  et  ^(M)  =-4kGjCM  . 

On  obtient  done,  en  remarquant  que  OM  - CM  = OC  : 

<i1(M)  = -4nG^-OC. 

Le  champ  de  gravitation  est  done  uniforme  dans  une  cavite 
spherique,  quel  que  soit  son  rayon. 


2 • En  tout  point  exterieur  a la  sphere  E ■ 

0 Pn  87tfl3  2 pna3 

or  — — - = = =! 

4n£0r2  15.47i£(,r2  15e0r2 


47t£0f2 


2 p0a3 
I5e0r' 


r . 


3 • Le  champ  est  radial  et  ne 
depend  que  de  r : on  peut 
appliquer  le  theoreme  de 
Gauss  en  une  sphere  de  rayon 
r pour  surface  de  Gauss. 

En  un  point  M de  la  surface 
de  Gauss,  on  a bien 
E . dS  = E . dS  et  E uniforme 
sur  toute  la  surface 
r r 

alors  <:>  E.dS  = 4 nr2  E{r). 


qint  est  la  charge  comprise  dans  la  sphere  de  rayon  r 
soit,  en  reprenant  le  calcul  fait  en  1.,  en  integrant  de  0 a r : 


Po47t 

15 


5r3  - ^ 


done  E(r ) ■ 


P°4n(5r 

15.47t£0r2 


Po  ( 1 r : 


Po  l r r- 


£o  V 3 5a2 


- E-m,  = — X 


5a2 


On  verifie  la  continuite  de  £ en  r = a : E(r  = a)  ■ 


2poa_ 

15fib 


4 • Kxt('')  = - £ dr  + cte  = 


2 p0fl3 

15£0r 


avec  V(oo)  = 0. 


Ou  encore  en  prenant  la  reference  de  potentiel  V(°°)  = 0 

2p0a3 


h; 


alors  Lext(/-)  = - £ dr 


15f hr 
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CORRIGES 


5*  Vint(r)=-  \EAr  + cte  =*»  \ ^ f ) dr  + cte 


[ — f- 

J £o  \3 

+ cte. 


Vt(r)=- 

mt  e0  l 6 20a2 

La  constante  est  obtenue  par  continuite  soit 

Vint  (a)  = Vext(a)  = - ^ (—  - + cte 

& \ 6 20a2 1 


soit  cte  = 


Po« 


£o 

A + 1 

15  6 


Po2a2 

15£q 


20 


Poa- 

4fb 


Po  / /' 


II  vient : Vint©)  = — - 


»-2 


r~ 


£o  v 6 
Po  ' - 2 

£o 


T 


20a2 

,-4 


Po« 


4 *b 


r 


20a2  4 


ra 

On  aurait  pu  aussi  calculer  Vint(;')  - Vext(;'  = a)  = — E dr. 

© Interaction  proton  - electron 
(Modele  de  Thomson  de  I'atome 
d'hydrogene) 

1 • Determinons  le  champ  E i cree  par  la  sphere  uniforme  - 
ment  chargee  ; E { est  radial  et  ne  depend  que  de  r : 
E\=Ex{r)  ur . 

Pour  r > R tout  se  passe  comme  si  la  charge  totale  de  la 

Q 


sphere  etait  en  0,  soit : £,(r) : 


pour  r > R. 


4k  £0r2 

Pour  r < R , P application  du  theoreme  de  Gauss  donne  : 

r pour  r < R. 


Et(r)  4k r2  = Q ~ soit  Ex{r)  = — — 


,3 

R 3 IW  4k  e0R3 

On  pourra  se  reporter  a l’exercice  10  (incontournable)  pour 
un  calcul  plus  detaille. 

Sachant  que  E = E0  + Ex,  cela  donne  sur  l’axe  Ox  : 


2 • La  particule  - q est  soumise  a la  force  - qE  dont  la 
resultante  est  nulle  si  E = 0.  Ceci  n’est  possible  que  si 

— — - pour  que  les  deux  points  A et  B existent.  II 

Q 


Er,  < 


4k£qR~ 

existe  done  deux  positions  d’equilibre  si  E0  < 


Pour  etudier  la  stabilite  determinons  l’energie  potentielle  de 
la  particule,  Ep  = - qV  : 

-2 EftR 


x < -R  : V = -E0x- 

4K£ftX 

exemple  V=0  en  x = -R. 

- R < x < 0 : V = - E0x  - 

&KEftR3 

prenant  a nouveau  V = 0 en  x = - R. 
L’ allure  de  V(x)  est  la  suivante  : 


4k  ^R 


en  prenant  par 


Qx1 


- EqR  + 


87ceo/? 


en 


En  effet,  etudions  les  concavites  pour  x en  A et  B : 
dV 


x<-R: 


dx 


-En  + 


4k  EftX2 


;*a  = - 


4K£ftEft 


= ^0—  — > 0 pour  x < 0 done  la  concavite  est 

dx2  4k  Eft  x3 

vers  le  haut  en  particulier  en  xA. 

-R<x<0:  - =- Eo ; xB  = - 4n£oEoRi 

dx  4k£qR3  Q 


d2V 


< 0 Vx,  done  la  concavite  est  vers  le  bas. 


dx2  47te0^3 

Sachant  que  Ep  = - qV,  la  position  d’equilibre  stable  est  en  B 
4K£0R3Eft 

avec  xfi  = u . 

2 

3 • Le  mouvement  de  la  particule  est  donne  par  les  solutions 
de  P equation  differentielle  : 

\=~qE  = ~ qUft  + Qx 

dr  V 47tf0I?3 

Posons  y = x- xB,  cela  donne  : 

d2y  In  . Q 1 Qxb 

m—^r  =-  q\Eft+  * y + 


dr2  V 4ke0R3  ' 4ke0R 3 


c/Q 


4K£ftR 


-y  (y  = 0 est  la  position  d’equilibre) 
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Le  mouvement  sera  bien  un  mouvement  sinusoidal  si  la  par- 
ticule  reste  dans  le  domaine  - R < x < + R.  A est  toujours 

entre  - R et  0,  done  am  = R - £(l 


am  est  au  maximum  egal  a R si  E0  = 0. 
Cherchons  la  pulsation  a>0  du  mouvement  : 

qQ 


®o  = 


4nec,mR3 


et  ©o  = 


qQ 

47t  e0mR3 


(1,6 10~19)2.9 109 


1/2 


4 • A.N.  :a>0- 

L 9 1 0-31  .(53)3.  10  - 36  J 
Cette  moderation  rend  compte  du  comportement  de  (electron 
de  l’atome  d’hydrogene  dans  le  modele  de  Thomson  oil  la  char- 
ge du  proton  est  uniformement  repartie  sur  le  volume  de  Tatome. 


© Champ,  potentiei  et  capacite 
d'un  condensateur  plan 

1  • Commenfons  par  etudier  les  symetries  et  invariances  : 
les  plaques  se  comportant  comme  des  plaques  infinies,  le  sys- 
teme  de  charge  est  invariant  par  translation  suivant  x et  y, 
done  le  champ  ne  depend  que  de  z : 

E(M)=  E(z). 

Soit  un  point  M de  l’espace,  tout  plan  perpendiculaire  aux 
plaques  et  passant  par  M est  un  plan  de  symetrie  des  char- 
ges, done  E est  suivant  u,  : 

E(M)=  E(z)  u,. 

Le  plan  z = 0 est  un  plan  d’antisymetrie  des  charges  done 
E(—  z)  = + E(z). 

Prenons  les  3 surfaces  de  Gauss  ci-dessous  : il  n’y  a aucune 
charge  a l’interieur  de  ces  surfaces  done  : 

[£(z,)-£(z2)]  dS=  — 
soit  £(Zl)  = £(z2). 

Le  champ  electrique  est  uniforme  dans  les  3 zones,  mais  n’a 
pas  necessairement  la  meme  valeur. 


2  • Rappelons  qu’un  plan  infini  uniformement  charge  cree 

un  champ  : 

2e0 


plan  infini 

<7  - 
— u7 

2«b 

charge  cr>  0 

(7  -» 

u2 

l£0 

Superposons  les  differents  champs  : 


composante 
du  champ 
suivant  a. 

plaque 
chargee 
- <7 

plaque 
chargee 
+ a 

ensemble 

des 

2 plaques 

. e 

a -» 

a - 

z > — 
2 

U7 

2e0 

H M, 

2£0 

0 

e ^ . e 

a - 

a - 

a - 

< z < — 

+ — u- 

+ U- 

— U- 

2 2 

2Sq 

2£0  ' 

£o 

, e 

a - 

a - 

_» 

z < 

2 

+ U- 

2£0 

uz 

2£0 

0 

On  retrouve  bien  des  champs  uniformes  dans  les  3 zones. 


3  • Le  plan  z = 0 est  plan  d’antisymetrie  done 
£(z)  = + £(-  z) 

Considerons  une  surface  de  Gauss  qui  traverse  les  deux 
plaques  


£(2) 

t dSi 

£(-z> 

. dS2 

r-  dS  (tS 

E.dS  = + 

£o 


£(z).dSj 


+ 


E(z).dS2 


= + E(z)S-E(-z)S 
= 0 ! 

On  ne  peut  que  verifier 
£(z)  = £(-  z). 
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Considerons  une  surface  de  Gauss  « a cheval  » sur  une  des 
plaques 


dS2 

Z2 

ext 

int 

E 

(Zi) 

Z1 

\ 

dSi 

E.dS  =-  — = - £in[ S + Ee. 
£o 


La  encore  on  ne  peut  obtenir  que  £ext  - Eint. 

En  posant  comme  hypothese  supplementaire  que  le  champ  est 

nul  en  dehors  du  condensateur,  on  retrouve  alors  E = — 

£o 

entre  les  plaques. 

4 •£=-  gradV  =S  dV  = -EM  = -E  dz 

d’ou  V = - — + cste. 

£o 


d’ou  C = 

e 


© Energie  d'une  liaison  ionique 

1 • Le  2e  terme  est  un  terme  de  repulsion  entre  les  deux  nua- 
ges  electroniques  de  meme  signe  des  deux  ions  (non  interpe- 
netrabilite  des  atomes),  A,  est  done  > 0. 

La  position  d’equilibre  (stable)  est  celle  du  minimum  d’ener- 
gie  potentielle. 

dE 

Elle  est  done  solution  de  — — = 0 : on  voit  bien  que  sans 
dr 

le  2e  terme  cette  derivee  ne  s’annulerait  pas. 


2» 


^ = ^ 
dr  47t£or2 


9Ag 

4ne0rw 

_ 9 Alg 
r8 


done  a l’equilibre  = — 


alors  E, 


P(eq) 


47I£oPet 


Aq 


47t£0feq 


1 


A[q 


_ 0,88ir/2 

471  £q/  eq 


4K£q1  eq  - ' eq 

Quand  les  deux  ions  sont  infiniment  eloignes  l’un  de  l’autre 

E„  r"°°  >0 


L’ energie  de  dissociation  est  l’energie  qu’il  faut  fournir  pour 
eloigner  indefiniment  les  deux  ions  d’ou  : 

0.88r/2 


■ 0 — E. 


'p  (eq)  ' 


47t£o7'et 


soit  en  eV 


0.88  x 1,6  10~19 
241. 10-12 


x 9109  = 5,25  eV 


soit  en  kj.mol-1  X 1,610“ 19  X 6,02  1023  = 506  kJ.mol-1.  La 
liaison  ionique  etant  la  plus  forte  on  a le  bon  ordre  de  gran- 
deur. 
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Le  champ  magnetique 
l permanent 


Maitriser  l’etude  des  symetries  et  invariances  d’une 
distribution  de  courants. 

• Utiliser,  a bon  escient,  la  loi  de  Biot  et  Savart  ou  le 
theoreme  d’Ampere. 


* Etude  du  champ  magnetique  vu  dans  le  secondaire. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


• Construction  du  symetrique  d’un  vecteur. 
Operations  de  sy  me  trie. 

Produit  vectoriel. 

Derivation  - Integration. 


ESSENTIEL 


4 Loi  de  Biot  et  Savart 

La  contribution  au  champ  magnetique  en  M d’un  element  de  courant  7 d€  situe  en  P est  donne, 
en  regime  permanent,  par  la  loi  de  Biot  et  Savart : 

A)  ^dC\ePM  ,7  PM 

\ePM  - —7 

PM 


d B(M) 


4k  PM 2 


vecteur  unitaire  dirige  de  P 
vers  M ). 


Le  coefficient  p0  vaut  exactement  p0  = 4 jtlO  7 H.m  1 (H  designe 
le  henry,  unite  d’inductance). 

L’ unite  de  champ  magnetique  est  le  tesla  ( symbole  : T). 

• Les  3 vecteurs  d€,  ePU,  dB  foment  done  un  triedre  direct. 

• Le  champ  magnetique  terrestre  est  de  l’ordre  de  10-5  T. 


dB(M) 


4 Symetries  du  champ  magnetostatique 

• Une  transformation,  qui  laisse  invariant  le  systeme  de  courants,  laisse  egalement  invariant  le 
champ  magnetique. 

• Un  plan  77  qui  est  plan  de  symetrie  pour  les  courants  est  plan  d’antisymetrie  pour  le  champ  B : 

- au  point  M'  symetrique  de  M par  rapport  au  plan  77 , le  champ  magnetique  B (M'j  est  oppose 
au  symetrique  du  champ  B (M) ; 

- le  champ  magnetique  B est  perpendiculaire  a 77  en  chacun  de  ses  points. 
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• Un  plan  77*  qui  est  plan  d’antisymetrie  pour  les  courants  est  plan  de  symetrie  pour  le  champ  B : 

- au  point  M'  symetrique  de  M par  rapport  au  plan  77*  , le  champ  magnetique  B ( M ')  est  egal  au 
symetrique  du  champ  B (M) ; 

- le  champ  magnetique  B est  contenu  dans  77*  en  chacun  de  ses  points. 


• Ces  proprietes  se  resument  en  affirmant  que  le  champ  magnetique  est  un  objet  tridimensionnel  qui 
a les  proprietes  de  symetrie  d’un  vecteur  axial  ou  pseudo-vecteur  . 

Comme  en  electrostatique,  l’analyse  des  symetries  doit  preceder  tout  calcul  de  champ  ; elle  peut  per- 
mettre  de  prevoir  la  direction  du  champ  ainsi  que  les  coordonnees  adaptees  au  systeme. 


t Flux  magnetique 

• Le  flux  du  champ  magnetique  a travers  une 
surface  fermee  est  toujours  nul. 

• Le  flux  du  champ  magnetique  garde  la  meme 
valeur  a travers  toutes  les  sections  d’un  meme 
tube  de  champ  ; le  champ  magnetique  est  a flux 
conservatif. 

t Spires 


• Le  champ  magnetique  en  un  point  de  l’axe 
(i 0 z)  d’une  spire  circulaire  (centre  0 , 
rayon  R)  a pour  expression  : 

B(M)  = B(0)sm3  a 

avec  B(0)=  ^-e. . 

2 R z 
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Le  champ  magnetique  permanent 


• Soit  un  solenoi'de  infiniment  long,  d’axe  ( Oz ) , comportant  n spires  regulierement  reparties  par 
unite  de  longueur,  chacune  etant  parcourue  par  un  courant  d’intensite  I : 

- le  champ  magnetique  sur  l’axe  (et  a l’interieur)  vaut  : 

B = p0  n l ez ; 

- le  champ  magnetique  a l’exterieur  de  ce  solenoi'de  est  nul. 


Solenoi'de  infini  portant  n spires  par  unite  de  longueur  : d I'interieur  B est  uniformeet  egal  a B = /u0n  I ez 


« Theoreme  d'Ampere 


• Soit  un  champ  magnetostatique  cree  par  une  distribution  de  courants  ; la  circulation  de  ce  champ 
sur  une  courbe  fermee  (ou  contour)  r est  egale  a la  somme  des  courants  enlaces  par  r multipliee 
par  iu0  : 


B.df  =/t0X/e, 


Le  signe  des  courants  enlaces  est  determine  relativement  a l’orientation  du  contour  r en  utilisant, 
par  exemple,  la  « regie  du  tire-bouchon  » . 

Ainsi  dans  la  situation  suivante  : 


soit  B le  champ  magnetique  cree  par  1’ ensemble  des  courants  /,,  /2,  ...  , /5  et  /6 . 


C3 

r 


B.df  = /r0(/,  - /3 - 3/4). 


• Contrairement  au  cas  du  champ  electrostatique,  les  lignes  de  champ  magnetique  sont,  en  general, 
des  courbes  fermees  qui  tournent  autour  des  courants  qui  creent  le  champ. 

• Dans  le  cas  particular  idealise  de  distributions  infinies  (soleno'ides,  nappes  planes,  les  lignes  de  B 
ne  se  referment  qu’a  l’infini. 
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Le  champ  magnetique  permanent 


ESSENTIEL 


< Application  au  calcul  d'un  champ  magnetique 


• Prealablement  a l’application  du  theoreme  d’Ampere,  il  faut  etudier  les  symetries  et  les  invarian- 
ces de  la  distribution  pour  trouver  un  contour  tel  que  le  champ  5 lui  soit  tangent  ou  perpendiculai- 
re  et  de  norme  constante. 

• En  particulier,  le  theoreme  d’Ampere  permet  d’etablir  l’expression  du  champ  dans  les  cas  fonda- 
mentaux  suivants  : 


- til  rectiligne  infiniment  long  parcouru  par  un  courant  I 


— eg  ■ 
2nr 


- solenoide  de  section  quelconque  infiniment  long,  avec  n spires  par  unite  de  longueur  : 
B = Hq  n l e.  en  tout  point  interieur  ; 5=0  en  tout  point  exterieur. 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• 5 est  toujours  a flux  conservatif  alors  que  E ne  Test  que  dans  les  regions  vides  de  charges. 

• E derive  d’un  potentiel  scalaire  done  sa  circulation  sur  un  contour  ferme  est  toujours  nulle.  La 
circulation  de  5 n’est  nulle  que  si  aucun  courant  ne  traverse  le  contour. 

• Les  plans  de  symetrie  des  charges  transformed  E en  son  symetrique  ; les  plans  de  symetrie  des 
courants  transformed  5 en  l’oppose  de  son  symetrique. 

• Les  plans  d’antisymetrie  des  charges  transformed  E en  l’oppose  de  son  symetrique  ; les  plans 
d’antisymetrie  des  courants  transforment  5 en  son  symetrique. 
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Exercices 


Q Orientation  du  champ 
magnetique 

Pour  chacun  des  schemas  suivants  dormer  1’orientation  du 
champ  magnetique  aux  points  M, . Les  courants  sont  tous 
de  meme  intensite  ; les  fils  sont  rectilignes  et  infinis. 

a)  b) 


1($ 


II  est  toujours  plus  astucieux  de  trouver  un  plan  de 
symetrie  de  la  distribution  - lorsqu’il  existe  - car 
alors  la  direction  est  determinee  sans  equivoque.  Le 
champ  B appartenant  aux  plan  d’antisymetrie,  trou- 
ver un  plan  d’antisymetrie  laisse  une  infinite  de  pos- 
sibility pour  1’orientation  de  B dans  ce  plan.  II  faut 
alors  trouver  un  deuxieme  plan  d’antisymetrie  pour 
fixer  sans  plus  d’equivoque  la  direction  du  champ. 
Une  fois  la  direction  trouvee,  il  reste  a determiner  le 
sens  de  B . On  peut  alors  faire  appel  a la  regie  des  3 
doigts,  du  tire-bouchon  ou  a la  loi  de  Biot  et  Savart. 
On  peut  aussi  se  souvenir  que  le  champ  magnetique 
« s’enroule  » autour  des  courants  rectilignes  infinis 
dans  le  sens  direct  si  le  courant  est  « sortant  »,  dans 
le  sens  horaire  sinon. 


Mo 


M2 


c) 


d) 


;m3 


m2 


®)- 


(Q)  Lignes  de  champ  magnetique 
creees  par  des  fils  rectilignes 
infinis 

Pour  chacun  des  schemas  suivants  donner  Failure 
approximative  des  lignes  du  champ  magnetique.  Par 
convention  le  courant  sortant  est  positif.  Tous  les  courants 
ont  meme  intensite. 

a)  b) 


® ® 


® ® 


e) 


f) 


c) 


d) 


® 


M, 


m2 

My 

m3 

M2 

® ® 


® ® 
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Conseils 


EXERCICES 


En  tout  point  de  l’espace  se  superposent  les  champs 
que  creeraient  chacun  des  fils  pris  isolement  (theo- 
reme  de  superposition). 

Pres  d’un  fil,  le  champ  cree  par  ce  fil  est  tres  intense 
compare  aux  autres  : on  peut  done  ignorer  la  contri- 
bution des  autres  champs  au  champ  resultant.  Loin 
des  fils,  la  distribution  est  equivalente  a un  seul  fil 
traverse  par  la  somme  des  courants  de  tous  les  fils. 
Entre  ces  deux  domaines,  le  champ  en  un  point  donne 
la  direction  de  la  ligne  de  champ.  Par  ailleurs  les 
lignes  de  champ  obeissent  aux  memes  symetries  que 
le  champ  bien  evidemment. 


o Analyse  d'un  champ 

Les  quatre  schemas  represented  des  lignes  de  champ  ; on 
sait,  de  plus,  que  ces  champs  sont  paralleles  au  plan  des 
schemas  et  qu’ils  sont  invariants  par  translation  perpendi- 
culaire  a ces  schemas.  Deux  d’ entre  eux  ne  peuvent  etre 
des  lignes  de  champ  magnetique  ; lesquels  et  pourquoi  ? 


Le  champ  magnetique  permanent 


b) 


Quelle  propriete  verifie  le  flux  du  champ  magnetique 
a travers  une  surface  fermee  ? 

II  suffit  de  trouver  une  surface  pour  laquelle  cette  pro- 
priete n’est  pas  verifiee  pour  que  le  champ  ne  soit  pas 
un  champ  magnetique. 

Quelles  surfaces  choisir,  sachant  que  le  champ  est 
parallele  au  schema  et  invariant  par  translation  per- 
pendiculaire  au  schema  ? 


0 Analyse  d'un  champ  magnetique 

Le  schema  represente  les  lignes  du  champ  magnetique 
cree  par  trois  fils  infiniment  longs,  perpendiculaires  au 
plan  du  schema,  parcourus  par  les  courants  /,  , I2  et  /3 . 
Par  convention,  un  courant  dirige  vers  le  lecteur  est  positif. 

1 • Determiner  sans  aucun  calcul  le  signe  de  lx  , I2  , /3 
et  celui  de  la  somme  Ix+ 12+ 12. 

2 • Quelle  est  la  valeur  du  champ  B en  A et  en  A'  ? 

3 • l/2l  = 1 A.  Calculer  une  valeur  approchee  de  lx  et  de  /3. 

4 • On  sait  que  le  champ  en  M vaut  0,01  T.  Estimer  le 
champ  magnetique  au  point  P . 
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Conseils 


EXERCICES 


Le  champ  magnetique  permanent 


1)  Le  sens  du  champ  B est  indique  par  les  fleches. 
On  connait  done  le  signe  de  la  circulation  de  B sur 
les  lignes  de  champ  qui  sont  des  courbes  fermees,  a 

’exception  de  celles  qui  aboutissent  a un  point  de 
champ  nul. 

2)  Deux  lignes  de  champ  peuvent-elles  se  croiser  ? 
La  position  des  points  de  champ  nul  permet  d’ecrire 
une  equation  vectorielle,  soit  deux  equations.  II  faut 
pour  cela  connaitre  l’expression  du  champ  cree  par 
un  fil  infini. 

4)  B est  a flux  conservatif.  Considerer  alors  un  tube 
de  champ  qui  se  referme  sur  deux  sections  passant 
par  P et  M . Mesurer  sur  la  figure  la  « largeur  » des 
sections  en  P et  M , et  en  deduire  le  champ  en  P . 


o Sphere  recouverte  de  spires  (oral) 

Une  sphere  de  rayon  R est  recouverte  d’un  nombre  eleve 
N de  spires  parcourues  dans  le  meme  sens  par  un  courant 
d’intensite  I . Calculer  le  champ  magnetique  cree  par  cette 
distribution  de  courants  au  centre  0 de  la  sphere  dans  les 
deux  cas  suivants  : 
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Le  champ  magnetique  permanent 


Dans  les  deux  cas  il  s’agit  de  sommer  les  champs  des 
spires.  Dans  les  deux  cas,  les  spires  se  repartissenl  sur 
une  demi-circonference  de  longueur  nR  : quand  on 
fait  varier  6 de  0 a n on  decrit  bien  l’ensemble 
des  spires,  depuis  celle  de  rayon  nul  au  « pole  Nord  » 
a celle  de  rayon  nul  au  « pole  Sud  » en  passant  par 
celle  de  rayon  R a l’equateur. 

Ce  qui  change  c’est  le  nombre  de  spires  par  unite  de 
longueur  (et  leur  epaisseur  bien  evidemment):  dans  le 
ler  cas  il  y a N spires  jointives  reparties  sur  une  lon- 
gueur kR  , dans  le  2e  cas  ce  sont  les  projections  des 
spires  sur  1‘axe  Oz  qui  sont  en  quelque  sorte  jointi- 
ves. 

Le  champ  d’une  spire  est  en  sin3#  done  il  faut 
considerer  le  nombre  de  spires  contenues  entre  9 et 
9 + d9 , car  elles  contribuent  egalement  au  champ 
total  en  0 . Leur  nombre  est  proportionnel  a d9  de 
maniere  immediate  dans  le  ler  cas,  dans  le  2e  cas  il 
s’exprime  en  dz  , qu’on  exprimera  en  fonction  de 
dO  . Il  ne  reste  plus  alors  qu’a  integrer  de  9-0  a 
9=  jc  . 


EXERCICES 


Le  disque  positif,  de  centre  0 , est  mis  en  rotation  autour  de 
l’axe  (Oz) . Calculer  le  champ  magnetique  en  un  point  M 
de  Taxe  (Oz) . En  quel  point  ce  champ  est-il  maximal  ? On 
reperera  M par  Tangle  a . 

2 • U = 100  kV  , R = 10  cm  , e = 0,5  mm  , et  la  vitesse 
de  rotation  est  de  6 000  tours  par  minute. 

Calculer  la  valeur  maximale  du  champ  magnetique. 
Comparer  cette  valeur  a celle  du  champ  magnetique  ter- 
restre. 


11  faut  partir  de  Texpression  (a  connaitre)  du  champ 
B sur  l’axe  d’une  spire  circulaire  parcourue  par  un 
courant  I . 

Les  differentes  etapes  du  calcul  de  B sont : 

• determiner  le  courant  elementaire  d I associe  a la 
« spire  » de  rayon  r et  de  largeur  dr  ; 

• determiner  le  champ  d B associe  a cette  spire  ele- 
mentaire ; 

• calculer  le  champ  total  B(z)  en  integrant  d B . 
Pour  le  calcul  de  T integrate,  il  est  plus  simple  d’utili- 
ser  comme  variable  Tangle  9 sous  lequel  on  voit  la 
« spire  » de  rayon  r ; 9 varie  entre  0 et  a . 


Q Disque  de  Rowland  (oral) 

Henry  Rowland,  physicien  americain,  a realise  en  1876 
une  experience  qui  a montre  que  le  deplacement  de  char- 
ges electriques  constituait  bien  un  courant  electrique  sus- 
ceptible de  creer  un  champ  magnetique. 

Le  principe,  tres  simplifie,  de  Texperience  est  explique  ci- 
dessous. 

1 • Un  condensateur  est  constitue  de  deux  disques  metal- 
liques  de  rayon  R , tres  proches  Tun  de  Tautre.  Si  on 
impose  une  difference  de  potentiel  U entre  ces  disques, 
des  charges  electriques  surfaciques  apparaissent  sur  les 
faces  metalliques  en  regard.  La  charge  sur  le  disque  posi- 
tif est  uniformement  repartie,  avec  une  densite  surfacique 
U 

C7  = £o-. 


0 Champ  magnetique  cree 
par  une  sphere  chargee 
en  rotation  (oral) 

On  considere  une  sphere  isolante,  de  rayon  R et  de  cen- 
tre O , creuse,  portant  une  charge  Q uniformement  repar- 
tie sur  sa  surface.  Elle  tourne  autour  d’un  axe  Oz  avec 
une  vitesse  angulaire  (O  constante  qui  ne  perturbe  pas  la 
repartition  des  charges. 

1 • Determiner  le  champ  cree  en  O . 

2 • Determiner  le  champ  cree  loin  de  la  sphere. 


1)  Les  charges  en  mouvement  creent  des  courants 
electriques.  Il  suffit  de  trouver  le  « decoupage  » en 
element  de  surface  se  comportant  comme  des  spires 
et  on  est  ramene  au  calcul  de  Texercice  5 (repartition 
de  spires  jointives  ou  non  sur  une  sphere). 

Pour  e valuer  Tintensite  du  courant  qui  circule  dans 
ces  « spires  »,  on  peut  chercher  la  quantite  d’electri- 
cite  qui  s’est  deplacee  pendant  un  tour  pour  calculer 
celle  qui  circule  par  unite  de  temps. 

2)  L’ analyse  est  la  meme,  seul  change  Tangle  sous 
lequel  est  vu  une  spire.  Comme  on  est  tres  loin  de  la 
sphere  on  peut  approximer  le  sinus  de  Tangle  a sa 
tangente,  ce  qui  facilite  le  calcul. 
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EXERCICES 


Le  champ  magnetique  permanent 


O Bobines  de  Gaugain-Helmholtz 
(INCONTOURNABLE) 


1  • Rappeler  l’expression  du  champ  cree  en  un  point  de 
son  axe  par  une  bobine  de  N spires  circulaires  de  rayon 
R parcourue  par  un  courant  / ; on  considere  que  toutes 
les  spires  ont  meme  rayon  et  qu’elles  se  trouvent  toutes 
dans  le  plan  z = 0 . 

On  notera  B0  le  champ  au  centre  de  la  bobine  et  on  expri- 

mera  la  fonction  /(«)  telle  que  B(z)  = B0  f(u)  , avec 

z 

u = — . 

R 


2 • Deux  bobines  identiques  (rayon  R , N spires)  et  per- 
pendiculaires  a l’axe  (Oz)  sont  centrees  en  deux  points  Ox 

et  02  de  cotes  ^ et  - ) - . Elies  sont  parcourues  par  le 

meme  courant  I , dans  le  meme  sens. 

On  note  B (z)  = B(z)  ez  le  champ  magnetique  en  un  point 
de  l’axe. 

a)  Representer  sur  un  meme  graphe  les  champs  Bx{z)  et 
B2(z)  crees  par  chaque  bobine,  ainsi  que  le  champ  B total. 
On  distinguera  le  cas  ou  les  bobines  sont  proches  et  celui 
ou  elles  sont  eloignees. 

b)  Quelle  est  la  parite  de  la  fonction  B(z)  ? 

3 • II  existe  une  valeur  de  d pour  laquelle  la  derivee 
seconde  B"(z)  s’annule  en  0 . 

a)  Representer  graphiquement  Bx(z),B2(z)  et  B(z)  dans 
cette  situation. 

b)  Que  peut-on  dire  de  la  variation  du  champ  B au  voisi- 
nage  de  0 ? Quel  est  l’interet  de  cette  configuration  ? 

c)  Calculer  la  valeur  de  d pour  cette  configuration  appe- 
lee  « bobines  de  Helmholtz  ». 

d)  Par  un  calcul  numerique,  definir  l’intervalle  de  z pour 
lequel  B(z)  ~ B( 0)  a 1%  pres  en  valeur  relative. 


'3  II  est  preferable  de  connaitre  le  resultat  demande  a la 
§ question  1).  On  pourra  commencer  par  tracer,  avec 
une  calculatrice  graphique,  la  courbe  representant 


— en  fonction  de 
Bn 


R 


pour  differentes  valeurs 


de  d . 

Quel  est  le  signe  de  la  derivee  d’une  courbe  « en  clo- 
che » ? Possede-t-elle  des  points  d’inflexion  ? 

Si  le  champ  B est  uniforme  le  long  d’une  ligne  de 
champ,  alors  les  lignes  de  champ  voisines  sont  paral- 
leles  ; pourquoi  ? 

Si  la  derivee  seconde  en  0 d’une  fonction  paire  est 
nulle,  quel  est  l’ordre  de  la  plus  faible  puissance  dans 
le  developpement  de  Taylor  ? 


C)  Champ  cree 

par  un  « solenoi'de  plat  » (oral) 


Un  « solenoi'de  plat  » est  obtenu  en  juxtaposant  N spires 
parcourues  par  1 de  a=  ax  a a=  a2 . 

1 • Poser  T integrale  qui  permet  de  calculer  le  champ  cree 
en  M . 

2 • Que  dire  de  cette  integrate  en  z = 0 , en  z tendant  vers 
l’infini  ? 


1)  Les  spires  etant  jointives,  celles  qui  sont  comprises 
entre  r et  r + dr  contribuent  egalement  au  champ 
en  M . On  connait  le  champ  cree  en  M par  une  spire, 
il  faut  done  determiner  combien  de  spires  sont  com- 
prises entre  r et  r + dr  . 

2)  En  z = 0 on  est  au  plus  proche  des  courants,  l’in- 
tegrale  doit  done  etre  maximale  ; a l’infini  on  doit 
retrouver  le  champ  d’un  dipole  (voir  au  chapitre  sui- 
vant)  en  un  point  de  l’axe  de  ce  dipole. 


Qj)  Champ  magnetique  produit 
par  une  bobine  torique 
(INCONTOURNABLE) 

Un  tore  est  engendre  par  la  rotation  d’une  surface  plane  S 
autour  d’un  axe  ( Oz ) . Une  bobine  de  N spires  parcou- 
rues par  un  courant  I est  enroulee  regulierement  sur  le 
tore.  Elies  sont  suffisamment  serrees  pour  etre  assimilees 
a une  nappe  surfacique  continue. 

1 • Etudier  les  symetries  de  B . 

2 • Exprimer  le  champ  B en  un  point  M repere  par  ses 
coordonnees  cylindriques  (r  , 9 , z) . 
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EXERCICES 


3 • Comparer  avec  le  champ  produit  par  un  solenoide  infi- 
niment  long. 


L’etude  des  symetries  doit  nous  donner  la  forme  des 
lignes  de  champ.  On  rappelle  qu’elle  porte  sur  la 
determination  des  plans  de  symetrie  ou  d’antisyme- 
trie,  ainsi  que  sur  les  translations  et  rotations  qui  lais- 
sent  le  systeme  invariant. 

Etant  donne  la  symetrie  du  probleme,  le  calcul  de  B 
se  fait  en  appliquant  le  theoreme  d’Ampere  avec  un 
contour  F constitue  d’une  ligne  de  champ. 


Champ  cree  par  un  solenoi'de  de 
vingt  spires 


Vingt  spires  circulaires,  de  meme  axe  ( Oz ) , de  meme 
rayon  R = 5 mm  et  espacees  de  5 mm,  sont  parcourues  par 


Le  champ  magnetique  permanent 

le  meme  courant  / = 1 A . Le  schema  represente  les  lignes 
de  champ  du  champ  magnetique  cree  par  ce  systeme,  dans 
un  plan  contenant  (Oz) . 

Dans  la  zone  oil  les  lignes  de  champ  sont  quasiment  des 
droites  paralleles,  elles  sont  espacees  de  1 mm. 

1 • Quelles  sont  les  symetries  du  systeme  ? 

2 • a)  Dans  le  cas  d’un  solenoide  infiniment  long,  retrou- 
ver  l’expression  du  champ  cree  sur  l'axe. 

b)  Calculer  B(N)  sur  l’axe  du  solenoide  fini. 

3 • Calculer  une  valeur  approchee  du  champ  en  A , et  en 
analysant  la  figure,  determiner  une  valeur  approchee  du 
champ  magnetique  en  C et  en  D . 


1)  Attention,  le  solenoide  n’est  pas  infiniment  long. 

2)  a)  C’est  du  cours,  INCONTOURNABLE. 
b)  C’est  du  classique. 

3)  A quel  systeme  simple  peut-on  assimiler  le  syste- 
me de  spires  pour  determiner  le  champ  en  A ? 

On  admettra  qu’en  un  point  A'  proche  de  A , mais 
en  dehors  de  l’axe,  B(A ')  ~ B(A) . 

Quelle  est  la  propriete  des  differentes  sections  d’un 
meme  tube  de  champ  ? 

Une  ligne  du  champ  engendre  un  tube  de  champ  par 
rotation  autour  de  l’axe  Oz  en  raison  de  l’invariance 
par  rotation  de  la  distribution. 
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EXERCICES 


Le  champ  magnetique  permanent 


Circulation  du  champ 
magnetique  cree  par  une  spire 
sur  son  axe 


Soit  une  spire  d’axe  Oz  , de  centre  0 , de  rayon  R par- 
courue  par  un  courant  d’intensite  / . 

1 • Calculer  B(M)  en  un  point  M de  l’axe  Oz  . 

2 • a)  Calculer  la  circulation  du  champ  magnetique  le  long 
de  l’axe  (Oz)  (de  - °°  a + °°)  . 

b)  Interpreter  le  resultat  obtenu. 


3  • Calculer  de  meme  la  circulation  du  champ  magnetique 
le  long  de  l’axe  (Ox)  (de  - oo  a + °°)  d’un  solenoi'de  circu- 
laire  de  rayon  R , de  longueur  € et  comportant  N spires 
jointives  parcourues  chacune  par  un  courant  d’intensite  1 . 


'3  1)  Ce  calcul  doit  etre  connu 
s INCONTOURNABLES. 


il  fait  partie  des 


2)  permet  de  « retrouver  » le  theoreme  d’Ampere. 
La  question  3)  en  presente  une  application. 


Dans  cet  exercice,  on  cherche  a connaitre  le  champ  en  un 
point  voisin  de  l’axe  Oz  . 

1 • Justiher  que  l’on  cherche  un  champ  de  la  forme 

Br(r,  z)er  + B:(r,  z)e_, . 

2 • Exprimer  le  flux  de  B a travers  une  surface  cylin- 
drique  elementaire  fermee  de  rayon  r , hauteur  dz  (r  et 
dz  etant  du  meme  ordre  de  grandeur).  En  deduire  le  deve- 
loppement  limite  au  1“  ordre  de  B,.(r , z)  en  considerant 
que  B-(r,  z)  ~B(M)  , M etant  sur  l’axe. 


P 


dz 


On  precisera  pourquoi  r et  la  hauteur  du  cylindre  doivent 
etre  petits  (ce  calcul  n’est  valable  qu’au  voisinage  de 
l’axe  !). 

3  • Trouver  alors  le  developpement  limite  au  second  ordre 
de  B,(r,  z)  en  posant  Bz(r,  z)  = B.( 0,  z)  + y3(z)r27. 
Expliciter  fi(z)  en  prenant  le  contour  suivant  : 

dz 


4 • En  deduire  le  champ  B en  un  point  P de  coordon- 
nees  (r  , 9 , z)  avec  r «R  , connaissant  B en  M de 
coordonnees  (0,  0,  z) . 


m Champ  au  voisinage  de  Taxe 
d'une  spire  (INCONTOURNABLE) 

Soit  une  spire  de  rayon  R , d’axe  Oz  parcourue  par  un 
courant  d’intensite  / . On  connait  le  champ  cree  par  cette 
spire  en  tout  point  de  son  axe  Oz  : 

B(M)  =f(z)I  avec  f(z)  = sin3  9 . 


(voir  exercice  precedent) 


1)  L’  etude  habituelle  des  symetries  et  des  invariances 
permet  de  repondre  a la  premiere  question. 

2)  r etant  petit,  comme  la  hauteur  du  cylindre,  il  n’est 
pas  besoin  d’integrer  sur  les  differentes  surfaces  pour 
exprimer  le  flux.  Se  souvenir  que  le  flux  de  S a tra- 
vers n’importe  quelle  surface  fermee  est  nul. 

3)  En  appliquant  le  theoreme  d’Ampere  sur  un 
contour  elementaire  ad  hoc,  le  calcul  de  la  circulation 
de  B , developpe  au  second  ordre  en  r , permet  d’ ex- 
pliciter P(z) . 

4)  On  remarquera  que  B(P)  s’exprime  uniquement 
en  fonction  de  B sur  l’axe. 
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© Courant  angulaire  (oral) 

Montrer  que  le  champ  magnetique  cree  par  un  circuit  fili- 
forme  « angulaire  » parcouru  par  un  courant  d’intensite  / 
au  point  M de  l’axe  (Ox)  bissecteur  est  donne  par  : 

B(M)  = — — tan  ( — ) ez 
2kx  V 2 / 

dans  le  cas  x > 0 (point  M).  Qu’obtient-on  dans  le  cas 
x < 0 (point  M')  ? 


Le  champ  magnetique  permanent 


6 


EXERCICES 


Une  spire  d’axe  Oz  de  centre  A rayon  R est  parcourue 
par  un  courant  / . 

Un  solenoi'de  de  rayon  r est  suffisamment  long  pour  pou- 
voir  le  considerer  comme  infini  quand  z tend  vers  Tinfi- 
ni.  II  comporte  n spires  par  unite  de  longueur. 

De  l’extremite  du  solenoi'de  on  voit  la  spire  sous  Tangle  a. 
Le  rayon  r du  solenoi'de  est  petit  devant  R , rayon  de  la 
spire. 

Calculer  le  flux  du  champ  magnetique  cree  par  la  spire  a 
travers  le  solenoi'de. 


© Flux  du  champ  d'une  spire 
a travers  un  solenoi'de 

On  considere  le  systeme  suivant  : 


a ) 

f/ 

W 7 

/ Z 

% Le  champ  d’une  spire  est  — — sin3  6 . II  faut  relier 
P 2 R 

le  nombre  de  spires  ndz  a d 9 . 

© Champ  magnetique  cree 
par  Telectron  de  Tatome  d'H 

Dans  un  modele  « planetaire  » simple  de  Tatome  d’hydro- 
gene,  Telectron  tourne  autour  du  proton  sur  une  trajec- 
toire  circulaire  bien  definie. 

1 • Calculer  la  vitesse  de  rotation  de  Telectron  si  la  dis- 
tance proton  - electron  est  r = 53  pm  . 

2 • Calculer  le  champ  magnetique  alors  ressenti  par  le 
proton.  Le  comparer  a un  champ  macroscopique. 

"S  1)  Appliquer  par  exemple  le  principe  fondamental  de 
^ la  dynamique  projete  sur  er . 

2)  L’ electron  dans  son  mouvement  de  rotation  se 
comporte  comme  une  boucle  de  courant. 
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Corriges 


0 Orientation  du  champ 
magnetique 

1 • a)  b) 


Le  plan  du  fil  est  un  plan  de  symetrie  done  B lui  est  perpen- 
diculaire.  Le  champ  s’enroule  dans  le  sens  direct  autour  du 
fil,  vu  le  sens  du  courant. 


B(M2) 

B(MX) 

B(M3) 

© 

• 

Le  plan  de  la  feuille  contient  la  distribution,  e’est  done  un 
plan  de  symetrie.  Le  champ  est  en  tout  point  perpendiculaire 
a ce  plan. 

Autour  du  fil  1,  le  champ  du  fil  1 s’enroule  dans  le  sens 
direct  : il  est  done  sortant  en  M,  et  rentrant  en  M2 . Autour 
du  fil  2 e’est  le  contraire  puisque  le  sens  du  courant  est  oppo- 
se : le  champ  du  fil  2 est  rentrant  en  Mx  et  sortant  en  M2  . 
En  Mx  le  champ  du  fil  1 est  plus  intense,  en  M2  e’est  le 
champ  du  fil  2.  D’oii  les  sens  de  B en  Mx  et  M2  . 


Tracer  les  arcs  de  cercles  de  centre  Ox  et  02  en  M2  . En 
deduire  les  directions  de  Bx  et  B2 . B(M2)  est  la  somme  de 
ces  deux  vecteurs. 


La,  de  meme  B(Mt ) = Bx(Mj)  + B^M,). 


O Lignes  de  champ  magnetique 
creees  par  des  fils  rectilignes 
infinis 


a) 


Les  lignes  de  champ  sont  symetriques  par  rapport  au  plan  nx 
qui  contient  les  deux  fils  et  par  rapport  au  plan  7t2  mediateur 
des  deux  fils.  Pres  des  fils  le  champ  s’enroule  dans  le  sens 
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Le  champ  magnetique  permanent 


d) 


© 


CORRIGES 


direct.  Loin  des  deux  tils  on  retrouve  des  lignes  de  champ  cir- 
culaires  qui  s’enrouleraient  dans  le  sens  direct  autour  d’un 
courant  sortant  + 21  situe  en  0 . 

Le  champ  est  nul  en  0 . 

b) 


La  encore,  les  lignes  de  champ  sont  symetriques  par  rapport 
au  plan  qui  contient  les  deux  fils  et  par  rapport  au  plan  7t2 
mediateur  des  deux  fils. 

7C j est  toujours  un  plan  de  symetrie  mais  n2  est  maintenant 
un  plan  d’antisymetrie.  D’ou  la  forme  et  l’orientation  tres  dif- 
ferentes  par  rapport  a a). 

Le  champ  est  maximal  en  0 . 

c) 


Les  lignes  de  champ  sont  symetriques  par  rapport  aux  plans 
7t! , 7t2  , 7t3  ou  la  figure  est  invariante,  comme  la  distribution 

par  rotation  d’angle  . 

Le  champ  est  nul  en  0 . 

Loin  des  fils  les  lignes  sont  des  cercles  que  creeraient  le 
champ  d’un  hi  parcouru  par  31  situe  en  0 . 


Les  lignes  de  champ  sont  symetriques  par  rapport  au  plan 
mediateur  de  la  distribution. 

Le  champ  n’est  plus  nul  en  0 a cause  du  hi  parcouru  par 
« -I » . Le  champ  est  nul  en  A et  A'  oil  se  croisent  plusieurs 
lignes  de  champ. 

Loin  des  his  les  lignes  sont  des  cercles  que  creerait  le  champ 
d’un  hi  parcouru  par  / situe  au  barycentre  de  la  distribution. 

o Analyse  d'un  champ 

Le  flux  du  champ  magnetique  a travers  toute  surface  fermee 
est  nul.  Le  champ  etant,  par  hypothese,  contenu  dans  le  plan 
du  schema  et  invariant  par  translation  perpendiculaire  au 
schema,  on  choisit  des  surfaces  dont  les  bases  sont  paralleles 
au  schema  et  les  surfaces  laterales  sont  engendrees  par  trans- 
lation perpendiculaire  au  schema  (des  bases).  On  peut  alors 
raisonner  sur  un  contour  F dans  le  plan. 

Si  toutes  les  lignes  de  champ  qui  traversent  r sont  sortantes 
(respectivement  entrantes),  alors  le  flux  a travers  Z est  posi- 
tif  (respectivement  negatif)  : 


Dans  le  cas  d’un  champ  magnetique,  il  ne  peut  exister  de 
courbe  telle  que  toutes  les  lignes  qui  la  traversent  soient 
toutes  entrantes  et  toutes  sortantes  : 

Schema  b)  : Pour  une  courbe  qui  entoure  le  point  dont  sont 
issues  les  lignes  de  champ,  celles-ci  sont  toutes  sortantes. 
Schema  d)  : Pour  une  courbe  qui  entoure  un  des  trois  points 
sources  represents  par  un  rond  noir,  ou  pour  une  courbe  qui 
entoure  les  trois  sources  a grande  distance,  les  lignes  de 
champ  sont  toutes  sortantes  ou  toutes  entrantes. 
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CORRIGES 


Le  champ  magnetique  permanent 


Conclusion  : Les  schemas  b)  et  d)  ne  peuvent  en  aucun  cas 
representer  un  champ  magnetique. 

On  peut  verifier  que,  pour  toute  courbe  fermee  tracee  sur  le 
schema  a)  ou  sur  le  schema  c),  il  y a des  lignes  entrantes  et 
des  lignes  sortantes.  Cela  ne  prouve  pas  que  ce  sont  des 
champs  magnetiques,  mais  on  ne  peut  pas  eliminer,  a priori, 
cette  hypothese. 


Comme  le  systeme  est  invariant  par  translation  dans  la  direc- 
tion des  fils,  les  deux  lignes  de  champ  qui  encadrent  M et  P 
permettent  de  construire  un  tube  de  champ  a section  rectan- 
gulaire  de  hauteur  constante  h : 


Si  on  admet  que  le  champ  est  approximativement  uniforme 
au  niveau  des  sections  du  tube  de  champ,  la  conservation  du 
flux  s’ecrit : 

B(M)  eM  h = B(P)  eP  h , soit  B(P)  = B(M)  — . 

ep 

On  mesure  eM  et  eP  sur  le  schema,  et  on  en  deduit  : 

B(P)  = . 

3 

Comme  B(M)  = 0,01  T alors  B(P)  = 0,003  T . 


© Analyse  chin  champ  magnetique 


ligne  de  champ 


D’apres  le  theoreme  d'Ampere,  ^ = p0  I j et  done  /j  est 
positif. 

• Pour  la  meme  raison,  I2  est  negatif  et  /3  est  positif. 

• On  applique  le  meme  raisonnement  a une  ligne  de  champ 
qui  entoure  les  trois  fils.  Ces  lignes  de  champ  sont  orientees 
dans  le  sens  positif.  La  circulation,  positive,  est  egale  a : 
A)  (A+  h + h)- 

La  somme  /,  + /2  + /3  est  positive. 


2 • Le  champ  ayant  une  orientation  determinee  en  tout  point, 
deux  lignes  de  champ  ne  peuvent  en  general  se  croiser.  Le 
vecteur  nul  n’ayant  pas  d’orientation  definie,  plusieurs  lignes 
de  champ  peuvent  aboutir  en  un  point  de  champ  nul. 

Les  points  A et  A'  sont  des  points  de  champ  nul. 


3 • Le  champ  cree  par  un  fil  rectiligne  infini  est  : 
Bo1  - 


B 


2nr 


encore  R = — Msin0  = 


271  r 


2nr 


et 


„,  = Mcos(,.iV£ 

v 2nr  2jir 

On  note  xt,x2,x3,  rt , r2  et 
r3  les  valeurs  de  x et  de  r 
correspondant  au  point  A 
lorsque  l’origine  est  prise 
sur  le  fil  1,  sur  le  fil  2 et  sur 
le  fil  3.  L’ordonnee  y de  A 
est  commune  aux  trois  origi- 
nes. 

Le  champ  est  nul  en  A . 


Done 


B=- 


A).y 

271 


V'i 


et : 


R _ Vo 


x\h  . x2h  , 

..2  + 2 + 2 
V '1  '2  '3 


= 0. 


Ces  deux  equations  ont  pour  solutions  : 


/]  - /2  2 

Cl 


I i X,  - X3 


xl  — x3 


et  /3  = -/2^ 

r-i 


2 

L x\  ~ x2 


xl  ~ x3 


Sur  la  carte  du  champ,  on  mesure  : 

Xi  ~ 18  mm  ,x2~  - 6 mm  ,x2~-30  mm  , 
i'i  ~ 24  mm  , r2  = 16,5  mm  , r3  = 33,5  mm  . 
Avec  ces  valeurs  : 


4r— = 1,06  et 


r32  x,-x2 


■-2,06. 


Comme  I2  = - 1 A , et  compte  tenu  de  la  marge  d’erreur  sur  les 
mesures  de  distances,  /j  = 1 A et  I3~  2 A . 

Une  erreur  de  1 mm  sur  une  des  distances  entraine  une  erreur 
de  l’ordre  de  10  % sur  les  intensites. 


0 Sphere  recouverte  de  spires 

1 • Spires  jointes 

L’ ensemble  des  plans  contenant  (Oz)  sont  des  plans  d’antisy- 
metrie  des  courants,  done  B(O)  est  porte  par  (Oz). 

Le  nombre  de  spires  par  unite  de  longueur  est  donne  par 

n = . Done  entre  0 e t 0 + df?ilya  x R dd  = 

nR  nR 

d Q 

N — spires  de  rayon  R sin  6 qui  contribuent  pour 

K 
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CORRIGES 


Bo 


dB  = 

2(R  sin  0) 
On  en  deduit  : 


Nldd  . , 

x x sinJ  & ez  au  champ  total. 


B{0)- 


|U°^  sin20d6L 7. 
2nR 


f Bo  NI 

( 1 - cos  2d\ 

2nR 

0 

l 2 ) 

B(0)  = 

Bo  NI 

77  7 • 

4 R 

dd  = 


/u0NnI 

4kR 


2 • Spires  equidistantes  (non  jointives) 

Le  nombre  de  spires  situees  entre  deux  plans  de  cotes  z et 

, , , , ,,  N , . , N 

z + dz  est  donne  par  n dz  = dz  , soit  n = . 

2 R 2 R 

cos  0=  — =>  - sin  ddd=  — 


R 


R 


N 


done  dz  = - R sin  0d0:  il  y a done  «'dz  = dz.soit 

J 2 R 

N 

— sin  0d 0 spires  de  rayons  R sin  0 entre  0 et  0 + d0 . 
Ces  spires  contribuent  pour 

dB  = — X TIL  sin  0d0X  sin3  07,  au  champ  total 

2 (R  sin  0)  2 

= + — sin3  0d07, 

4 R 


alors  B{0)  ■ 


Bo  NI 
4 R 


sin3  0d0 


Bo  NI 
8 R 


sin  0(1  - cos  20)d0 


271 

Pendant  une  periode  T = — , cette  charge  dq  traverse  une 
(0 

section  quelconque  de  la  « spire  » ; l’intensite  associee  est 
done  telle  que  dq  = T dl , soit : 

d I = acordr  . 

• La  spire  elementaire  cree  en  M un  champ  : 

4D  Bo1^  . 30 

dB  = sin  0 . 

21- 


La  variable  0 semble  plus  appropriee  au  calcul  de  l’integra- 

le  que  la  variable  r : 

„ ,,  , , z , . zr d0 

r = ztanB,dou  d/'  = 5 — dB;  dl  = oco 5 — 

cos’  0 cos  0 


et  d B = 


H0O(Dz  sin  0 


2 cos’  0 
On  pose  u = cos  0 


7^d0. 


sin30d0  = _f_L-H  du. 


cos2  0 


B(a): 


dB: 


Bo  ocoz 


-^=0 

_HQomz(  1 


— - 1 |di< 
u 


2 Vcosa 
IU0OQ)R(  1 


- + cosa-2 


2 tana  Vcosa 


+ cosa-2 


Bo  NI 
8 R 


2-  - 


(-  sin  0+  sin  30)dB 


Bo  NI  (2+l_l\  Bo^V/ 
8 R \+  3 J 3 R 


0 Disque  de  Rowland 

1 • Le  disque  en  rotation  peut  etre  considere  comme  un 
ensemble  continu  de  spires  circulaires  concentriques. 

Le  champ  B en  un  point  M de  l’axe  (Oz)  est  de  la  forme 

B(M)  = B(d)  7Z . 

• La  spire  elementaire  de  rayon  r et  de  largeur  dr  contient 
une  charge  dq  = CT  2 it  r dr  . 


soit : B(a) : 


Bo  0® R (1-cosa) 

2 sin  a 

B0e0 UcoR  (1-cosa)2 


2e 


sin  a 


. • ^ 7t  „(7i;3  Bo^n  UcoR 

Au  point  0,  a=—  et  B — = ^°  0 . 

2 V 2 J 2e 


A l’infini,  a — > 0 et  B — > 0 . 

LinO(oR  1-cosa 2 

B (a)  = — (2  - cos2  a - cosa) . 

2 sin  a 


B'(a)  ne  s’annule  que  pour  a=0  et  a=  — : le  champ  est 

2 


maximal  au  voisinage  du  centre  0 . 


B0£q  UcoR 

Dma.x 

2e 
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Le  champ  magnetique  permanent 


2 • Avec  les  valeurs  proposees  : 

6 000  tours/minute  — > 100  tours/seconde 
—>  OJ=  200  7i  rad . s_1 
B =14. 10“7  T 

^max  a,-t.  a . 

Cette  valeur  est  tres  faible  par  rapport  au  champ  terrestre  qui 
est  de  l'ordre  de  quelques  10-5  T . Rowland  est  neanmoins 
parvenu,  grace  a un  jeu  d’aiguilles  aimantees,  a prouver 
1’ existence  de  ce  champ. 


Champ  magnetique  cree  par 
une  sphere  chargee  en  rotation 

1 • Les  charges  en  mouvement  a la  surface  de  la  sphere  se 
comportent  comme  des  courants  annulaires  ou  des  « spires  » 
de  courant. 

Entre  6 et  6 + d9  les  charges  se  repartissent  sur  une 
surface  dS  = 2jc  R sin  0x  R d9  qui  porte  done  la  charge 


Cette  charge  se  deplace  a la  vitesse  v = R sin  6 co  . 

En  un  tour  il  s’est  done  ecoule  d q dans  cette  spire,  ce  qui 

, . . j,  dr/  dry  Q CO  sin  0d0 

correspond  a un  courant  d / = — - = — - co  = — 

T 2k  47t 

qui  contribue  pour  d B = — — ^ — x sin3  9 e.  = 

2 R sin  9 


IUq  co  sin3  9 d9 
87t  R 


e,  au  champ  total. 


S(0)  = 


Bo  co 
87t  R 


r 

Jo 


sin3  9 d9  = 


Bo  Q co 
6k  R 


2 • En  un  point  tres  eloigne  le  calcul  est 
le  meme  : la  « spire  » situee  entre  9 et 
9 + d9  contribue  pour 

dB  (M)  = — — sin3  9 e, 

2 R sin  9 

au  champ  total. 

Si  M est  tres  eloigne  de  O on  peut 
R sin  9 

approximer  sin  cp  par  


il  vient  alors 


d B(M) 


Bo 


R sin  9 V Q ft)  sin  9 d9 


2 R sin  9 


BoR2Q  co  .3 


471 


sin3  9d9 


d’ou  B{M) 


87t  z3 

BqR2Q  co  rK 


871  z3 


fs, 

Jo 


sin3  9 d 0 - 


Bo  R2  Q co 

6k  z3 


On  verra  comment  retrouver  ce  resultat  en  assimilant  la  dis- 
tribution a un  dipole  magnetique  au  chapitre  suivant. 


O Bobines  de  Gaugain-Helmholtz 


1 • Soit  O le  centre  de  la  bobine,  perpendiculaire  a l’axe 
(Oi) . 

• Le  champ  au  centre  est  B(0)  = B0  ez , avec  : 


BsKL 
3 2 R 


• Le  champ  en  un  point  de  l’axe  de  cote  z est  B = B(z)  ez , 
avec  B(z)  = B0  sin3  a ; ou  encore  : 


B(z)  = B0 


1 

(l  + u2)3/2 


avec 


2 • a)  La  courbe  representative  de  la  fonction  B(z)  est  une 
courbe  « en  cloche  » ; elle  possede  necessairement  deux 
points  d’inflexion  ou  sa  derivee  seconde  est  nulle. 


Bx(z),  B2(z)  et  B(z)  pour  d = 3 R 
Le  schema  represente  les  deux  courbes  en  cloche  identiques, 
centrees  en  z = ±—  , et  la  somme  des  deux  fonctions. 


454 
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B/z),  B2(z)  et  B(z)  pour  d = 0,6  R 

• Si  d est  grand,  la  somme  est  du  type  « chameau  ». 

• Si  d est  petit,  la  somme  est  du  type  « dromadaire  ». 

• II  existe  done  une  valeur  intermediate  de  d pour  laquelle 
le  creux  (ou  la  bosse)  du  milieu  est  remplace(e)  par  une  cour- 
be  tres  plate. 

b)  Dans  tous  les  cas,  la  fonction  B(z)  est  paire.  Le  develop- 
pement  limite  de  B(z)  au  voisinage  de  0 ne  comportera 
done  que  des  puissances  paires. 

3 • a)  La  courbe  possede  deux  points  d’inflexion  pour  le  pro- 
fil  « dromadaire  » et  quatre  pour  le  profil  « chameau  ». 
Lorsque  la  derivee  seconde  de  B(z)  s’annule  en  0 , la  situa- 
tion est  celle  du  cas  limite  ou  les  deux  points  d'inflexion  inte- 
rieurs  se  rejoignent  en  0 ; la  bosse  est  alors  tres  plate, 
b)  La  fonction  B{z)  etant  paire,  si  la  derivee  seconde  est 
nulle,  le  premier  terme  non  nul  de  son  developpement  de 
Taylor  est  d’ordre  4 : 

B{z)  = B( 0)  + — B(4)(0)z4  + o(z5) . 


En  d’autres  termes,  la  fonction  B(z)  est  stationnaire  a Tor- 
dre  3 ; le  champ  magnetique  est  quasi  uniforme  sur  un  domai- 
ne  important,  d’oii  l’interet  de  cette  configuration. 

La  quasi  uniformite  de  B ne  se  limite  pas  a l’axe.  Si  B est 
uniforme  le  long  de  l’axe,  les  tubes  de  champ  gardent  une 
section  constante,  et  les  lignes  de  champ  sont  paralleles.  Or, 
si  les  lignes  de  champ  sont  paralleles  dans  une  zone  depour- 
vue  de  courants,  le  champ  est  uniforme  (on  peut  le  montrer  en 
utilisant  le  theoreme  d’Ampere). 

c)  Si  B"( 0)  = 0,  alors  B,"(0)  = -B{'( 0). 

La  bobine  (1)  est  centree  en  0\  de  cote  z,  = — . 

z 

On  en  deduit,  en  utilisant  la  variable  adimensionnee  u = — 
et  la  fonction  f(u ) definies  a la  question  1)  : 

B\{z)  = B0f^u  + ~~  j 


Le  champ  magnetique  permanent 


et  de  meme  : 


B2(z)  = BQf\ 


d’ou  la  condition  : 


La  fonction  / etant  paire,  on  a par  ailleurs  : 


II  en  resulte  que  la  configuration  recherchee  est  telle  que 


f'\u) 


12m2 -3 
(1  + u2)112 


; f"(u)  s’annule  pour  u = ±—  . 


Conclusion  : B(z)  est  stationnaire  a l’ordre  3 au  voisinage  de 
0 si  d = R . 


d)  On  suppose  la  condition  d = R realisee  : 


B(z)  = Bq 


1 


/ M + - +/  U — — 


1 


Pour  comparer  simplement  B(z)  a B{ 0)  , on  calcule,  pour 
differentes  valeurs  de  z (ou  de  n),  le  rapport : 

B(z)  /(m  + 0,5)  + /(m-0,5) 

B(  0)  2/(0) 


L’etude  numerique  conduit  aux  valeurs  suivantes  : 


u 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,31 

(1) 

1,0000 

0,9999 

0,9982 

0,9916 

0,9904 

otl(1)=  /(k  + 0,5)  + /(«-0,5) 

2/(0) 

On  peut  done  considerer  le  champ  uniforme,  a 1%  pres  en 
valeur  relative,  dans  Pintervalle  - 0,37?  < z < 0,31? . 


Bobine  de  Helmholtz  : d = R 
le  champ  sur  l’ axe  B( z)  est  stationnaire  a I’ordre  3 
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CORRIGES 


B 


Le  champ  magnetique  permanent 


C)  Champ  cree 

par  un  « solenoide  plat  » 

1 • Determinons  tout  d’abord  le  nombre  de  spires  de  rayon  r 
comprises  entre  r et  r + dr  : 

de  r = R1  a r = R2  il  y a N spires  jointives,  ce  qui  donne 
N 

spires  par  unite  de  longueur  (radiale).  Done  entre 


R,-R 


...  N dr 

r et  r + dr  il  y a spires. 


Rn-R 


Elies  contribuent  pour  dS  = - — — ^ — sinJ  a e 7 


2(R2-Rl)r 


au  champ  total. 


d’ou  B(M)  : 


tk  NI 

2(R2  - R 


_ [Rl 
1)  J«i  , , 


dr 


(r2  + z2)2 

fR 2 d,-  R2 

2 • • En  z = 0 l’integrale  devient  — = Ln  — 

J«i  r 


R i 


et  le  champ  est  bien  maximum  et  egal  a 
B(M)  = * NI  Ln  — . 

2 (R2~Ri)  R ! 

(z  n’intervient  qu’au  denominates  dans  une  somme  de  car- 
res  : quand  il  est  nul  d B(M)  est  bien  max). 


• Quand  z — > c 
ce  qui  donne  : 


r 2 dr 

"L, I 

1 (r2  + z2)2 


£ 


'Ri  r2  dr 


B(M)  = 


Ro  NI  Rl  - R] 


3 z3 


2(R2-R1)  3z3 


. Le  champ  varie  en  — , e’est 


® Champ  magnetique  produit 
par  une  bobine  torique 
(INCONTOURNABLE) 

1 • Le  systeme  est  invariant  par  rotation  autour  de  (Oz) . B est 
done  independant  de  6 et  B ( M)  =B(r  , z) . 

• Tous  les  plans  contenant  l’axe  (Oz)  sont  plans  de  symetrie 
pour  les  courants.  B (M)  est  done  normal  au  plan  defini  par 
l’axe  (Oz)  et  le  point  M , soit  : 

B(M)=B(r,z)ee. 

2 • Les  lignes  de  champ  sont  des  cere  les  centres  sur  l’axe 
(Oz)  . B est  de  norme  constante  sur  une  ligne  de  champ,  ce 
qui  permet  de  le  determiner  aisement  au  moyen  du  theoreme 
d’ Ampere. 


• Soit  F la  ligne  de  champ  passant  par  M . Son  rayon  est  r, 
et  la  circulation  de  B le  long  de  r est : 

<€=2nr  B(M) . 

•Si  M est  a l’exterieur  du  tore  : 

- cos  1 : aucun  courant  ne  traverse  le  disque  delimite  par  7"; 

- cas  3 : le  disque  delimite  par  r est  traverse  par  N cou- 
rants montants  (positifs)  et  N courants  descendants  (nega- 
tifs).  Le  courant  total  traversant  la  surface  X delimitee  par  F 
est  nul. 

On  remarque  que,  si  F est  exterieur  au  tore,  il  est  toujours 
possible  de  choisir  une  surface  (2)  s’appuyant  sur  F,  tra- 
versee  par  aucun  courant. 

Dans  tous  les  cas  ou  M est  a l’exterieur,  d’apres  le  theoreme 
d’Ampere,  <6  = 0 et  B(M)  = 0 . 

• Si  M est  a l’interieur  du  tore  (cas  2),  seuls  les  courants  mon- 
tants traversent  2.  Le  courant  total  traversant  cette  surface  est 
egal  a +NI  (le  signe  + vient  de  ce  que  la  normale  a la  surface 
est  orientee  comme  I). 

Dans  ce  cas,  d’apres  le  theoreme  d’Ampere  : 

% = R0NI  et  B(M)  = ^£££. 

2nr 


une  caracteristique  des  champs  dipolaires  qui  seront  vus  au 
chapitre  suivant. 
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Conclusion  : B(M)  = 0 , si  M est  a l’exterieur  du  tore. 

B(M)  = ^^-eg,  si  M est  a l’interieur  du  tore. 

271  r 

3 • On  peut  voir  un  solenoide  infini  comme  un  tore  dont  le 
rayon  tend  vers  1’ infini. 

• Le  champ  est  bien  nul  a l’exterieur. 

• A l’interieur  du  tore,  le  rayon  r est  quasiment  uniforme  et 
egal  a R , aussi  grand  que  Ton  veut. 

• Le  nombre  de  spires  par  unite  de  longueur  est : 

N N 

n = = . 

longueur  271 R 

A l’interieur,  on  retrouve  bien  un  champ  uniforme  et  egal  a 
Bo n I . 


Champ  cree  par  un  solenoide 
de  vingt  spires 


1 • Le  systeme  de  courants,  et  done  le  champ  B , sont  inva- 
riants par  rotation  d’axe  (Oz)  , done  B(M)  = B(r,  z) . 

Le  plan  du  schema,  comme  tout  plan  contenant  l’axe  (Oz)  , 
est  plan  d’antisymetrie  pour  les  courants  ; en  tout  point  du 
schema,  B(M)  est  contenu  dans  ce  plan  done  B(M)  = 
B(r , z)e + B,(r , z)ez  en  coordonnees  cylindriques  d’axe  Oz  . 
Le  plan  normal  a (Oz)  , et  equidistant  de  la  10e  et  de  la 
1 le  spires,  est  plan  de  symetrie  pour  les  courants  ; ce  plan  est 
done  un  plan  d’antisymetrie  pour  les  lignes  de  champ. 


2 • a) 


Soit  un  solenoide  infiniment  long  comportant  n spires  par 
unite  de  longueur  (regulierement  reparties),  chacune  etant 
parcourue  par  un  courant  d’intensite  I . 

Le  systeme  du  courant  est  invariant  par  translation  suivant  z 
done  B(M)  = B(r  , d)  . 

Le  systeme  de  courant  est  invariant  par  rotation  autour  de  Oz 
done  B(M)  = B(r ) . 

Tout  plan  orthogonal  a Oz  est  un  plan  de  symetrie  des  cou- 
rants, done  B est  porte  par  Oz  , et  done  : B(M)  = B(r)ez . 

Nous  savons  (resultat  du  cours)  que  le  champ  magne- 
tique  a l’exterieur  d'un  solenoide  infiniment  long  est 
nul. 


Le  champ  magnetique  permanent 

Appliquons  le  theoreme  d’Ampere  en  choisissant  le  contour 
(F)  du  schema  : 

B(r)  h = /u0  nh  / 

soit  : pour  M interieur  au  solenoide  B (M)  = fl0  n I ez ; 

Le  champ  magnetique  est  uniforme  a l’interieur  d’un  sole- 
noide infiniment  long. 

b)  Calculons  le  champ  sur  l’axe  d’un  solenoide  de  longueur 
finie  comportant  n spires  par  unite  de  longueur 

( ici  n = — ^ — = 200  m-1 
\ 5.10-3 


Soit  un  point  M de  cote  z sur  l’axe  Oz  . 

Chaque  spire  vue  sous  un  angle  a de  M contribute  pour 

A)/  . 3 

stnJ  a au  champ  magnetique. 

2 R 

Cherchons  le  nombre  de  spires  vues  entre  a et  a + da  ; 


sachant  que  tan  a = ou  MH  = 

MH 

varie  de  da  , H se  deplace  de  AH  : 

R 


R 


tan  a 


quand  a 


AH  = - 


da , 


sin-  a 


or  sur  une  longueur  |d//|  il  y a ?i\AH\  spires.  Le  nombre 
de  spires  entre  a et  a + da  est  egal  a : 

AN  = — da 


d’oit  AB  = 


nR 


jM  . 3 . «A )/ 

sinJ  a da  = sm  a da . 


sin2  a 2R  2 

Quand  a varie  de  a,  a a2 , cela  donne  : 


B : 


Ai«/  f“2  . 


r“ 2 

Ja\ 


sin  a d a - 


Bo  nl 


(cos  ai  - cos  a2) 


- Bo  n 1 

et  B(N)  = — - — (cos  at  - cos  a2)ez 

Dans  le  cadre  d’un  solenoide  infini,  on  retrouve  bien  : 
B(M)  = ju0  n I 7.  avec  ax  = 0 et  a2  = 7t . 


3 »Vu  du  point  A , le  systeme  de  spires  est  voisin  d’un  sole- 
noide infiniment  long  qui  possede  n = 200  spires  par  metre, 
d’oii : 

B(A)  ~ p0n  1 7Z , soit  B{A)  = 2,5 . 10"4 T . 

Tant  que  le  modele  du  solenoide  infiniment  long  est  valable, 
le  champ  B est  quasiment  egal  a B(A)  en  tout  point  inte- 
rieur au  solenoide. 
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Le  champ  magnetique  permanent 


En  ne  faisant  pas  cette  approximation  5(A)  = /u0n  I cos  a 

avec  cos  a = 55  = 0,96. 

V552  + 52 

On  fait  done  une  erreur  de  4 % en  considerant  le  champ  d’un 
solenoide  infiniment  long  alors  qu’il  n’est  constitue  que  de 
20  spires. 

A partir  de  chaque  ligne  de  champ  du  schema,  on  peut  done, 
par  rotation,  engendrer  un  tube  de  champ.  A partir  de  deux 
lignes  de  champ  voisines,  on  engendre  de  meme  un  tube  de 
champ  dont  la  section  normale  a approximativement  pour  aire  : 
S = 2 7i  /'  e . 


Point  C : On  considere  le  tube  de  champ  engendre  par  la  rota- 
tion des  deux  lignes  de  champ  qui  encadrent  C . 

Le  point  C est  a une  distance  rc  ~ 5 mm  de  l’axe,  et  les 
deux  lignes  de  champ  sont  ecartees  de  e ~ 3,5  mm  ; au  niveau 
du  point  C , l’aire  de  la  section  du  tube  vaut  approximative- 
ment 2 ji  rc  e . La  valeur  approchee  du  flux  de  B a travers 
ce  tube  de  champ  est  done  0 ~ B(C)  2n  rc  e . 

A l’interieur  du  solenoide,  le  champ  est  quasiment  egal  a 
5 (A ) ; les  deux  lignes  de  champ  considerees  sont  distantes  de 
l’axe  de  r'  = 1 mm  et  r"  = 2 mm  . La  section  du  tube  de 
champ  vaut  alors  7t(/'"2  - r'2)  et  0 = B{A)  k (r"2  - r'2)  . 

Le  flux  se  conservant,  on  en  deduit  : 

5(C)  = 5(A)'  = -j-B(A) , soit  5(0  = 2. 10-5 T . 

2 rce  12 

Point  D : On  considere  le  tube  de  champ  engendre  par  la  rota- 
tion de  la  ligne  de  champ  passant  par  D . 

Au  niveau  du  point  D,  la  section  du  tube  de  champ  est 
approximativement  un  disque  de  rayon  i\  = 8 mm  . D etant 
suffisamment  proche  de  l’axe,  on  peut  supposer  le  champ  uni- 
forme sur  tout  le  disque. 

A l’interieur  du  solenoide,  la  section  du  tube  de  champ  est  un 
disque  de  rayon  r'  = 1 mm  . 

r'2 

Le  flux  se  conservant,  B(D)  ~ B(A)^~ , soit  : 

h 

B(D)  = — B(A),  d’ou  5(D)  = 4 . 10-6  T . 

64 

Conclusion  : En  comparant  les  valeurs  de 5(A),  5(C)  et  5(D), 
on  constate  que  le  champ  s’attenue  rapidement  a l’exterieur 
du  solenoide. 


Circulation  du  champ 
magnetique  cree  par  une  spire 
sur  son  axe 


1 • Soit  une  spire  de  rayon  R , d’axe  Oz  , de  centre  0 par- 
courue  par  un  courant  d’intensite  I . 


Idi 

,7r 

p 

u f- 

Jo 

dB 

0 

7Z  M dBz 

Tout  plan  contenant  l’axe  Oz  est  un  plan  d’antisymetrie  des 
courants  done  5 appartient  a ces  plans,  done  a leur  intersec- 
tion, soit : B(M  = B(z)e, . 

Calculons  5 (M)  en  utilisant  la  loi  de  Biot  et  Savart : 

Soit  un  element  de  courant  I d(.  en  P (avec  di=Rdcpe(p): 
- = Po_  I die,  PM  = 5o_  IR&Ve^PM 

Ait  PM 3 4jt  PM 3 

_ Po_  I R dtp  - 
_ 471  PM2 

dont  la  composante  sur  2 est : 

,n  5o  IRdtp  . n 

d 5-  = - — A-  sin  6 

- 4k  PM2 


458 
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CORRIGES 


R 


Ho 1 . 3 „ , 
sin3  9 a<p . 


Sachant  que  = sin  6 , on  a d£L 

IM  4 MR 

La  contribution  de  tous  les  elements  de  courant  de  la  spire 

donne  (p  variant  de  0 a 2 M : 

Hot  . 


B 


AMR 


sin3  92M 


et  B(M)  = — sin3  9 = B( 0)  sin3  9 


2 R 


M sur  l’axe 


Ho  I 


avec  B( 0)  = , ce  dernier  resultat  pouvant  se  retrouver 

2 R 

tres  rapidement. 

2 • a)  Le  vecteur  champ  magnetique  cree  par  une  spire  (de 
rayon  R , parcourue  par  un  courant  d’intensite  / ) en  un  point 
de  son  axe  est  donne  par  : 

Ho  I ■ 


B(M)  = ^ sin3  9ex 


c 

R 

5--.. 

a 

I "9"pmCT\  B(M) 

x'  O 

€ 

M x 

5 

3 • Le  solenoi'de  etant  constitue  de  N spires,  en  utilisant  le 


resultat  precedent,  on  a 


B(x)  dr  = RqNI. 


Champ  au  voisinage  de  I'axe 
d'une  spire  (dassique) 

1 • II  y a invariance  de  la  distribution  par  rotation  autour  de 

Oz  done  B ne  depend  pas  de  9 : B{P)=  B(r,  z)  . 

Tout  plan  passant  par  02  (plan  0,  ez , er)  est  plan  d’antisy- 

— ♦ 

metrie  de  la  distribution  ; le  champ  B appartenant  a ce  plan, 
n’a  done  pas  de  composantes  selon  e e = B(P)  = 

Br(r,  z)7r  + B,(r,  z)ez . 

2» 


La  circulation  de  B sur  (x' Ox)  est  egale  a C = 


B(x)  dv, 


avec  : x = - - 


R 


Soit : 


tan  a 


C: 


; dv  = 


R 


sm z a 


da  et  sin  9 = sin  a. 


2 R sin2  a r 


b)  Soit  le  contour  ferine  constitue  de  la  droite  (D)  et  du  demi- 
cercle  (I)  de  rayon  r infini. 


D’ou 


B.Ai  = 0,  ce  qui  est  normal,  car  pour  r grand, 


©) 


B varie  en  — , done  Tintegrale  tend  bien  vers  0. 

r3 


< : > B.dS=  <:>  B.dS(z  + dz)+  <:>B.dS(r)+  <:>5.dS(r)  = 0 


— Bz{ 0,  z + dz)7tr2  - 5.(0,  z)7t/'2  + Br(r,  z)  2k r X dz  . 

En  effet  comme  r et  dz  sont  petits  et  de  meme  ordre  de 
grandeur  on  peut  considerer  que  Bz  varie  peu  avec  r sur 
d5(z  + dz)  ou  dS(z)  et  approximer  la  valeur  du  champ  sur 
ces  deux  surfaces  a la  valeur  du  champ  sur  l’axe,  et  que  Br 
varie  peu  avec  z sur  dS(r) . 

Done  0 = 7t  r1  — ^ - dz  + B,.(r,  z)  2k  r dz 

z 

D’ou  B,.(r,  z)  = - ^ ^(0,  z)  = - L / . 

2 dz  2 dz 

3 • Au  2e  ordre  en  r : B,{r,  z)  = B,(0,  z)  + /3(z)r2  I . 

Pour  faire  intervenir  la  composante  axiale  B.(r,  z)  a la  dis- 
tance r de  l’axe,  appliquons  le  theoreme  d’Ampere  au 
contour  (P)  suivant  : 


B df  = B,(r  + dr,  z)dz  - S,.(r,  z + dz)dr 
■i.  - B,  (r,  z) dz  + B,  (r,  z)dr  = 0 . 

car  il  n’y  a aucun  courant  enlace. 
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CORRIGES 


B 


Le  champ  magnetique  permanent 


Ce  qui  donne  : 

— — ( r , z)d;-  d z - — — dr  dz  = 0 
3 r 3 z 


soit 


a#-  = a b, 

dr  3 z 


, et  ainsi  : 


rI  = _L  d2g:(°'  *)  _ _ 32/(z)  7 


2 t 


d2 


ou  Sz(r,  z)  = 5.(0,  2)-  V -fr-  5,(0,  z)  . 

4 dz2 


4 • Ainsi  avec  M(0,  0,  z)  et  _P(r,  0,  z)  : 
avec  B(M)  = B(M)7,  = B(z)7z 

B(P)  = B(M)  - 7L  A.  B(z)?r  - ^ tt 
2 dz  4 dz2 


CE)  Courant  angulaire 

Calculer  tout  d’abord  le  champ  cree  par  un  seul  demi-fil  infi- 
ni  au  moint  M. 


L’element  /d€  centre  au  point  P cree  un  champ 
dl  a eP^M 
1 47t  PM2 

La  relation  des  sinus  dans  le  triangle  OPM  nous  donne  : 

PM  = PM  = OM  = OP 

sin  (7i  - (p)  sin  <p  sin  ( (p  - a)  sin  a 

OM  sin  <p  . „ n OM  sin  a 

et  OP  = 

sin(<p-jr)  sin(<p-a) 

On  en  deduit 


PM-- 


OM-- 


PM1  = 


■ sin2  i p 


et  dOP  = M ■ 


sin  < p da 


sin2  (q>  - a)  sin2  (q>-  a) 

Par  ailleurs  d€  a e pm  = sin  (< p—  a)  d(  e , d’oit 

dB  - sin  (cp-  a)  dae.  _ Pot  d[cos  (< p-  a)  ■ 
4%  x sin  (p  4n  sin  cp 

Pour  tout  le  fil  il  faut  faire  varier  a de  0 a (p.  II  vient 

b,  = h*L  a-cosp)?  _ M v t,n  ^ 


-e,  = 


x tan  -‘-e . 
2 


4nx  sin  cp  " 4 n 

Pour  trouver  le  champ  cree  par  l’autre  fil,  il  suffit  de  conside- 
rer  le  plan  xOz  qui  est  un  plan  d’antisymetrie  de  la  distribu- 


tion de  courant.  L’autre  fil  cree  donne  en  M un  champ  egal 
a P oppose  du  symetrique  de  B , : soit  B2  = B l . Le  champ 
total  vaut  done 


o ^ t <P- 
B = tan  e , . 

2nx  2 

Dans  le  cas  du  point  M',  un  calcul  rigoureusement  analogue 
nous  mene  a 


Pol  (1  + cos  (p ) ->  Po I 1 -* 

—ez  = ez 

2nx  sin  cp  2nx  tan 

2 


Remarque 
_Jt 
2 ’ 


Si  (p  = 


on  retrouve  le  champ  magnetique  B cree  par  un 


fil  rectiligne  infini. 


© Flux  du  champ  d'une  spire 
a travers  un  solenoide 


Prenons  l’origine  de  l’axe  des  z a l’extremite  gauche  du  sole- 
noide. Considerons  le  flux  envoye  par  la  grande  spire  a tra- 
vers les  spires  comprises  entre  la  cote  z et  la  cote  z + dz  du 
solenoide  (voir  figure). 

Il  y a n dz  spires  qui  sont  traversees  par  le  champ 

B (M)  = |U°  ^ sin3  6 7-  qui  y cree  done  un  flux 
2 R 

d0=B.dS  = Uo  1 71  — sin3  6xn  dz. 

2 R 

Posons  OA  = d > 0 ; Tangle  6 est  defini  par 
R R 

tan  6 = , soit  encore  z = d . La  relation 

z + d tan  6 

liant  dz  et  dd  est  done  : dz  = dd , ce  qui  donne 

sin2  6 
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Le  champ  magnetique  permanent 


© 


CORRIGES 


d0  = - nr2  n sin  6 d 6 . 

2 

Quand  z varie  de  0 a l’infini,  6 varie  de  a a 0 , ce  qui 
donne  : 


. Ho  In  , n0nln  . 

0 = — r2  n sin  0 dd  = — -2 

2 Jo  2 


r 2 (1  - cos  a) 


m 


0 Champ  magnetique  cree 
par  I'electron  de  Tatome  d'H 

1 • Le  principe  fondamental  applique  a I’electron  donne 

a2 


ma  = - 


r^r- 


t0  i 


Pour  un  mouvement  circulaire  de  rayon  r 

v2  -* 
a = - — e 
r 


done 


mv~ 


r 4ji  e0  r 
e 

\/47t  e0  wr 


r2 


« i'-  = 


471  e0  me 


A.N.  = y = 310 


4,5 


1,6  10-19 


= 2,2  106  ms" 


V 9 10-31  x53  10-12 
grandeur  tres  inferieure  a c , heureusement  ! sinon  le 
calcul  classique  ainsi  fait  etait  impossible. 

2 • En  un  tour  une  quantite  de  charge  egale  a celle  de  l’elec- 
tron  a parcouru  un  cercle  de  rayon  r : I’electron  en  mouve- 
ment se  comporte  comme  une  boucle  parcourue  par  un 

g 

courant  d’intensite  i = — , 7 etant  la  periode  de  revolu- 

. , , 2nr  ,,  v . ev 

tion  egale  a dou  i=  . 

v 2nr 

Le  courant  cree  au  niveau  du  proton  un  champ 
g _ Hoi  _ /tp  ev 
2 r 4jt  r2 

A.N.  : s = iJL  = 10-7  1.6  IQ'19  2,2  106 
4n  r2 


532  10“24 


1,6  x 2,2 


10 


-7  + 6 + 24-19  . 


12,53  T 


532 

Ce  champ  est  tres  intense. 

• Le  champ  magnetique  terrestre  est  inferieur  a 10-4  T . 

• Le  champ  B maximum  dans  la  matiere  est  de  l’ordre  de  1 T . 
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r Dipoles  electrique 
i et  magnetique 


• Modele  du  dipole. 

° Champ  et  potentiel  du  dipole. 

Similitudes  et  differences  entre  dipoles  electrique  et 
magnetique. 

• Actions  exercees  par  un  champ  E exterieur  sur  un 
dipole  electrique. 


LES  PREREOUIS 


Potentiel  electrostatique. 
• Champ  E et  B . 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Developpement  limite. 
Operateur  gradient. 


ESSENTIEL 


« Moment  dipolaire  electrique 


Un  objet  de  charge  totale  nulle,  mais  dont  le  barycentre  des  charges  positives  est  decale  par  rap- 
port a celui  des  charges  negatives,  cree  un  potentiel  et  un  champ  analogues  (en  premiere  approxi- 
mation) a ceux  d’un  doublet  de  charges. 

Un  doublet  constitue  d’une  charge  - q , situee  en  N , et  + q , situee  en  P , est  caracterise  par 
son  moment  dipolaire  p = q NP . 

L’unite  usuelle  de  moment  dipolaire  est  le  Debye  : 1 D = — 10  29  C.m 


i Potentiel  et  champ  d'un  dipole 
electrique 

• Le  potentiel  electrostatique  cree  par  un  dipole  de  moment 
dipolaire  p place  au  point  0 est,  a l’ordre  le  plus  bas  en  puis- 
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Dipoles  electrique  et  magnetique 


3 


ESSENTIEL 


sances  de  : 
r 


V(M)  = 


1 p . OM  _ 1 p ,er  _ 1 p cos  9 


4ne0  OM 3 4ne0  r 2 


4ke0  r 


• L’expression  du  champ  du  dipole  est,  en  coordonnees  polaires  : 
1 2pcos9er+ psm9ee 


E(M)  = 


4 ns. 


o 


obtenu  grace  a E = - grad  V. 
• Sous  forme  intrinseque  : 


E{M)  = 


Failure  ci-contre. 


1 3{p.er)er-p 

4 k £n  r3 


i Moment  magnetique  ( PCSI ) 

• Le  vecteur  surface  S associe  a un  contour  oriente  T est  defini  par  S = 


£ est  une  surface  quelconque  qui  s’appuie  sur 
r ; Forientation  de  r et  celle  de  £ sont  liees 
par  la  regie  du  « tire-bouchon  ». 


dS  . 


• Le  moment  magnetique  d’une  boucle  de  cou- 
rant,  parcourue  par  un  courant  / et  definie  par 
son  contour  oriente  F et  son  vecteur  surface  S , 
est  Jli  = IS  . 


i Champ  dipolaire  magnetique  ( PCSI ) 

• En  des  points  tres  eloignes  d’une  boucle  de  courant,  son  champ  magnetique  tend  vers  celui  d’un 
dipole  magnetique  de  moment  it  . 

• Bien  que  physiquement  differents,  le  champ  electrostatique  d’un  dipole  electrique  de  moment  p et 
le  champ  magnetique  d’un  dipole  magnetique  de  moment  it  sont  formellement  identiques  a 
grande  distance  en  coordonnees  spheriques  d’axe  (O  , it)  : 


B(M)  = 


p0  2itcos0?,. +itsin0?e 


4 7t 


Son  expression  intrinseque  est  done  B(M)  = 


ju0  3 (M.er)er-M 

4 k r3 


• L’identite  n’est  vraie  qu’a  grande  distance;  le  champ  electrique  d’un  doublet  et  le  champ  magne- 
tique d’une  boucle  de  courant  sont  tres  differents  au  voisinage  des  sources. 
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ESSENTIEL 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


t Interaction  d'un  dipole  electrique  avec  un  champ 
applique  permanent 

• La  resultante  des  forces  qui  s’exercent  sur  un  dipole  place  dans  un  champ  electrique  uniforme  est 
nulle. 

• Le  moment^des  forces  appliquees  a un  dipole,  place  dans  un  champ  uniforme  ou  legerement  hete- 
rogene, est  r = p a E . 

• Dans  un  champ  non  uniforme,  le  dipole  subit  principalement  un  moment  qui  tend  a l’aligner  dans 
le  sens  du  champ  applique.  Une  fois  aligne,  le  dipole  subit  une  force  qui  tend  a le  deplacer  vers  les 
zones  de  champ  intense. 

• L’energie  potentielle  d’interaction  entre  le  dipole  rigide  et  le  champ  applique  est  <?p  = - p.E  . 


Conseils  et  pieges  a eviter 

• Avec  des  repartitions  dipolaires  electrostatiques  il  faut  toujours  commencer  par  calculer  le 
potentiel  : il  est  plus  simple  de  faire  un  developpement  limite  de  scalaire  qu’un  developpe- 
ment  limite  de  vecteur. 

• Nous  ne  connaissons  que  l’expression  de  1’energie  potentielle  d’un  dipole  rigide  place  dans 
un  champ  permanent.  Attention  aux  dipoles  induits... 
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Exercices 


CP  Moments  dipolaires  moleculaires 


1 • Dans  la  molecule  d’eau,  la  difference  d’electro-negati- 
vite  entre  atome  d’oxygene  et  atome  d’hydrogene  polarise 
les  liaisons  OH  de  telle  sorte  que  chaque  atome  d’hydro- 
gene  porte  une  charge  partielle  egale  a — environ. 

En  deduire  le  moment  dipolaire  p de  la  molecule  d’eau 
sachant  que  1’ angle  a entre  les  deux  liaisons  OH  est 
egal  a 104°45’  et  que  la  longueur  d'une  liaison  OH  est 
d = 95  pm. 

2 • En  vous  aidant  de  la  theorie  VSEPR  expliquez  pourquoi 
la  molecule  de  trioxyde  de  soufre  est  apolaire  rnalgre  la  dif- 
ference d’electro-negativite  entre  les  atomes  O et  S . 


1)  Une  distribution  dipolaire  est  globalement  neutre  : 
on  en  deduit  les  charges  partielles  sur  les  autres 
atomes. 

Le  moment  de  la  molecule  d’eau  est  la  somme  vec- 
torielle  des  moments  des  deux  liaisons  OH. 

2)  l’atome  de  soufre  n’a  pas  a obeir  a la  regie  de 
l’octet  puisqu’il  est  sur  la  3e  ligne  du  tableau  perio- 
dique. 


© Positions  de  Gauss  d'un  dipole 

1 • En  un  point  M quelconque  tracer  approximative - 
ment  le  vecteur  champ  electrique  cree  par  un  dipole  de 
moment  dipolaire  p = p ex  . 

2 • Tracer  alors  la  ligne  de  champ  qui  passe  par  ce 
point  M. 

3 • Representer  les  vecteurs  de  base  er  et  eg  au 
point  M. 

4 • Oil  sont  situes  les  points  tels  que  le  champ  elec- 
trique cree  par  un  dipole  ait  meme  direction  que  le 
moment  dipolaire  ? Ce  sont  les  positions  de  Gauss. 

5 • Faire  un  schema  illustrant  ces  positions,  en  repor- 
tant  les  vecteurs  de  base  pour  chacune  d’elles. 


1)  Appliquer  le  theoreme  de  superposition  : au  point 
M se  supeiposent  les  champs  des  deux  charges  cons- 
tituant  le  dipole. 

2)  II  faut  veiller  a ce  que  la  ligne  soit  bien  tangente  au 
champ  que  vous  venez  de  tracer  au  point  M , sinon  il 
y a une  erreur  soit  dans  la  representation  de  E soit 
dans  le  trace  de  la  ligne  de  champ. 


eg  s’en  deduit  par  rotation  de  + — dans  le 


3)  Pour  representer  correctement  les  vecteurs  de  base 
il  faut  tracer  OM  qui  donne  la  direction  de  er  ; celle 

7t 
2 

sens  choisi  pour  definir  la  coordonnee  0 . 

4)  Pour  quelles  positions  de  M,  er  ou  eg  se 
retrouvent-ils  paralleles  a Ox  ? Pour  quelles  valeurs 
de  9 le  champ  E est-il  selon  er  ou  eg  seulement  ? 

5)  Verifier  la  concordance  avec  1’expression  des 
composantes  de  E . 


0 Validite  de  ["approximation 
dipolaire  electrique 

Un  dipole  est  constitue  de  deux  charges  opposees  - q et 
+ q situees  sur  l’axe  (Ox)  aux  abscisses  et  — . 


1 • En  un  point  de  l’axe  (Ox)  d’abscisse  x , rappeler  la 
valeur  Eq(x)  du  champ  electrique  dans  1’ approximation 
dipolaire. 

2 • Exprimer  la  valeur  exacte  du  champ  electrique  sous  la 
forme  E(x)  = E0(x)f(x)  . 

3 • Pour  quelles  valeurs  de  x ces  deux  expressions  du 
champ  sont-elles  egales  a 1 % pres  ? 

4 • Reprendre  ces  questions  pour  un  point  de  l’axe  ( Oy ) . 
Conclure. 


^ La  solution  doit  pouvoir  s’adapter  a tous  les  systemes 
0 de  deux  charges.  La  grandeur  significative  n’est  pas 
l’eloignement  absolu  x (ou  y),  mais  l’eloignement 
rapporte  a la  distance  a . La  fonction  f(x)  est  en  fait 


une  fonction  de  la  variable  aditnensionnee  — . 

a 

Le  champ  Eq  peut  s’obtenir,  soit  a partir  de  1’ ex- 
pression intrinseque,  soit  a partir  de  1’ expression  en 
coordonnees  polaires  (r  , 9)  ; dans  ce  dernier  cas  il 
faut,  pour  chaque  configuration,  reperer  Torientation 
des  vecteurs  er  et  eg  de  la  base  locale. 


C)  Arcs  de  cerde  portant  des 
densites  de  charges  egales 
et  opposees 

Les  arcs  de  cercle  de  rayon  R sont  charges  avec  les  den- 
sites A et  - A . 
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EXERCICES 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


1 • Calculer  le  champ  electrique  en  0 , centre  du  cercle 
de  rayon  R . 

2 • Calculer  le  champ  en  un  point  M de  l’axe  Oz  , tel  que 
-M  » R ■ 


3  • Que  retrouve-t-on  lorsque  a tend  vers  zero  ? 


1)  Etudier  d’abord  les  symetries  pour  ne  sommer  que 
les  settles  composantes  qui  contribuent  effectivement 
au  champ  total. 

2)  II  faut  projeter  deux  fois  le  champ  elementaire 
pour  obtenir  la  composante  « utile  » : une  premiere 
fois  pour  se  ramener  a la  composante  « horizontale  », 
une  deuxieme  pour  se  ramener,  comme  en  1)  a la  pro- 
jection sur  Ox  . Quand  z » R la  lre  projection 
s’exprime  facilement  a l’aide  de  — . 


3)  Quand  a tend  vers  zero  on  doit  retrouver  l’expres- 
sion  du  champ  d’un  dipole,  les  barycentres  des  char- 
ges positives  et  negatives  se  situant  en  (-  aR , - R) 
et  (+  aR,  - R) . 


& Passage  d'une  densite  volumique 
a une  densite  surfacique 

Reprenons  l’exercice  2 du  chapitre  1. 

On  considere  deux  spheres  identiques,  de  rayons  R , de 
centres  respectifs  0\  et  0 o distants  de  a , et  chargees 
respectivement  avec  des  densites  volumiques  uniformes 
mais  opposees  - p et  + p , modelisables  par  une  sphere 
de  centre  0 , de  rayon  R , chargee  avec  une  densite  sur- 
facique de  charges  a - <7q  cos  0(Oq  - pa)  . 


1 • Calculer  le  champ  cree  en  0 par  cette  distribution. 

2 • Montrer  qu’en  realite  le  champ  est  uniforme  a l'inte- 
rieur  de  la  sphere. 


3  • Comment  se  comporte  cette  distribution  pour  r>  R1 
En  deduire  l’expression  du  potentiel  en  un  point  M 
exterieur  en  fonction  de  r = OM  , Co  et  R . En  deduire 
le  champ  electrique  pour  r > R . 


1)  Toutes  les  charges  comprises  entre  0 et  9+d6 
contribuent  egalement  au  champ  resultant. 

2)  Appliquer  le  theoreme  de  superposition  et  le  theo- 
reme  de  Gauss. 

3)  A 1’ exterieur  de  la  distribution  comment  se  corn- 
portent  les  deux  spheres  uniformement  chargees  ? 


Q Dipoles  repartis 

entre  deux  plans  paralleles 

T , . , e e 

L espace  comprts  entre  deux  plans  de  cotes  et 

est  rempli  de  dipoles  microscopiques  regulierement  repar- 
tis. Un  volume  mesoscopique  elementaire  dr  possede  un 
moment  dipolaire  d p = Pdr  . Le  vecteur  P , densite 
volumique  de  moment  dipolaire  encore  appele  vecteur 
polarisation,  est  ici  uniforme  : 

P = Pez . 


e e 

1 • Un  point  A situe  entre  les  plans  de  cotes  - — et  — 

est  repere  par  ses  coordonnees  cylindriques  (r  , 9 , z). 
Exprimer  le  potentiel  dV  cree  par  les  dipoles  situes 
dans  1 ’element  de  volume  dr  situe  au  voisinage  de  A , 
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EXERCICES 


en  un  point  M situe  sur  l’axe  (Oz)  , a la  cote  h . On 
pourra  utiliser  I’angle  a (cf  schema  ci-dessus). 


Dipoles  electrique  et  magnetique 

suffisamment  eloigne.  Donner  alors  son  moment  dipo- 
laire  en  fonction  de  q,  R et  a . 


2 • En  deduire  le  potentiel  et  le  champ  electrique  en  M . 
On  etudiera  tous  les  cas  : 


< - 


e_ 

2 


et  > — . 
2 


3 • Montrer  que  cette  distribution  de  dipoles  est  equivalen- 
te  a une  distribution  de  charges  que  Ton  precisera. 


4 • Sachant  que  V(M)  est  donne  par  : 


rrr 


V(M)  = 


volume  ou 
existe  P 


P.  AM  dr 
4 k e0  AM 3 


montrer  que  : V(M ) = P.  E ( M ) oil  E (M)  est  analogue 
a un  champ  de  « nature  electrostatique  » cree  par  une 
densite  volumique  de  « charge  » que  Ton  definira. 

Calculer  E (M)  dans  tout  l’espace.  En  deduire  V(M) . 


II  faut  ici  raisonner  sur  les  dipoles  elementaires, 
comme  on  l’a  fait  par  ailleurs  pour  les  charges  ele- 
mentaires : chaque  dipole  elementaire  d/7  , associe  a 
un  element  de  volume  dr , cree  en  M un  potentiel 
dV. 


Pour  un  point  M situe  entre  les  deux  plans,  il  faut 
considerer  qu’une  fraction  du  systeme  se  trouve  au- 
dessus  de  M , et  1’ autre  partie  en  dessous. 

Quelle  est  la  distribution  de  charges  qui  cree  un 
champ  uniforme  dans  tout  l’espace  z > 0 ? 


tfjjl  Interaction  circonference 
chargee  - charge  et  dipole 


Une  circonference  de  centre  0 , de  rayon  R , d’axe  Oz 
porte  une  charge  + q uniformement  repartie.  Une  charge 
— q se  trouve  sur  l’axe  de  la  circonference  en  A , tel  que 
OA  = a . 

1 • Calculer  le  potentiel  cree  par  l’ensemble  en  un  point 
M de  l’axe. 


On  place  maintenant  en  A un  dipole  rigide  de  moment 
p = p ez  , astreint  a se  deplacer  sans  frottement  selon 
l’axe  Oz  . 


3 • Calculer  la  force  que  le  dipole  exerce  sur  la  circon- 
ference. 


4 • Calculer  la  force  que  la  circonference  exerce  sur  le 
dipole  en  considerant  qu’il  est  constitue  de  deux 
charges  — q'  et  + q'  , situees  respectivement  en 

z - d'  ^ Z + d'  , 

et  . Conclure. 

2 2 

5 • Retrouver  ce  resultat  en  passant  par  l’energie  poten- 
tielle  d’ interaction  de  la  circonference  et  du  dipole. 

6 • Determiner  les  positions  d’equilibre  du  dipole. 

7 • Determiner  la  pulsation  des  petites  oscillations 
autour  de  la  position  stable. 


1)  Appliquer  le  theoreme  de  superposition. 

2)  Pour  z tres  grand  (z  » a)  on  peut  simplifier 
I'expression  du  potentiel  et  chercher  a le  mettre  sous 
la  forme  du  potentiel  d’un  dipole.  II  ne  reste  plus 
alors  qu’a  identifier  au  numerateur  I’expression  du 


moment  dipolaire  puisque  V = — — — — en  un  point 

4k£qz- 

de  l’axe  d’un  dipole. 

3)  Commencer  par  chercher  la  direction  de  la  resul- 
tante  des  forces  en  considerant  par  exemple  les  forces 
qui  s’exercent  sur  deux  elements  de  circonference 
diametralement  opposes.  Ensuite  projeter  le  champ 
du  dipole  sur  cette  direction. 

4)  Sommer  les  forces  exercees  par  les  charges  de  la 
circonference  sur  les  deux  charges  qui  constituent  le 
doublet,  puis  d'etant  tres  inferieur  a z (approximation 
dipolaire)  simplifier  I’expression  obtenue  a l’aide  des 
developpements  limites. 

5)  Le  dipole  subit  Paction  du  champ  cree  par  la  cir- 
conference. La  force  qui  s’exerce  sur  lui  se  calcule 
facilement  a partir  de  l’energie  potentielle  -p.E  . 
Les  deux  dernieres  questions  se  traitent  a partir  de 
l’energie  potentielle. 


Un  modele  de  Taction 

d'un  champ  electrique  uniforme 

sur  une  molecule 


2 • Montrer  que  cette  distribution,  charge  plus  circon-  1 • Une  molecule  polaire  peut  etre  representee  electrique- 

ference,  se  comporte  comme  un  dipole  quand  M est  ment  par  un  dipole  electrostatique  rigide  constitue  de  deux 
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EXERCICES 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


charges  + q(P)  et  - q(N) , de  moment  dipolaire  p = qNP, 
avec  NP  = a . Cette  molecule  se  trouve  dans  un  champ 
electrostatique  uniforme  E o , parallele  a p et  de  meme 
sens. 


a)  Calculer  le  potentiel  V en  un  point  M situe  a une  dis- 
tance r = OM  de  0 (milieu  de  NP)  tres  superieure  a a. 

b)  Calculer  Er  et  Eg . 

c)  Montrer  qu’il  existe  une  surface  I telle  que  Eg=  0 en 
chaque  point  de  E . 

Quelles  sont  ses  caracteristiques  geometriques  ? 

Que  peut-on  dire  de  cette  surface  du  point  de  vue  de  ses 
proprietes  electrostatiques  ? 


2  • On  admet  que  rien  n’est  modifie  en  ce  qui  concerne  la 
repartition  des  champs  et  des  potentiels,  a P exterieur  de 
E , si  on  remplace  le  dipole  par  une  sphere  conductrice  de 
charge  totale  nulle  et  dont  la  surface  est  confondue  avec 
E. 

a)  Verifier  que  le  flux  de  £ a travers  toute  surface  exte- 
rieure  a E est  bien  identique  pour  les  deux  systemes. 

b)  En  l’absence  de  courant,  le  champ  electrique  est  nul  a 
Pinterieur  d’un  bloc  conducteur. 

Que  dire  du  potentiel  sur  E pour  les  deux  systemes? 
Conclure. 

c)  En  admettant  cette  equivalence,  montrer  qu’il  apparait, 
sur  la  surface  de  la  sphere  conductrice,  une  charge  surfa- 
cique  a telle  que  0=  <Jq  cost? . 

Exprimer  Cq  et  verifier  que  la  charge  totale  de  la  sphere 
conductrice  est  bien  nulle. 


3  • Soit  une  distribution  de  charges  globalement  neutre 
representant  une  molecule  depourvue  de  moment  dipolai- 
re permanent.  On  la  place  dans  un  champ  electrostatique 
exterieur  Eq ; la  molecule  acquiert  alors  un  moment  dipo- 
laire induit  pi . 

Dans  certaines  conditions  , on  peut  poser  p x = a £qE  q . 

a)  Que  designe  a ? Quelle  est  sa  dimension  ? 

b)  Dans  un  modele  « ancien  »,  tres  simplifie,  on  assimile 
un  atome  a une  sphere  conductrice  rigide  de  rayon  ip  , 
globalement  neutre. 

Que  se  jpasse-t-il  lorsque  cet  atome  est  place  dans  un 
champ  £o?  En  tenant  compte  des  resultats  du  1),  montrer 
que  cet  atome  est  equivalent  a un  dipole  dont  on  precisera 
le  moment  dipolaire. 

Pourrait-on  ecrire  pour  cet  atome  une  relation  du  type 

Pi  = aeoE0l 

Exprimer  a . A quelle  grandeur  caracteristique  de  cet 
atome  a est-il  relie  ? 


c)  Donner  un  exemple  lie  a la  chimie  montrant  P impor- 
tance de  la  notion  de  polarisabilite. 

de  superposition  et  les 

par  rapport  a la  surface 
E ? Que  peut-on  dire  de  V en  un  point  quelconque 
de  cette  surface  ? 

2)  b)Le  champ  est  nul  a l’interieur  de  la  sphere 
conductrice ; que  peut-on  en  deduire  pour  le  potentiel  ? 
On  rappelle  que  le  potentiel  est  une  fonction  continue 
des  coordonnees  d’espace. 

c)  Quelle  est  l’expression  de  la  discontinuite  du 
champ  electrostatique  E liee  a la  traversee  d’une 
surface  chargee  ? 

3)  a)  a caracterise  l’aptitude  de  la  distribution  a se 
deformer  sous  Paction  d’un  champ  exterieur  (penser 
au  cours  de  chimie  sur  l’atome  et  la  molecule). 

b)  Raisonner  qualitativement  sur  Paction  du  champ 
sur  le  cortege  electronique. 

c)  Les  exemples  sur  Pimportance  de  cette  notion  sont 
nombreux,  notamment  en  chimie  organique. 


^ 1)  a)Appliquer  le  principe 
resultats  du  cours. 
c)  Comment  est  oriente  E 


0 Interaction  dipole  permanent  - 
dipole  induit 

o p0 

» t " 

molecule  x = a p0 

polarisable 

On  considere  un  dipole  /70  , constant  et  rigide,  mode- 
lisant  une  molecule  polaire,  dirige  selon  Ox,  place  en 
un  point  Pq  , en  x = a . 

En  O (x  = 0)  se  trouve  une  molecule  polarisable,  de 
polarisabilite  a , c’est-a-dire  que  soumise  a un_champ 
E , elle  acquiert  un  moment  dipolaire  p = a.  e()  E . 

1 • Quelle  est  P equation  aux  dimensions  de  a ? 

2 • Calculer  le  moment  dipolaire  qu’ induit,  au  niveau 
de  la  molecule  polarisable,  la  molecule  polaire. 

3 • Calculer  la  force  qui  s’exerce  sur  la  molecule  pola- 
risable, puis  sur  la  molecule  polaire. 


4  • Justifier  que  l’on  trouve  une  force  d’attraction  quel- 
le que  soit  P orientation  du  dipole  permanent. 


1)  On  utilisera  la  definition  d’un  moment  dipolaire,  et 
l’expression  du  champ  E cree  par  une  charge  ponc- 
tuelle  pour  trouver  la  dimension  de  a . 

2)  Attention  : pour  le  point  Pq,  er  = - ex  et  6 = n . 

3)  Attention  nous  connaissons  uniquement  l’expres- 
sion  de  l’energie  potentielle  d’un  dipole  rigide  (le  cas 
de  po  etnonde  p)  place  dans  un  champ  permanent. 
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EXERCICES 


Qj)  Champ  magnetique  en  un  point 
du  plan  d'une  spire 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


3)  Loin  de  la  sphere,  celle-ci  se  comporte  comme  le 
dipole  dont  on  vient  de  calculer  le  moment.  II  est  alors 
tres  simple,  dans  un  plan  0 = cte,  de  calculer  l'ex- 
pression  du  champ  B a partir  des  formules  du  dipole. 
Pour  representer  correctement  le  champ  en  un  point, 
il  faut  tracer  approximativement  la  ligne  de  champ 
du  dipole  en  ce  point  et  correctement  l'orienter. 

On  pourra  egalement  tenter  un  calcul  direct  a par- 
tir des  boucles  de  courant. . . 


Une  spire  circulaire  de  centre  0,  de  rayon  a et  d’axe  (Oz) 
est  parcourue  par  un  courant  d’intensite  I.  Un  point  courant 
P de  la  spire  est  repere  par  Tangle  que  fait  le  vecteur  OP 
avec  l’axe  (Ox)  de  reference.  Exprimer  sous  forme  d’une 
integrate  le  champ  magnetique  cree  en  un  point  M de  l’axe 

(Ox)  tres  eloigne  de  la  spire  >>  1 j. 

Effectuer  un  developpement  limite  en  u = — de  l’inte- 

x 

grale  et  obtenir  la  partie  principale  du  champ  B(M). 
Verifier  que  ce  champ  est  bien  celui  cree  par  un  dipole 
magnetique  au  meme  point. 

Champ  magnetique  cree  par 
une  sphere  chargee  en  rotation 
(oral) 

On  considere  une  sphere  isolante,  de  rayon  R et  de 
centre  O , creuse,  portant  une  charge  Q uniformement 
repartie  sur  sa  surface.  Elle  tourne  autour  d’un  axe  Oz 
avec  une  vitesse  angulaire  co  constante  qui  ne  perturbe 
pas  la  repartition  des  charges. 

1 • Determiner  le  moment  magnetique  ainsi  cree. 

2 • Montrer  que  le  champ  magnetique  cree  n’a  pas  de 
composante  selon  e ^ . 

3 • Determiner  et  representer  le  champ  cree  loin  de  la 
sphere 

a)  en  un  point  quelconque  ; 

b)  en  un  point  de  l’axe  Oz  . 


1)  On  a deja  vu  a Tex.  7 du  chapitre  precedent  com- 
ment exprimer  les  courants  surfaciques  generes  par 
le  mouvement  de  la  sphere  : on  decompose  la  sphe- 
re en  spires  de  courant  de  largeur  RAO , de  rayon  R 
sin  0 . On  somme  alors  les  moments  magnetiques  de 
toutes  les  spires  en  integrant  sur  0 . 

2)  II  faut  utiliser  le  Principe  de  Curie,  c’est-a-dire 
etudier  les  symetries,  des  que  ce  genre  de  question 
est  posee. 


0 Champ  magnetique  cree 
par  un  solenoide  dans 
^approximation  dipolaire 


Un  solenoide  est  constitue  de  N spires  parcourues  par  un 
courant  / , regulierement  bobinees  sur  un  cylindre  de  sec- 
tion S (non  necessairement  circulaire),  de  longueur  € et 
dont  les  generatrices  sont  paralleles  a l’axe  (Oz) . 


1  • Determiner  le  moment  magnetique  AM  associe  a une 
tranche  de  solenoide  de  longueur  elementaire  Az  . 


2  • Calculer  le  champ  B en  un  point  M\  situe  sur  l’axe 
(Oz)  , a une  distance  h de  Textremite  du  solenoide,  avec 
T approximation  h»a  . Dans  le  cas  d’un  solenoide  a sec- 
tion circulaire,  comparer  avec  Texpression  obtenue  sans 
cette  approximation. 


3  • Calculer  le  champ  B en  un  point  Mi  situe  sur  le  plan 
de  symetrie,  a une  distance  r de  l’axe,  avec  [’approxima- 
tion r»  a . 

Etudier  le  cas  limite  du  solenoide  infiniment  long. 


1)  Combien  de  spires  y a-t-il  entre  z et  z + dz  ? 

2)  il  s’agit  ici  bien  evidemment  d’exploiter  le  champ 
magnetique  cree  par  le  dipole  d.  ll . Comme  il  va  fal- 
loir  sommer  les  champs  de  tous  les  dipoles,  on  ne  peut 
prendre  Torigine  au  niveau  du  dipole,  on  la  prend  done 
au  niveau  du  point  M,  fixe.  Dans  la  formule,  en  coor- 
donnees  cylindriques  r est  la  distance  au  dipole,  done 
necessairement  positive.  Selon  la  position  de  M sur 
l’axe  par  rapport  au  solenoide  9-0  ou  n . 

3)  Quelles  sont  les  elements  de  symetrie  de  la  distri- 
bution au  point  M2  ? En  deduire  les  composantes  a 
sommer.  Ou  choisir  Torigine  cette  fois  pour  mener  le 
calcul  le  plus  simplement  ? 
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EXERCICES 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


© Flux  d'une  petite  spire 
a travers  une  grande  spire 


On  considere  une  petite  spire,  de  rayon  a , parcourue  par 
/ , placee  en  O,  telle  que  son  moment  magnetique  soit 
m = na2l  ez . 

A une  distance  d sur  l’axe  Oz  se  trouve  le  centre  C 
d’une  grande  spire  de  rayon  R » a . 


Calculer  le  flux  (p  , en  fonction  de  a,  d et  R envoye 
par  la  petite  spire  dans  la  grande. 


Quelles  sont  les  invariances  du  probleme  ? En  dedui- 
re  les  plans  oil  sont  contenus  le  champ  magnetique 
cree  par  la  spire.  Dans  un  de  ces  plans  faire  un  sche- 
ma ou  figurent  explicitement  les  composantes  de  B 
du  dipole  et  le  vecteur  surface  de  la  spire  de  rayon  R . 
Bien  regarder  aussi  les  symetries  et  invariances  pour 
le  choix  de  la  surface. 

Le  champ  B etant  un  vecteur  a flux  conservatif, 
son  flux  a travers  la  spire  de  rayon  R ne  depend 
pas  du  choix  de  la  surface  s’appuyant  sur  ce 
contour. 

On  peut  obtenir  des  calculs  simples  en  prenant  une 
surface  spherique  de  centre  0 s’appuyant  sur  la  spire. 
On  pourra  aussi  verifier  le  resultat  precedent  en  pre- 
nant la  surface  plane  de  la  spire  ; dans  ce  dernier  cas, 
les  calculs  sont  plus  laborieux.... 
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Corriges 


Q Moments  dipolaires  moleculaires 

1  • Si  les  atomes  d’hydrogene  portent  chacun  une  charge  par- 

tielle  &/  = — alors  l’atome  d’O  porte  une  charge  dq  = - — 
3 3 

qui  assure  la  neutrality  de  la  molecule  PLO. 

Chaque  liaison  possede  un  moment  dipolaire  p,  = OH, 
Le  moment  resultant  est  p = p \ + Pi 

Soit  p = 2 pi  cos  — = 2 x — x d cos  — 

2 3 2 

= 6,18  10"30C.m=  1,85  D 


2 • SO3  est  du  type  AX 3 done  plane,  telle  que  les  liaisons 
S = d)  forment  entre  elles  des  angles  de  120°  : 

chaque  liaison  est  polarisee  avec  un  meme 
moment ; le  moment  resultant  est  done  nul  Z pj  = 0 
par  symetrie. 


t)N 

II 

S 

o d 


O1  Positions  de  Gauss  d'un  dipole 


1 »E(M)  = Ea{M)  + Eb(M)  avec  \\Eb(M)\\  > \\Ea(M)\\  car 
BM  < AM. 

2 • La  ligne  de  champ  issue  de  B vers  A passant  par  M est 
evidemment  tangente  au  champ  E{M)  (lignes  de  champ  d’un 
dipole).  Elle  est  symetrique  par  rapport  a Oy  (non  represen- 
te sur  la  figure)  AOx . 

3 • er  est  le  vecteur  directeur  de  OM  ; eg  est  obtenu  par 

rotation  de  + — dans  le  sens  direct  (orientation  de  9). 

2 

4 • On  cherche  les  points  tels  que  E(M)=E(M)  ex  sachantque 


E(M)  =Erer  + Eq7q  = 

2 p cos  9 
4n£Q)3 

p sin  9 -* 

+ . 3 e<p 

Pour  r donne  : 
si  9 = 0 alors 

0 

11 

er  = ex  et 

II 

2 p 

ex 

47tfo'3 

si  9 = 7t 

<£> 

II 

O 

11 

1 

*1 

Eb  = 

2 p 

-> 

47te0''3 

ex 

r\ 

si  6 = — 

2 

II 

O 

^ 1 

11 

1 

J7  „ — 

-P 

- 

47te0/3 

LX 

si  6 = 

2 

II 

O 

09=  + ex 

ed  = 

-P 

-» 

47t£o;3 

Lx 

Done  les  points  sont  situes  dans  les  plans  definis  par  9=0 

jr 

(plan  y = 0)  et  par  6 = ± — (plan  x = 0)  en  raison  de  1’ inva- 


riance par  rotation  autour  de  Ox  . 
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CORRIGES 


fb 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


0 Validite  de  ('approximation 
dipolaire  electrique 

1 • En  un  point  de  l’axe  (Ox)  : 

x = r,  6=0,er=ex  (eg=ey). 

L’ expression  generale  du  champ  d’un  dipole  s’ecrit  done 

r _ 2(la  - 
0 Ane0x^x' 


2 • II  suffit  d’additionner  les  champs  electriques  des  deux 
charges  : 


lax 


47i£n 


..2 


2 V 


On  en  tire  E(x ) = Eq(x)  f(x) , avec  /( x)  - 


2 A 


2 ' 


1- 


4x 2 


3 • f(x)  est  superieur  a 1 (denominateur  < 1). 
f(x)  ~ 1 a 1 % pres  si  f(x ) < 1 + 0,01  . 

a 2 

Avec  un  developpement  limite  a l’ordre  1 en  — r-,  cette 

4x2 


condition  devient : 

2 


l + -^-j-<  1 + 0,01  , soit 


lx2 


I x I 


2.10' 


Elle  est  done  realisee  si  I x I > 7,1  a . 


4 • En  un  point  de  l’axe  (Oy)  : 

r = y,6=  j,  ee  = -ex  (et  er  = ey). 


Le  champ  a done  pour  expression  : 


£o  = - 


q a 


47t£0y 


3 c x ■ 


Le  plan  x = 0 etant  plan  d’anti- 
symetrie,  le  champ  E en  tout  point 
de  l’axe  (Oy)  est  oriente  parallele- 
ment  a ex . 

II  suffit  done  de  sornmer  les  deux 
composantes  selon  ex  des  champs 
crees  par  les  deux  charges.  Ces  deux 
composantes  sont  egales  : 


E,  - 


4ne0v2 


sin  a 


a 

2 .,  . 
avec  a=  — d ou 

r 


a 
q 

E = ~2~ — ^ex  = -- 


qa 


1 


47t£0r 


4jt£0y 


2 ^ 


~ex  = g(y)E0(y)  ■ 


i+- 


g(y): 


4y 

est  inferieur  a 1 ; 


2 \ 


1 + 


4/ 


g(y)  ~ 1 a 1 % pres  si  g(y)  > 1 - 0,01  . 

Avec  un  developpement  limite,  cette  condition  devient  : 
3 a2 

1 — y > 1 — 0,01  , soit  I y I >6,1  a. 

8 y2 


Pour  conclure,  et  en  extrapolant  a toutes  les  directions, 
l’approximation  dipolaire  est  justifiee  a mieux  que  1 % 
pres,  pour  des  distances  superieures  a moins  de  dix  fois  la 
distance  entre  les  charges. 


C)  Arcs  de  cerde  portant 

des  densites  de  charges  egales 
et  opposees 

1 • Le  jtlan  Oyz  est  plan  d’antisymetrie  de  la  distribution, 
done  E( 0)  est  selon  ex  seulement. 

Deux  points  P et  P'  , symetriques  par  rapport  a Oy  contri- 
buent  done  egalement  au  champ  resultant.  II  suffira  de  calculer 
le  champ  du  au  demi-arc  positif  seulement  et  de  le  multiplier 
par  2. 


Le  champ  AE  cree  par  1 ’element  de  charge  d q = XRA6  centre 


sur  P a pour  norme  II  AE  II  = 


IRAQ 

4k£qR2 
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At,  XRdO  ■ a 
ahr  = - sin  0. 


AtieqR- 


Le  champ  du  a la  distribution  s’obtient  done  selon 


£ _ n fa  XRd9sin0  _ X 

' Jo  4ne0R2  2k£qR  - 


9 


-X 


2ne0R 


(1  - cos  a) 


d’ou  E( 0)  = — — ^ — cos  ex  ; Ex  est  bien  negatif. 

2k£qR 


Le  plan  ( Oy,Oz ) est  un  plan  d’antisymetrie  des  charges,  done 
E(M)  = E(M)  7X , M etant  sur  l’axe  Oz  . 

La  demarche  est  rigoureusement  identique  a celle  du  1)  mais 
il  faut  d’abord  projeter  le  champ  d E sur  un  plan  horizontal 
(M,  x,  y)  puis  une  seconde  fois  sur  l’axe  Ox  . 

XRd6 


II  dE  II  : 


avec  PM  = 'Jz2  + R- 
4ke0 PM2  m 


et  d Ex- 


XRdG  o n -o  R 
sin  p sin  0 avec  sin  p = 

4ii£oPM2  PM 


done  dEr  = - — Lorsque  le  point  P decrit  le  demi- 


4n£0PM3 
arc,  PM  reste  constant. 

- 2 XR2  ra 


Done  Ey  - 


Soit  E(M)  = 


4k£qPM3  Jo 
2XR2 


sin  6dd=  — ? ^ , (1  -cos  a) 


471  £qPM3 


4jt£o PM3 


(1  - cos  a) 


avec  PM2  = R2  + z2^ . 


3 • Quand  a — > 0 les  deux  demi-arcs  se  comportent  comme 
deux  charges  ponctuelles  + XRa  et  - XRa  distantes  de  Ra. 
En  un  point  tel  que  z m » R ces  deux  charges  apparaissent 
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comme  un  dipole  de  moment  p = (XRa)  Ra  ex  = X(Ra)2  ex . 
Montrons  que  le  champ  trouve  en  2)  tend  bien  vers  le  champ 
d’un  tel  dipole. 


E 

Z 

M 

p p y 

- Ai?2(l  - cos  a) 


2 A R2(J~- 


2h£0 PM3 
-P 


ex  (d€  au  2e  ordre 
de  cos  x) 


4k£qz3 


er  = 


1 4h£qPM3 

— ce  qui  est  bien  correct. 


~M  4k£0zm  (PM~zm  si  zm»R ) 


II  en  est  de  meme  pour  le  champ  £(0).  Pour  se  placer  dans 
L approximation  dipolaire,  il  faut  que  a « 1 , soit  Ra«R  . 
On  a toujours  p = X (Ra)2  ex 


= _ a2  p = - A (Ra)2  ex 

4n£oR  2 x 4k£qR3 


— - — - ce  qui  est  encore  correct. 

47t£o R 


o Passage  drune  densite  volumique 
a une  densite  surfacique 


Tous  les  plans  contenant  Oz  sont  des  plans  de  symetrie  des 
charges  done  E(0)  = Ez  ez . 

La  contribution  dE,  due  aux  charges  situees  entre  9 et 
0+  dd  est  : 


au  i crdS  n 

dfe-  = — — cos  9 


1 


4jt£o  R2 


avec 


dZ  = 27t  R2  sin  9 d9 


E 
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ce  qui  donne  pour  6 variant  de  0 a n : 


E-  = - 


<7q  27 lR2 

4neo  R2  Jo 

cos 


_Po 

2fb  - 


sin  6 cos2  6 dd- 

3e~ 


0b 


soit  done  £(0)  = — e , . 


2 • A l’interieur  de  la  sphere,  E est  la  supeiposition  des 
champs  crees  par  la  sphere  « - p » de  centre  0\  , et  la  sphe- 
re « + p » de  centre  O2  ■ 


Comme  0\  O2  = a « R , nous  sommes  dans  1’ approxima- 
tion dipolaire,  avec  un  dipole  de  moment 

_»  4 3 -*  4 3 -> 

p = q a ez=  — 7t  R3  p a ez  = — nR3  (To  ez, 

qui  cree  le  potentiel : V(M)  = — — ' „ , soit : 

4neoOM3 

y(,.  = °Q_  R3  cos  6 _ Op  R3  cos  6 

£0  OM 2 £0  r2 

r > R 

et  done  : 

I?  / a /t\  a xx  2 £7n  d3  cos  6 — (Tn  d3  sin  6 -> 

£(M)  = -grad  V=  — 11  R 3 — 3—  er  + — — R — — eg 

£0  r3  £0  r3 

ou  R [2  cos  6 ~er  + sin  eg] 

£0r3 


E2(M)  a l'interieur  de  la  sphere  de  centre  O2  est  radial,  de 
la  forme  E2(r)  er  , et  s’obtient  directement  par  le  theoreme 
de  Gauss  avec  une  surface  de  Gauss  spherique  de  centre  O2  ■ 

,14,  02M 

E2(r)  4jt r2  = — p —to-3  soit  E2{r)  = p , 

£0  3 3£0 

— OiM  — 0\M 

et  done  : E2{M)  = p — - — ; de  meme  E\(M)  = - (p 

3£q  3£q 


et  E(M)  = EX(M)  + E2(M)  = (O^M  - ~O^M)  = 

3£0 


~P 

3£0 


0\02 


soit  E(M)  = — — car  (j0  = p.O^Ox 

3£b 

le  champ  est  bien  uniforme  dans  la  sphere. 

5 • A l’exterieur  de  la  sphere  E(M)  = E\(M)  + E2(M),  le 
champ  a l’exterieur  de  la  sphere  chargee  + p de  centre  O2 
est  le  meme  que  celui  cree  par  toute  la  charge  q de  la 

4 3 

sphere  en  02  , avec  — 7t  R p . 

On  obtient  done  le  systeme  de  charges  suivant  vu  de  l’exte- 
rieur  des  spheres  : 


C)  Dipoles  repartis 

entre  deux  plans  paralleles 

1 • AM  = — - — . D’apres  l’expression  du  potentiel  cree  par 
sin  a 

un  dipole  : 

^ d/tcosa  Pd  rcosasin2  a 
4 71  e0AM2  4n£0r2 


e 

2«»  On  suppose  // > — . dz=rdrdOdz. 
Or  r = tan  a ( h - z ) , d’ou  : 
h-z 


dr-- 


i 

cos”  a 


da  et  dV 


/’sin  a 
47t£n 


dadddz . 
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Pour  decrire  l’ensemble  de  la  zone  contenant  les  dipoles,  il 

K 

faut  faire  varier  0 entre  0 et  2jt,  a entre  0 et  — et  z entre 


On  obtient  done  : 


2tc  tc/2  e/2 


V(M)  = 


Psina  Pe 

-dadOdz  = ■ 


471  £n 


2e0 


0=0  a=  0 z = — e/2 


6 Pc 

Si  h > — , le  potentiel  V(M)  = est  uniforme  et  le  champ 

2 2£q 

electrique  est  nul. 

Le  potentiel  reste  defini  a une  constante  additive  pres.  On 
remarque  qu’il  n’est  pas  ici  possible  de  choisir  V = 0 a l’in- 
fini;  cela  est  du  a la  presence  de  dipoles  a l’infini. 


• Si  h<——,  on  peut  reprendre  le  calcul  precedent  en  chan- 
geant  cosa  en  - cosa . 

Pe 

Le  potentiel  V{M)  = est  uniforme  et  le  champ  elec- 

2e0 

trique  est  nul. 

C C .6 

• Si  — </;<  — , la  tranche  d’epaisseur  — h , situee  « au- 

2 2 2 

dessus  » de  M , cree  en  M un  potentiel  : 


^ = -2^2-* 


La  tranche  d’epaisseur  — + h,  situee  « en  dessous  » de  M 
2 

cree  en  M un  potentiel : 


V2(m)  = ~2eQ\2+h 


Le  potentiel  est  done  : 

V(M)  = V\{M)  + Vi(M)  = —h. 

e0 


Potentiel  V(z)  : on  a choisi  L(0)  = 0 


E, 

e 

e 

2 

2 

z 

Pe 

eo 

Champ  electrique  : E = E(z)  ez 


3 « On  sait  qu’un  plan  uniformement  charge  avec  une  densi- 
te  surfacique  uniforme  a cree  un  champ  uniforme  : 

E = +-^—7-  « au-dessus  » et  « en  dessous  ». 

2e0 

On  peut  done  obtenir  le  meme  champ  en  tout  point  a partir  de 
deux  plans  de  charges  surfaciques  cq  = P et  cq  = - P , de 

cotes  respectives  +—  et  - — 

2 2 ' 

Ces  deux  plans  foment  un  condensateur  et  creent  bien  un 
c 

champ  total  nul  si  I h I > — , 

P _ e 

et  un  champ e . si  I h I < — . 

£o  2 


4 • Le  potentiel  dV^  cree  en  M par  un  dipole  elementai- 
re  dp  =P  dr  situe  en  A est  donne  par  : 


dVt 


(M) 


Pdr.AM 


AkeqAM 3 
P etant  uniforme,  cela  donne  V(M)  ■ 


■ P . E(M) 


avec  Z?(M)  = 


III 


dr  AM 

4jt£0  AM3 

volume 
ou  existe  P 


Ce  champ  a les  caracteristiques,  les  proprietes  d’un  champ 
electrostatique  mais  n’est  pas  homogene  a un  champ  electro- 
statique  : ce  serait  un  champ  « electrostatique  » cree  par  une 
densite  volumique  uniforme  de  « charge  » : « <p  = 1 » , < p 
etant  sans  dimension  ! 
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C 0 

z = - — et  z = — ; il  est  invariant  par  translation  suivant 
2 2 


x et  y done  E = E{z ) . 

Tous  les  plans  paralleles  a Oz  et  passant  par  M sont  des 
plans  de  symetrie  des  charges,  done  : 

E = E(z)  ez 

Le  plan  Oxy  est  un  plan  de  symetrie  des  charges  done  : 
E{-z)  = -E{z). 

L’ application  du  theoreme  de  Gauss  a la  surface  © de  hauteur 
2zi  donne  : 

E{z1)dS-E(-zl)dS=^-  q> 


soit  E(z\)  - LS-  , et  done  : 

£0 

z > - : E(z)  =^ez 

2 e0 

z < - - : E(z)  =-&-ez 

2 £q 

pour  la  surface  de  Gauss  @,  cela  donne  : 

E(z2)dS  - E(-  z2)dS  = 2=2  dS  ?p 

So 

soit  E(z2)  = 

60 

et  done 

- - < z < + - : E(z)  =&ez 
2 2 £q 

On  en  deduit  done  le  potentiel  V(M)  (avec  q>=  1) 


z > — 

Viz)  = uniforme 

2 

2fio 

e . . e 

- — < z < — 

v{z)  = El 

2 2 

£o 

z < - — 

V{z)  = — uniforme 

2 

2£q 

Nous  retrouvons  bien  les  memes  resultats. 


^1  Interaction  circonference 
chargee  - charge  et  dipole 


1 • Les  charges  de  la  circonference  sont  toutes  a la  meme  dis- 
tance du  point  M a savoir  \R2  + z2  : elles  creent  done  en  M 

un  potentiel  egal  a %=  . 

4neo^R-  + z2 


La  charge  - q en  A cree  un  potentiel 
en  M . 

En  M le  potentiel  total  vaut  done 


4n  £q(z  - a) 


-3—1  1 

471  £q  \ V R 2 + z2 


2 • L’axe  Oz  est  axe  de  symetrie  de  la  distribution.  Done  si 
la  distribution  se  comporte  comrne  un  dipole,  on  cherche  le 
potentiel  de  ce  dipole  en  un  point  de  son  axe  de  symetrie, 
d’ou  cos  0=1  dans  l’expression  generale  du  potentiel  d’un 
dipole  en  coordonnees  polaires. 

Si  z est  tres  grand 

b-iHtn 


et 


d’ou  V ■ 


JL 


47t£oz  _ 

au  ler  ordre. 


1_I4_1_£ 


qg 

4k£q2 


Considerons  le  champ  cree  par  le  dipole  en  deux  points  dia- 
metralement  opposes  de  la  circonference  : le  plan  qui  passe 
par  Oz  perpendiculaire  au  diametre  PP'  est  plan  de  syme- 
trie : les  champs  E(P)  et  E(P’)  sont  done  symetriques  par 
rapport  a Oz  (on  aurait  pu  aussi  raisonner  sur  la  symetrie  des 
lignes  de  champ  du  dipole). 

Les  forces  qui  s’exercent  sur  les  elements  de  charge  aux 
points  P et  P'  sont  done  egalement  symetriques  puisque  la 
charge  est  uniformement  repartie  et  que  d F = dq(P)  E(P)  . 
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Le  systeme  est  invariant  par  rotation  autour  de  1’axe  Oz  : on 
voit  bien  que  les  composantes  dans  le  plan  de  la  circonferen- 
ce  s’annulent  deux  a deux.  La  resultante  des  forces  que  le 
dipole  exerce  sur  les  charges  de  la  circonference  est  done  ver- 
ticale  dirigee  vers  les  z > 0 


et  vaut  Fz 

circonference 


: | dq  Ez  : 


q Ez 


avec  Ez  = Er  cos  0 + Eg  cos)  — + 0]  = ET  cos  6- Eg  sin  6 


et  g _ 2 p cos  0 ^ psin  0 


An  £q  PA 3 

il  vient 

2 qp  cos2  6 


F,  = 


An  £0  PA3 
qp  sin2  6 


An  £o  (R2  + z 2)  2 47t  £0(tf 2 + z 2) 2 

AIP ~ ..02fl  „:„2 


An£o(R2  + z2)  2 

qp_ 


(2  cos2  6 - sin-  6) 


j (3  cos2  0-  1) 


47t  £q(R2  + z2)2 

dP  ( 3z2 


- 1 


4ji  £q (R2  + z2)  2 \ R2  + z2 
qp  (2  z2-R2) 

Aneo  (R2  + z2)5/2 

4 • Calculons  le  champ  cree  par  la  circonference  en  un  point 
de  l’axe  : 

q 


E = - grad 


Ane0(R2  + z2)2 


471753 


2z  c 7 


(. R 2 


qzez 


■2  + z2)2  \ 47t  £q(^2  + z2)2 


Si  le  dipole  est  situe  en  z et  que  son  moment  vaut  q'd'  la 
charge  - q'  est  a la  cote  z - et  la  charge  + q'  est  a 

la  cote  z + — 


alors  la  charge  - q'  subit  la  force 


et  la  charge  + q'  la  force 


47t£b 


+ qq'\z  + yjez 


47TT53 


R2  + \z  + ^ 


La  force  totale  qui  s’ applique  sur  le  dipole  est  alors  egale  a 
F=  F„  e7  avec  : 


- qq' 

^ d' 

z + 

2 

d' 

z 

2 

47t£0 

r2  + L-1]2 

3 

2 

t / d'  1 2 

l 2 1 

1 2 1 

Faisons  un  developpement  limite  a l’ordre  1 en  d'  des  deux 
termes,  avec  d'  « z et  d'  «R  . 

A l’ordre  1 en  d'  , cela  donne  : 


r2  + [z+^2 


.3 

2 = (R2  + z2  + zd')2 


= {R2  + z2)  2 1 + 


zd' 


Rz  + z 2 


Et : 


d' 


R2  + \z-^-J 


(R2  + z2)2 

Z 


(R2  + z2)2  L 


2 z 


1+*u- 


2 z 


2 R2  + z2 


7,2 


R2 


+ zx 


Ainsi  : 


F(z) 


qq 


d' 


4n£0  (R2  + z2)2 
qP  (R2-  2z2) 
“47t£°  (R2  + Z2) 2 


7.2 


1 - 


R2  + z2 


avec  q'd'  = p . 


On  trouve  une  force  egale  mais  opposee  a celle  que  le  dipole 
exerce  sur  la  circonference,  ce  qui  traduit  bien  le  principe  de 
Faction  et  de  la  reaction. 

5 • L’energie  potentielle  du  dipole  soumis  au  champ  de  la  cir- 
conference est 

r ( - qp2 

Ep  = -p.E  = 3 

\ An£o(R2  + z2)2 

Le  dipole  est  done  soumis  a la  force  F = — grad  Ep  . Comme 
Ep  ne  depend  que  de  z , on  trouve  immediatement  que  la 
force  est  selon  e- . 


1 d'U 

rjr 

r qp 

(R2  + z2y  - z x -(R2  + z2)2  X 2z 
2 

1 d'  \21 2 

47t£o 

(. R 2 + z2)3 

-qp  r 3z\R2  + z2)2  - (R2  + z2)~2 
Aneo  _ (R2  + z2)3 


-HR-  (R2  + z2)' 2 
47t  ep 

-qp  (2 z2-r2) 


3 z2 


_ ( R 2 + z2) 


- 1 


47t75o 


(R2  + z2)2 


On  comprend  bien  l’interet,  ici,  de  calculer  la  force  a partir  de 
l’energie  potentielle. 
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6 • Les  positions  d’equilibre  sont  donnees  par  les  extremas 
de  l’energie  potentielle  : 

/ d E, 

on  cherche  zeq  telle  que  I p 

(ou  Fz  = 0 en  z = zeq  en  d’autres  termes  !) 

D’apres  ce  qui  precedce  on  trouve  : 

R 


Eq  = Eq  ex  = - grad  Vq  ; Vq  ne  depend  done  que  de  la  coor- 


donnee  cartesienne  x , avec  E, 


o ' 


dyo  . 
- ; d ou  : 

dx 


2 Z2eq  = R2  <^>  ?eq  = ± ~ 


eq  ■ 


Vq  = - Eq  x + cte ; 
ou  encore,  en  coordonnees  spheriques  : 

Vq  = - Eq  r cos  8 + cte  . 

Le  potentiel  cree  par  le  dipole  est  Vdip61e : 


7 • Considerons  le  developpement  limite  a l’ordre  2 de  Ep 
autour  de  z = z„ 


P-er 

47tenr 


^ eq  • 


Ep  Ep{zeq)  + 


d zEn 


d z 


,2 


Z Zeq  \2 


puisque  ( j _ q 

dz  'zeq 

d 2E„  \ d 


Par  superposition,  le  potentiel  en  M est  done  : 

V(M)=  Pcos^  — Erf  cos  0+  cte. 

4jte0r  0 

b)  E = - gradP  = - e--—eg  = Er  e,.+  Egeg ; 
dr  r 68 


d’oii  : 


E,.  = cos  6 


2 P 


An  e0r 


J + Eo 


4 z(R2  + z2)2  - (2 z2  - R2)  x ^~(R2  + z2)  x 2z 

et  Ee  = sin0 

( \ 

P F 

qp 

2 

l47t£0'-3  UJ 

47t£0 

(R2  + z2)5 

d 2En 


dz2 


= C>P 

■eq  4neo 


x l-E—  puisque  2 z|?  = R 2 ! 

2 


c)  Eq=  0 si  sin0=  0 , soit  0=0  ou  7t , e’est-a-dire  sur  l’axe 
P 


(Ox)  ou  si 


4 ji  £0/" 


- = E0. 


R_ 

V2 

R_ 

V2 


si  ze(j  = — la  position  d’equilibre  est  instable 


si  zeq  = + — la  position  d’equilibre  est  stable  et 


La  seconde  relation  conduit  a R - 


AnegE0  j 


fEp 

dz2 


= k > 0 


Les  petits  ecarts  a la  position  d’equilibre  obeissent  a 
1’ equation  differentielle  d’un  oscillateur  harmonique  de 
/■ 

pulsation  — , m etant  la  masse  du  dipole. 

Posons  x = z.-zeq  ; l’equation  differentielle  d’evolution  de  x 
est : 


d2x 
d t2 


d Ep(z)  = 
dz 
d2x 


d2Ep 

dz2  Jz  = z, 


il  s’agit,  dans  le  plan  du  schema,  de  l’equation  d’un  cercle  de 
rayon  R ; comme  le  systeme  est  invariant  par  rotation  autour 
de  l’axe  (Ox) , la  surface  Z recherchee  est  la  reunion  d’une 
sphere  de  centre  0 et  de  rayon  R , et  le  plan  passant  par 
0 perpendiculaire  a p . 

En  tout  point  de  Z , Eg  = 0 et  done  E =Erer:  E est  normal 
a Z .Comme  les  surfaces  equipotentielles  sont  les  surfaces 
normales  au  champ,  on  peut  en  deduire  que  Z est  une  surfa- 
ce equipotentielle. 

Remarque  : Ce  resultat  se  retrouve  directement  a partir  de 
l’ expression  de  V(M)  . 


eq 


ou  encore  m — — = - kx  dont  la  pulsation  tup 
dt2 

d’evolution  harmonique  (ou  sinusoi'dale)  est  = (Oq2  =\j  ~ ■ 


0 :Un  modele  de  Taction 

d'un  champ  electrique  uniforme 
sur  une  molecule 

1 • a)  Soit  Vq(M)  le  potentiel  associe  au  champ  uniforme 
E0. 


Lignes  de  champ  dues  a la  superposition  de  Eq 
et  du  champ  du  dipole. 
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CORRIGES 


2 • a)  Soit  2'  une  surface  exterieure  a I et  0 le  flux  de 
E a travers  2'  . 

• La  sphere  conductrice  possede  une  charge  totale  nulle; 
d’apres  le  theoreme  de  Gauss,  0=0  . 

• Le  dipole  possede  une  charge  totale  nulle;  d’apres  le  theo- 
reme de  Gauss,  0=0  . 

Vis-a-vis  de  Lapplication  du  theoreme  de  Gauss,  les  champs 
crees  par  les  deux  systemes  sont  bien  equivalents  a l’exte- 
rieur  de  2 . 

b)  • Cas  de  la  sphere  conductrice  : Le  potentiel  est  uniforme 
dans  un  domaine  ou  le  champ  est  nul.  V a done  la  meme  valeur 
en  tout  point  de  la  sphere  conductrice;  le  potentiel  etant  une 
fonction  continue  des  grandeurs  d’espace,  V est  uniforme  sur 
toute  la  surface  2 consideree  comme  la  limite  exterieure  de  la 
sphere. 

• Cas  du  dipole  : Le  potentiel  est  uniforme  sur  toute  la  surfa- 
ce 2. 

• Conclusion  : Du  point  de  vue  de  la  propriete  « potentiel  uni- 
forme sur  2 »,  les  deux  systemes  sont  equivalents.  On  admet 
que  L equivalence  est  totale  pour  tous  les  points  exterieurs  a 
2. 

c)  A l’exterieur  de  la  sphere  ( r ~ R+),  £ ala  meme  valeur 
pour  les  deux  systemes  : 


: COS  6 


2p 

47t£0/-3 


et  E0 


= P 
47 1£qR3 


d’oit  Er(R+)  = 3Eq  cos#?,. 

E = 3Eq  cos#?,.  . 

A l’interieur  de  la  sphere,  2 = 0. 

On  sait  par  ailleurs  que  la  discontinuity  du  champ  est  liee  a la 
densite  de  charges  par  : 

E(R+,d)-E(R~,d)=  —er  . 

eo 


Lignes  de  champ  creees  par  la  sphere  conductrice 
chargee  avec  a . 


On  en  deduit  que  la  densite  superficielle  de  charge  est 
a=  3 £qEqco&6  . D’ou  (Jq  = 3£qEq. 


Dipoles  electrique  et  magnetique 

Si  Eq  > 0 , <7>  0 sur  la  demi-sphere  x>0,et  C7<0surla 
demi-sphere  x < 0 . La  charge  totale  est  nulle. 

3 • a)  a rend  compte  de  1’ aptitude  du  nuage  electronique  de 
la  molecule  a se  deformer  sous  l’effet  de  Eq  . C’est  la  pola- 
risahilite  de  la  distribution  de  charge.  Son  unite  SI  est  le  m3. 
• Cette  grandeur  a ete  rencontree  dans  le  cours  de  chimie ; plus 
le  nuage  electronique  est  « diffus  »,  plus  il  est  deformable  et 
plus  la  molecule  est  polarisable.  L’ unite  de  a est  en  rapport 
direct  avec  cette  remarque. 

b)  On  a vu  en  2 qu’une  sphere  conductrice  chargee  en  surfa- 
ce avec  <7=3  £qEq  cos  0 se  comporte  comme  un  dipole  de 
moment  p = An  £q  r3  E o lorsqu’elle  est  placee  dans  un 
champ  uniforme  Eq  . L’atome  place  dans  Eq  voit  done  son 
nuage  electronique  se  deformer  et  acquiert  un  moment  dipo- 
laire  : 

P i = 4 7t  £0  /•<?£  o - 
soit  une  polarisabilite  a = 4 Jt  r<}  . 

Pour  un  atome,  i~q  =10-10  m,  et  a = 10-39  m3  . 
a est  relie  aux  caracteristiques  geometriques  de  1’ atome. 


Interaction  dipole  permanent 
dipole  induit 

1 • Sachant  que  p = qa  , [p]  = QL  . 

„ , . p q OM  t 

S“han,‘1"e  Ofo  £)  = Ci- 


_*  -♦  QL  n 

Sachant  que  p = a £qE  , [a]  = — = Li 

QL~Z 

a est  done  homogene  a un  volume. 


2 • 


* 

11 

o 

x = a 

0 p = ae0  Ea 

Po 

i >x 

Soit  le  dipole  pq  en  Pq(x  = a)  . Le  champ  cree  en  0 par  ce 


dipole  est : Eq  - 


2gp 

4n£Qa3 


En  effet,  en  coordonnees  polaires  avec  origine  en  x = a , le 
point  O se  trouve  dans  la  direction  #=  7t , le  champ  est  selon 
er  = - ex  et  cos  # = - 1 . 

Ainsi  la  molecule  polarisable  en  0 acquiert  le  moment 


P 


ttfio  Eq  = 


asplpp 

47t  £q  a 3 


soit  p = 


2 a 
4n  a3 


Po  ■ 


Remarquons  que  a est  bien  homogene  a un  volume. 
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CORRIGES 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


3 • Nous  connaissons  l’expression  de  l’energie  potentielle 
d’un  dipole  rigide  (c’est  le  cas  de  po  ; p n’est  pas  un  dipo- 
le rigide)  place  dans  un  champ  permanent  (celui  cree  par  p ) . 
Si  p o est  place  en  P de  coordonnee  x , l’energie  potentielle 
s’ecrit  : 

Ep  = ~Po-E  avec  PO=Poex 

E = — -r-  ex  le  champ  cree  en 

471  £q  *3 

P par  p = p ex 

p = 2PPo 
P 4k£qX2 

et  la  force  s’exerfant  surle  dipole  po  situeen  x = a estegale 
a : 

F = (-  grad  E„ ) = ^PPo  ^ > et  en  rempla9ant  p 

x = a 4?t  Squ4 
par  son  expression  : 

„2 

F = - 

P-^PO 


12  xp0- 
167t 2 £q  a1 


Nous  aurons  de  meme  d’apres  le  principe  des  actions  reci- 
proques  : 

12  xp02 


F-- 

Po 


\6n2Eoa7 


Remarque  : 

Nous  aurions  pu  faire  un  calcul  direct : notons  E(x)  le  champ 
cree  par  le  dipole  p en  0 : 

E{x)=-^~ 

471  £o  x 

Le  dipole  po  est  constitue  de  2 charges  : 

- qo  en  a - — avec  e = po 


+ qn  en  a + — 
2 


Ce  dipole  est  done  soumis  a 2 forces  : 

F = - qoE\a  -|j+  q0E\a  + -| 

, d E\  ( dE  , 

= <?o|—  £ =Po\  — )ex 
dr  /x  = a \ dv  / x = a 


d E 
dv 

et  ainsi  F = — 


-6 P 
471  Eo X4 

6ppo 


= ~6p 

! 4K£oa4 


ex  , ce  qui  conduit  a nouveau  a : 

2 


47t£0a4 

p=  ~ 12aP°'  e 

l6n2£Qa7 


Le  dipole  presentant  la  charge  positive  vers  la  molecule  pola- 
risable  deforme  le  nuage  en  attirant  les  electrons,  entrainant 
l’attraction  entre  les  charges  de  signes  contraires. 


Si  le  dipole  presente  la  charge  < 0 vers  la  molecule  polari- 
sable,  le  nuage  se  deforme  en  repoussant  les  electrons,  entrai- 
nant l’apparition  de  charges  positives,  par  defaut,  vers  le 
dipole  permanent  : il  y a encore  attraction  entre  charges  de 
signes  contraires. 

f)  Champs  magnetiques 

en  un  point  du  plan  d'une  spire 


I pT' 

f ar 

— P epM 

— B = Be. 

\ 

oj  M 

1 • B(M)  : 


o 


Md;A  ™ 

4tt  PM 3 


est  porte  par  (Oz) 


(le  plan  xOy  est  un  plan  de  symetrie  des  courants) 

-a  s'mcpdcp 
■ a cos  i 
0 


^ 

a cos  (p 

X 

x-a cos  cp 

_» 

OP  = 

a sin  (p  ; OM  = 

0 ; PM  = 

- a sin  <p  ; dP  = 

^ X 

0 

0 

0 

Nous  obtenons 

-*  PM  _ a cos  <p  (a  cos  cp  - x)  + ( a sin  (p)2 


dPA 

puis 

B(M) 


PM 3 


(x2  + a2  -2  a x cos  (p)i 


d (p  ez 


Pol 


4k  x 


3 ezF(u) 


r2x 

Jo 


IT  - U COS  (p 


9 1 

(1-2  u cos  (p  + UZ)  2 


d< p 


> en  u2  : 


2 • En  se  limitant  aux  termes  i 

r2lt 

F(u)  = [-  u cos  ffl  + u2(I  - 3 cos2  ®)]dffl  = - nu2 

Jo 

so,,  = 

47t  x3  4tt  xj 


Ce  qui  correspond  bien  au  cas  du  dipole  1 9 = ~ j . 
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CORRIGES 


@ Champ  magnetique  cree  par 
une  sphere  chargee  en  rotation 

1 • Les  charges,  solidaires  de  la  sphere  en  mouvement  creent 
des  courants  circulaires  selon  les  paralleles  de  la  sphere  : 


Utilisons  les  coordonnees  spheriques  d’axe  (Oz)  et  decou- 
pons la  sphere  en  spires  de  largeur  Rdd . L’intensite  parcou- 
rant  cette  spire,  associee  au  mouvement  de  rotation,  est,  en 
comptant  la  charge  traversant  une  section  droite  Rd6  par 
unite  de  temps  (cf.  ex.  7,  chap.  2)  : 

_ g(Q  sinfldfl 
4jt 

Le  moment  elementaire  dJ/L  associe  a cette  spire  est  d M,  = 
Jt  R2  sin2  6 dl  ?z  , soit : 

d M = R2  sin2  6dd7, . 

4 

f”  - 4 

Comme  sinJ  Od  0=  — , le  moment  resultant  est : 

Jo  3 

m = ? . 

3 

2 • Tous  les  plans  (er  , ez)  sont  plans  d’antisymetrie  de  la 
distribution  de  courants  : le  champ  B appartient  a ces  plans 

il  n’a  done  pas  de  composante  selon  : 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


3 • a) 


Les  composantes  de  B(M)  sont : 

B(M)  = 2 M cos  6er  + M sin  dee 

47t  r3  4jc  r3 

b)  En  un  point  P de  l’axe  Oz(OP  = z)  : 

z > 0 : B{P)  = TSi.  (car  = ez , 0=0  et  r = z) 
471  z3 

z < 0 : B(P)  = - (car  er  = - e z , 6 = n 

4?t  z3  ‘ t 


or 


d’ou,  pour  z > 0 


— rt)  GRjR 
6nz3 


on  retrouve  bien  le  resultat  obtenu 

a l’ex.  7 du  chap.  2. 


© Champ  magnetique  cree 
par  un  solenoide  dans 
('approximation  dipolaire 

1 • Une  spire  possede  un  moment  magnetique  m = IS  ez . 

N 

Entre  z et  z + dz  il  y a — dz  spires  qui  contribuent  done 
au  moment  magnetique  total  pour 


Cette  tranche  elementaire  possede  done  un  moment 

d z _► 

magnetique  elementaire  d M = NIS — ez  ■ 
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Dipoles  electrique  et  magnetique 


On  suppose  M\  « a droite  » du  solenoide,  comme  sur  la  figu- 
re, et  on  fixe  en  M \ l’origine  des  z . La  distance  entre  la 
spire  et  M\  est  alors  egale  a (-  z) . Si  on  utilise  l’expression 
du  champ  cree  par  un  dipole  magnetique  (h  » a)  en  coor- 
donnees  polaires,  on  a alors  r = - z , 9 = 0 et  er  = e-  et  le 
champ  cree  en  M\  par  la  tranche  de  cote  z a pour  expres- 
sion : 


_ ? jUo  d M,  _ HqN IS 


dB  = 2 -c-L 


4jt  (-z)3  27t€(-z) 


dze.. 


3 u - cz 


Le  champ  total  est  obtenu  par  integration  : S(M[)  = 


dB 


z = — (/?  + €) 


soit : 


5(Jfl)=ft '111 


47i€ 


Si  M\  est  « a gauche  » du  solenoide,  on  a alors  : 

/'  = + z , cos0=  - 1 et  er  = - ez  . 

L’expression  finale  de  B(M\)  est  inchangee,  ce  qui  est  en 
accord  avec  le  fait  que  le  plan  median  perpendiculaire  a l’axe 
Oz  du  solenoide  est  un  plan  de  symetrie  pour  les  courants. 


Dans  le  cas  particulier  du  solenoide  a section  circulaire  de 
rayon  R , S = nR2  et  la  valeur  approchee  du  champ  en  M\ 
est : 


H0NI 


A € 


(h+ey 


B(Mi)  = ^^(tan2  d2  - tan2  6^ez  . 

A grande  distance,  6\  et  6i  tendent  vers  0,  et  a l’ordre  2 en 
9\  , et  62  , on  a : 

cos0[  - cos02  ~ —{^2  ~ @i)  ~ ^'(,:an2  ^2  _ tan2  ) ■ 

La  valeur  approchee  et  la  valeur  exacte  sont  bien  equivalen- 
tes  a grande  distance. 


Le  plan  passant  par  M2  et  perpendiculaire  a Oz  est  un  plan 
de  symetrie  des  courants,  done  B est  orthogonal  a ce  plan  : 
B (Mf)  = Bze:  . 

On  place  cette  fois  l’origine  0 des  coordonnees  dans  le  plan 
de  symetrie. 

La  tranche  de  cote  z se  comporte  comme  un  dipole  (r  » a) 
et  cree  en  M2  un  champ  : 

d B=  ^Qjmd3Zf2cos0er+sinflcA 

AnZPMl  l r V 

Avec  les  notations  precisees  sur  le  schema  : 

)'  Y jr 

PM2  = ; z = /'tana  , d’ou  dz  = — 2 — da  ; 6=  a+  — 

cosa  cos~a  2 

(2cos0?,.  + s'mdeo).e:  = 2sin2a-  cos2a. 

On  ne  calcule  que  la  composante  d Bz : 

, „ PnNIS cosa  da/.  . 2 i \ 

dB,  = — = 2sin“  a - cos2  a . 

4jt€/'2  1 1 


Par  integration  B = 


dB,  ez  , 


«=-<% 


soit : 


sin'  an  - sin  a. 


. VqNIS  / ;„3 

27t €r  V 


Lin  NIS  ■ , 2n,\"t 

— — -z~  Sin  an  (-  COSz  On)  ez . 

2n£r2 


2n0NIS  ^ 

3 ez  • 

7t(4r2+€2  y 

Si  i « r,  le  solenoide  se  comporte  comme  un  dipole  de 
moment  magnetique  NIS  . 

Si  € » /',  on  retrouve  le  modele  du  solenoide  infiniment 
long,  pour  lequel  le  champ  B est  nul  a l’exterieur. 


© Flux  drune  petite  spire 
a travers  une  grande  spire 

1 • Soit  une  spire  de  rayon  R d’axe  Oz  , de  centre  C et  un 
dipole  magnetique  de  moment  magnetique  m = m e-  = 
I n a2  ez  place  en  0 . On  pose  OC  = d . 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


Calculons  le  flux  de  B cree  par  le  dipole  a travers  la  spire 
avec  les  orientations  choisies  sur  le  schema  (doc.  1). 
Choisissons  une  surface  (S)  quelconque  s’appuyant  sur  la 
spire  : en  effet  B etant  un  vecteur  a flux  conservatif,  le  resu- 
lat  est  done  independant  de  la  surface  (S)  mais  ne  depend 
que  du  contour  (I")  sur  lequel  elle  s’appuie. 

Soit  un  point  M de  l’espace  repere  en  coordonnees  sphe- 
riques  : M(r,  6,  (p ) . Nous  savons  que  le  champ  magnetique 
cree  par  un  dipole  magnetique  place  en  0 (avec  m = m ez) 
est  : 


Th  Q , 2u.n  m cos  6 - Un  m sin  6 -* 

B(r,  d,  (p ) = -p-  - — er  + p - — et 


Nous  devons  calculer  l’integrale  suivante  : 

^ ff  / 2/jn  m cos  6 ->  Un  m sin  6 -* 

s 


Dipoles  electrique  et  magnetique 


CORRIGES 


Choisissons  une  surface  telle  que  e g . n = 0 et  er  = n , e’est- 
a-dire  une  surface  spherique  de  centre  0 s’appuyant  sur  la 
spire  de  rayon  R ; ainsi  r = ( R - + cPy-  = constante. 

La  surface  dZ  vue  sur  la  sphere  entre  0 et  6 + d0  est : 
dZ  = 27t  /• 2 sin  0 Ad , et  ainsi 
0 _ 0 JIL  2K  ;-2  f sjn  0COS  Q&Q 

An  i 3 Jo 


= PQHLsin2a=  fio>»R2 
2 r 2 (R2  + d2)  2 

..  ^ u0Ina2R2 

SOlt  0=  — 3 . 

2 (R2  + d2y 

Second  choix  de  surface 


Doc.  2 


Avec  les  notations  du  doc.  2 ci-dessus  : 

d<f>  = -IPl  HL  2np  dp  (2  cos  0 7r  + sin  0 eg) . n 
4n  r i 

avec  n = 7Z  ; 7r . n = cos  0 ; 7 q . n = - sin  0 ; cos  0 = — 


P_ 


, ce  qui  donne  p = d tan  0 et 
d 

d 

cos2  0 


dd ; 


= — Hi  (2  cos2  0-  sin2  #)sin  0d0 
2 d 

= PAL  UL  (3  cos2  0-  l)sin  0d0 
2 d 


0 


-r 

Jo 


d&  = 


Bo  m 
2d 


[-  cos3  6 + cos  6] 


PaaPL  (cos  a - cos3  a ) ■ 
2d 


0 

Bo  m ■ 2 

— sin-  a cos  a 

And 
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Dipoles  electrique  et  magnetique 


Sachant  que  sin  a = 


0 d 2 + R2y 


et  cos  a ~- 


0 d 2 + R2)  2 


nous  avons  : 


0=  Mu m Rl  d _ RymR2 

2 d (d2  + 7^2)2  2 (d2  + R2)\ 

etdonc:  0=  MO Ina2R2 
2(d-  + R2)l 

Le  resultat  est  bien  le  meme,  mais  le  calcul  beaucoup  plus 
laborieux... 


484 
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Force  de  Lorentz 


• Mouvements  de  particules  chargees  dans  E ou  B. 
Force  de  Laplace. 

• Effet  Hall. 

• Loi  d’Ohm  locale. 

• Champ  E et  B . 

• Mecanique  du  point  materiel. 


LES  OUTILS  MATHEMATIQUES 


Nombres  complexes. 


Resolution  d ’equations  differentielles. 
Produit  vectoriel. 


ESSENTIEL 


< La  force  de  Lorentz 


La  force  subie  par  une  particule  de  charge  q , de  masse  m , se  trouvant  a l’instant  t au  point  M 
d’un  referentiel  galileen  2ft  , en  presence  d’un  champ  electrique  E(M,t)  et  dans  un  champ  magne- 
tique  B(M,t)  est: 

F = q^E(M,t)  + z?(M,f)/a  a B(M,t) 

oil  v (M  , t)/cj,  est  la  vitesse  de  la  particule  dans  le  referentiel  2ft  . 

Cette  force  est  appelee  « force  de  Lorentz  ».  La  force  gravitationnelle  est  pratiquement  toujours  negli- 
geable  devant  la  force  de  Lorentz. 

La  partie  magnetique  de  la  force  de  Lorentz  F m = qv  a B est  orthogonale  a la  vitesse  done  au  depla- 
cement : sa  puissance  est  nulle,  et  done  son  travail  est  nul ; elle  ne  peut  que  devier  les  particules. 
Done  l’energie  cinetique  d’une  particule  soumise  uniquement  a un  champ  magnetique  est  constante, 
la  norme  de  la  vitesse  ne  varie  done  pas  au  cours  du  mouvement. 

Si  la  particule  est  soumise  aussi  a un  champ  electrique  E , le  theoreme  de  l’energie  cinetique  s’ecrit : 

%K  + qV  = cte  , 

ou  V est  le  potentiel  electrostatique  associe  a E (E  =-  grad  V ). 


i Mouvement  d'une  particule  chargee  dans  un  champ 
electrique  uniforme  et  constant 

La  force  qui  agit  sur  la  particule  est  Ft  = qE  , elle  est  constante : le  mouvement  de  la  particule  est 
formellement  identique  a celui  d’un  point  materiel  dans  le  champ  de  pesanteur  terrestre  uniforme.  Le 
role  du  champ  electrique  est,  en  general,  d’accelerer  les  particules  chargees. 
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ESSENTIEL 


Force  de  Lorentz 


< Mouvement  d'une  particule  chargee  dans  un  champ 
magnetique  uniforme  et  constant 

• Le  mouvement  le  plus  general  est  helicoidal,  composition  d’un  mouvement  rectiligne  uniforme  le 
long  de  la  direction  du  champ  magnetique  et  d’un  mouvement  circulaire  uniforme  dans  un  plan  ortho- 
gonal au  champ  magnetique. 


• Dans  le  cas  particular  oil  la  vitesse  initiale  est  orthogonale  au  champ  magnetique,  le  mouvement 


est  un  cercle  de  rayon  R = mv°  parcouru  a la  vitesse  angulaire  coc  = ' L/ ' u > appelee  « pulsation 


\q\B 


\q\B 


cyclotron  ». 


4 Mouvement  d'ensemble,  loi  d'Ohm  locale 


• La  loi  d’Ohm  est  relative  au  transport  du  courant  dans  la  matiere : sous  Faction  d’un  champ  elec- 
trique  E , les  porteurs  de  charges  mobiles  se  deplacent  a l’interieur  d’un  reseau;  ils  ont  un  mouve- 
ment d’ensemble  caracterise  par  le  vecteur  vitesse  v (vitesse  moyenne  des  porteurs  ou  vitesse  de 
derive). 

• Le  vecteur  densite  volumique  de  courant  electrique  j est  defini  par  / = nqv,  oil  n represente  le 
nombre  moyen  de  porteurs  de  charges  mobiles  par  unite  de  volume  et  q la  charge  de  chacun  des  por- 
teurs. 


Le  flux  de  j a travers  une  surface  if, 


j ( M)dS  M , represente  la  charge  qui  traverse  if  par  unite 


Me? 


de  temps,  c’est  l’intensite  du  courant  electrique  a travers  cette  surface. 


Attention : ; , la  densite  volumique  de  courant  s’exprime  en  A.m  2 (et  non  en  A.m  3 !). 

Sous  Faction  d’un  champ  electrique  E , la  vitesse  d’ensemble  des  porteurs  de  charge  (q  , m)  est 
donnee  par : 

v =/iE  , 

ou  u est  la  mobilite  des  porteurs  (u  et  q ont  le  meme  signe). 

• Dans  un  modele  microscopique  simple,  oil  on  assimile  l’effet  des  chocs  exerces  par  le  reseau  sur 

les  porteurs  mobiles  (collisions)  a celui  d’une  force  de  frottement  fluide  f = --  v , la  mobilite  est 

T 


egale  a /j 


(r  est  le  temps  de  relaxation  de  conduction,  il  est  lie  au  temps  moyen  entre  deux 


chocs  consecutifs  subis  par  un  electron  de  conduction). 


Le  vecteur  densite  volumique  de  courant  j est  relie  au  champ  electrique  applique  (qui  est  la  cause 
du  courant  electrique)  par  la  loi  d’Ohm  locale : 

j =yE  , 

2 7 

oil  7 est  la  conductivity  electrique  du  milieu,  son  expression  est  y = nq  — . Elle  s’exprime  en 

m 

S.m  ou  encore  en  LH.trr1.  Pour  un  bon  metal  conducteur  (le  cuivre,  par  exemple)  elle  est  de 
l’ordre  de  107  a 108  S.m-1.  (Dans  ces  conditions  T~  1CF14  s .) 

Remarque : La  loi  d’Ohm  pour  les  metaux  reste  valable  pour  des  courants  de  frequences  hertziennes 
et  industrielles  (inferieures  a 1014  Hz  environ);  cette  propriete  sera  justifiee  en  seconde  annee. 
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Force  de  Lorentz 


6 


ESSENTIEL 


« Effet  Hall  ( PCS I) 


• La  generalisation  de  la  loi  d’Ohm  locale  lorsque  le  conducteur  est  place  dans  un  champ  electrique 
E et  dans  un  champ  magnetique  B s’ecrit: 

j = yE  + Rh(JaB)  , 

ou  Rh  est  la  constante  de  Hall,  egale  a — . 

nq 

Dans  les  conducteurs  usuels  on  peut  negliger  le  2e  terme  en  RH(j  a B ) devant  yE  . 

Dans  un  semi-conducteur  ces  deux  termes  peuvent  etre  du  meme  ordre  de  grandeur. 

• Dans  le  cas  d’un  conducteur  filiforme  et  rectangulaire,  d’epaisseur  8 , de  largeur  b , parcouru  dans 
le  sens  de  sa  longueur  par  un  courant  d’intensite  1 , il  apparait,  en  regime  permanent,  une  difference 
de  potentiel  entre  les  faces  arriere  et  avant  du  conducteur,  appelee  « tension  de  Hall »,  egale  a : 

Bl 


UH  = 


nqS 


Le  signe  de  la  tension 
depend  du  signe  de  la 
charge  des  porteurs 


- tension  de  Hall 


< Force  de  Laplace  ( PCS I) 


La  force  de  Laplace  a laquelle  est  soumis  un  element  de  longueur  d(,  d’un  conducteur  filiforme  par- 
couru par  un  courant  I place  dans  un  champ  magnetique  B est  donne  par : 

dF  = Idi  a B , 

avec  d€  = d(T  , r etant  un  vecteur  unitaire  tangent  a l’element  de  conducteur,  dirige  selon  le  sens 
choisi  pour  reperer  le  courant. 

• Pour  une  portion  AB  d’un  circuit  (C),  la  force  de  Laplace  s’ecrit: 

B 

E=J  M£maB(M). 

(C) 

La  resultante  des  forces  s’exer9ant  sur  un  circuit  ferme  place  dans  un  champ  magnetique  uniforme 
est  nulle. 

Conseils  et  pieges  a eviter 

• Une  particule  en  mouvement  dans  un  champ  magnetique  permanent  possede  une  energie  cine- 
tique  constante.  Le  module  de  sa  vitesse  est  constant. 

• Dans  un  champ  magnetique  uniforme  B , la  projection  du  mouvement  d’une  particule  ( q , m)  dans 

un  plan  perpendiculaire  a ce  champ  est  toujours  un  cercle  de  rayon  R = , ou  v = [rl|  est 

qB 

le  module  de  la  vitesse. 

• Dans  un  champ  electromagnetique  permanent  defini  par  E et  B , la  vitesse  de  derive  de 
particules  vd  = ^ est  independante  de  la  charge  des  particules. 

• Pour  etablir  correctement  les  equations  differentielles  du  mouvement,  se  souvenir  que  le  vecteur 
vitesse  evolue. 
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Exercices 


Q Acceleration  d'une  particule 
chargee  par  une  difference 
de  potentiel 

Une  particule  de  charge  q , de  masse  m , de  vitesse  initia- 
te nulle,  issue  d’un  point  0 , est  acceleree  par  une  diffe- 
rence de  potentiel  V0  etablie  entre  deux  grilles  planes 
paralleles  distantes  de  L = 5 cm. 

1 • Exprimer  la  vitesse  v de  la  particule  au  moment  de 
son  passage  a travers  la  deuxieme  grille.  Quels  sont  les 
signes  respectifs  possibles  de  q et  de  V0  si  la  particule 
est  un  electron  ? 

2 • Calculer  numeriquement  v: 

a)  V0  = 100  V,  q = -1,6.10^19  C et  m = 9,1.10~31  kg 
(electron) ; 

b)  U0  = - 3 000  V,  q = 1 ,6.10“ 19 C et  m = 6,64. 10“26 kg  (ion 
argon). 

Utiliser  la  conservation  de  Fenergie  de  la  particule. 

La  force  electrique  est  dirigee  dans  le  sens  des  poten- 
tiels  decroissants  si  et  seulement  si  q est  positive.  En 
effet  le  champ  electrique  E est  toujours  oriente  vers 
les  potentiels  decroissants. 


1)  Quelles  sont  les  proprietes  d’un  mouvement  circu- 
laire  uniforme  ? 

2)  L’ electron  etant  devie,  le  vecteur  vitesse  ne  reste 
pas  selon  ex  . Le  vecteur  vitesse  a done  deux  compo- 
santes  a un  instant  quelconque.  II  faut  projeter  le  prin- 
cipe  fondamental  de  la  dynamique  sur  ex  et  ey  . On 
adopte  ensuite  soit  une  methode  de  substitution  pour 
determiner  vx  et  vy  ou  on  se  ramene  a une  equation 
differentielle  du  lei  ordre  a une  variable  p , en  posant 


fl  = vx  + i vy  . 

Une  fois  vx  et  v„  determines  a Faide  des  conditions 
initiales  on  integre  une  nouvelle  fois  pour  trouver  x 
et  y . 


o Deviation  drun  electron 

Les  grilles  (1)  et  (2)  sont  portees  aux  potentiels  V)  = 0 et 
V2  = U ■ Entre  les  grilles,  que  l’on  considere  d’extension 
spatiale  infinie,  le  champ  electrique  est  uniforme.  Un 
electron  de  masse  m arrive  en  O avec  une  vitesse  de 
norme  vx , sous  F incidence  i, . 


€1  Particule  chargee  dans 

un  champ  magnetique  uniforme 

Un  electron  (de  masse  m et  de  charge  - e ) se  deplace  sous 
Faction  d’un  champ  magnetique  uniforme  B0=  £0?z . 
fl  se  trouve  a t = 0 au  point  O avec  la  vitesse  v0  = v^ex. 


(2) 


U2 


1 • Montrer  que  Felectron  decrit  une  trajectoire  circulaire 
de  rayon  pc , a la  vitesse  angulaire  wc . 

2 • Etablir  les  expressions  de  pc  et  de  0)c  en  fonction  des 
donnees. 

3 • Calculer  la  frequence  vc  associee  a wc  et  le  rayon  pc . 

Donnees:  L’energie  cinetique  de  Felectron  est 

^K  = 5.10-3  eV,  sa  masse  m = 9,1.10-31  kg,  sa  charge  — e = 
-1,6. 10“ 19  C,  le  champ  magnetique  vaut  B0  = 0,55  T. 


1 • Calculer  la  norme  de  sa  vitesse  v2 , quand  il  arrive  sur 
(2),  en  fonction  de  U,  vu  m et  e , oil  e designe  la  char- 
ge elementaire. 

2 • A quelle  condition  Felectron  atteint-il  la  grille  (2)? 


3  • Quelle  relation  lie  i2  a q ? 


1)  Appliquer  le  theoreme  de  Fenergie  cinetique  ou  la 
conservation  de  Fenergie  mecanique. 

2)  Dans  la  mesure  ou  l’on  considere  les  plaques  infi- 
nies,  e’est  la  composante  vy  de  la  vitesse  de  Felec- 
tron qui  importe  dans  cette  question:  il  ne  faut  pas 
que  la  vitesse  v„  s’annule  avant  que  Felectron  ait 
atteint  (2). 
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EXERCICES 


La  force  qui  s’exerce  sur  F electron  entre  les  grilles 
n’a  pas  de  composante  selon  ex\  quelle  en  est  la 
consequence  sur  la  composante  selon  x de  la  vitesse 
de  1’ electron  ? 

On  pourra  examiner  les  cas  U > 0 et  U < 0 . 

3)  L’ angle  d’ incidence  est  determine  par  la  direction 
du  vecteur  vitesse  de  Felectron  qui  depend  de  l’irn- 
portance  relative  de  ses  composantes. 


C)  Particule  chargee 

dans  un  condensateur 


D'apres  ENSET  A3. 

Une  particule  de  masse  m et  de  charge  q est  lancee  avec 
une  vitesse  initiale  v0  en  un  point  0 situe  entre  les  arma- 
tures d’un  condensateur  plan. 

v0  est  situe  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  armatures  et 
fait  un  angle  a avec  la  direction  du  champ  E uniforme. 
La  totalite  de  la  portion  de  trajectoire  etudiee  est  situee  a 
Finterieur  du  condensateur. 


1 • La  difference  de  potentiel  V et  la  distance  h entre  les 
armatures  ont  ete  choisies  de  maniere  que  la  trajectoire 
recoupe  l’axe  (Ox) , en  un  point  A . 

Calculer  l’abscisse  du  point  A . Indiquer  les  signes  respec- 
tifs  de  q et  V . 

On  rappelle  que  le  champ  electrique  a l’interieur  du 

V _ 

condensateur  plan  est  uniforme  et  vaut  E = e„  . 

h y 

2 • Montrer  que  pour  un  pinceau  de  faible  ouverture  A a , 
constitue  de  particules  identiques  issues  du  meme  point  0 
et  lancees  avec  une  vitesse  de  norme  vQ  au  voisinage 
d’une  direction  particuliere  a = Oq , les  trajectoires  se 
recoupent  toutes  en  un  meme  point  d’abscisse  x0  . 
Calculer  Oq  et  x0  . 

3 • Le  pinceau  de  particules  lancees  en  0 , au  voisinage 
de  a o , est  constitue  maintenant  de  deux  types  de  particu- 
les de  masse  mx  et  m2 , de  meme  charge  q et  de  vitesse 
initiale  de  norme  vQ . 


Force  de  Lorentz 

Calculer  v0  pour  que  les  intersections  et  A2  soient 
distantes  de  1 cm  dans  le  cas  ou  les  particules  sont  des  ions 
argon,  portant  tous  la  charge  q=  1,6  10~19C  et  obtenus 
a partir  des  deux  isotopes  de  1’ argon  de  nombre  de  masse 
38  et  40. 

Donnees :V=  \ 000  V,  h = 10  cm.  On  rappelle  la  valeur  du 
nombre  d’Avogadro:  NA  = 6,02.1023  mol-1. 


'3  1)  Ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  et 
la  projeter  sur  les  axes  (Ox)  et  (Oy)  . Integrer  les 
equations  du  mouvement  en  tenant  compte  des  condi- 
tions initiales. 


cLv 

2)  Assimiler  la  derivee  — — au  rapport  des  petites 
. da 

• A xA 

variations  — — . 

A a 

Cet  exercice  se  traite  comme  1’ etude  du  mouvement 


d’un  point  materiel  dans  le  champ  de  pesanteur  ter- 
restre  suppose  uniforme  (tir  balistique). 


0 Mouvement  drune  particule  dans 
le  champ  drun  fil  infini  charge 
(oral) 

Un  fil  infini,  charge  uniformement  avec  A > 0 , est 
confondu  avec  l’axe  Oz  . Une  particule  P , de  masse  m , 
de  charge  - q avec  q > 0 , reperee  par  ses  coordonnees 
cylindriques,  se  trouve  a t = 0 en  r = r0 , 9=0,  z = 0 
avec  une  vitesse  dont  les  coordonnees  sont 
r = 0 ; rd  = vq\  z = 0. 

On  introduit  a = •»  / — — — et  /j  = - ° . 

' 27t  Eq  m a 

1 • Retrouver  rapidement  le  champ  d’un  fil  uniformement 
charge  A . 

2 • Quelles  sont  les  dimensions  de  a et  /j  ? 

3 • Montrer  que  le  mouvement  est  plan  et  obeit  a la  loi  des 
aires.  Quelle  approximation  usuelle  a-t-on  faite  pour  arri- 
ver  a cette  conclusion  ? 

4 • Representer  Failure  du  debut  de  la  trajectoire  ainsi  que 
les  vecteurs  de  base  polaire,  la  vitesse  de  P et  son  acce- 
leration. 

5 • Trouver  une  relation  entre  v2 , /3  et  r . 

6 • En  deduire  que  r2  verifie  r2  + v20U(r)  = 0 , et  donner 
l’expression  de  U(r) . 

7 • Tracer  Failure  de  U(r)  . En  deduire  l’evolution  de  la 
particule. 
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EXERCICES 


Force  de  Lorentz 


1)  C’est  du  cours  incontournable  !! 
ki 


2n 


est  homogene  a une  energie  potentielle 


puisque  A est  une  charge  lineique  (on  pourra  aussi 
utiliser  l’expression  precedente  de  E ),  le  reste  suit. 

3)  II  est  facile  de  justifier  ici,  par  des  raisons  de  syme- 
trie,  que  le  mouvement  est  a force  centrale,  qui  pos- 
sede  done  ses  deux  caracteristiques : mouvement  plan 
et  loi  des  aires. 

4)  Des  qu'il  s’agit  de  v et  a plus  forte  raison  de  v 1 , 
il  faut  penser  a appliquer  le  theoreme  de  1’ energie 
cinetique. 

5)  La  vitesse  v ne  se  reduit  pas  a sa  composante 
radiale;  mais  on  «elimine»  facilement  la  compo- 

d Q 

sante  orthoradiale,  qui  depend  de  — , en  utilisant  la 

dt 


loi  des  aires. 

6)  f 2 est  necessairement  positif:  les  seules  valeurs 
possibles  pour  U(r)  sont  done  negatives.  On  en 
deduit  la  nature  des  trajectoires  selon  les  valeurs  de 
a et  P en  suivant  le  raisonnement  vu  dans  le  pro- 
bleme  a deux  corps. 


Cyclotron 

D’apres  Concours  Communs  Poly  technique. 

On  etudie  un  cyclotron  destine  a accelerer  des  protons.  Les 
protons  sont  injectes  au  centre  avec  une  energie  cinetique 
negligeable.  Un  generateur  permet  d’appliquer  entre  les 
dees  une  tension  alternative  a haute  frequence : 

uc  = Ucsm(0)t  + <p) , creant  un  champ  electrique  uniforme. 


On  admettra  que  les  protons  sont  acceleres  une  premiere 
fois  sur  la  distance  g avant  de  decrire  le  premier  demi- 
cercle. 

1 • Sachant  que  la  masse  du  proton  est  mp  et  sa  charge 
+ e , calculer  la  frequence  vc  du  champ  electrique. 
Donnees:  mp=  1,6. 10“27  kg;  e=  1,6  10“19C;  B0  = 1,5  T. 

2 • En  negligeant  l’epaisseur  g de  l’espace  accelerateur, 
calculer  le  rayon  rn  du  «,eme  demi-cercle  decrit  par  les 
protons.  On  suppose  qu’a  la  sortie  de  la  source,  ils  traver- 
sent  l’espace  accelerateur  lorsque  uc=  Uc. 

Donnees : Uc  = 50  kV ; n = 400. 

3 • En  realite  les  protons  traversent  le  plan  mediateur  de 
l’espace  accelerateur  a un  instant  tc  tel  que  O)tc  = 0 a kn 


pres  et  avec  une  phase  </>0  . Cet  espace  a une  largeur  g de 
l’ordre  de  1 cm,  et  il  est  necessaire  de  tenir  compte,  au  cours 
de  sa  traversee,  de  la  variation  du  champ  accelerateur. 


electro-aimant 


a)  Montrer  que  le  gain  en  energie  pour  une  orbite  situee  a 
une  distance  r du  centre  du  cyclotron  est : 

sinf  *-) 

W=eUc— , 

2 r 

en  admettant  que,  dans  l’espace  accelerateur: 


- — ^ x =£  — , on  peut  ecrire  x = vt , ou  v = (Or  est  la 

l 2 2) 

vitesse  des  protons  sensiblement  constante  dans  l’intervalle 

g (8  < 0 . 


b)  Quelle  valeur  s’efforcera-t-on  d’obtenir  pour  (f>0  ? 


c)  En  faisant  les  approximations  convenables,  calculer 
l’energie  cinetique  %K  obtenue  a la  sortie  du  cyclotron, 
e’est-a-dire  apres  la  n'ime  demi-orbite  avec  la  valeur  de 
(j)n  obtenue  a la  question  3)  b).  On  l’exprimera  en  joules, 
puis  en  megaelectronvolts  ( symbole : MeV). 


d)  Les  protons  arrivent  a la  sortie  par  paquets  separes  les  uns 
des  autres  par  le  meme  intervalle  de  temps,  alors  que  l’in- 
jection  se  fait  de  fa§on  continue  au  centre  de  1’ accelerateur. 
Expliquer  l’origine  de  ces  paquets. 

Calculer  l’intervalle  de  temps  separant  deux  paquets  de 
protons.  On  garde  les  valeurs  numeriques  de  la  question  2). 
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Force  de  Lorentz 


c3 


EXERCICES 


1)  Utiliser  les  resultats  du  cours. 

2)  Quand  le  proton  est  sur  le  /?leme  demi-cercle,  com- 
bien  de  fois  a-t-il  traverse  la  zone  acceleratrice  ? 
Quelle  energie  a-t-il  gagne  a chaque  passage  ? En 
deduire  la  vitesse  du  proton  sur  le  «ieme  demi-cercle 
puis  le  rayon  de  ce  demi-cercle. 

3)  a)  Calculer  le  travail  de  la  force  electrique  au  cours 
de  la  traversee  de  la  zone  acceleratrice  en  tenant 
compte  des  hypotheses  du  texte. 

c)  Evaluer  les  valeurs  extremes  du  terme : 


2 r 


sine  — . Conclure. 


1)  Le  champ  E accelere  la  particule  qui  acquiert  une 
vitesse : elle  est  alors  deviee  par  le  champ  B . Pour 
ecrire  convenablement  les  equations  du  mouvement 
il  faut  se  placer  a un  instant  quelconque  et  conside- 
rer  que  la  vitesse  de  la  particule  a,  a priori,  trois  com- 
posantes  differentes  de  zero.  La  projection  de  la  rela- 
tion fondamentale  de  la  dynamique  sur  les  trois  axes 
donne  trois  equations  differentielles.  Les  deux  equa- 
tions differentielles  en  vx  et  vz  sont  couplees : une 
methode  rapide  et  elegante  consiste  a introduire  la 
variable  u = vx  + i vz . 

2)  Integrer  vx  et  vz  pour  obtenir  x(t ) et  z(t)  . Ne 
pas  oublier  les  constantes  d’integration  qu’on 
determine  grace  aux  conditions  initiales. 

4)  Pour  que  la  particule  garde  son  vecteur  vitesse 
selon  Ox  a un  instant  ulterieur,  il  faut  qu’aucune 
force  ne  1’ accelere  selon  Oz  . 


Q Deviation  dans  f et  B croises 
(oral)  (ecrit  - centrale  2001) 

On  considere  une  particule  de  masse  m de  charge  q . 
On  la  place  dans  les  champs  uniformes  E = E ez  et 
B = B ey . La  particule  est  initialement  en  0 avec  une 

vitesse  nulle.  On  pose  <yc  = et  on  neglige  le  poids. 

m 


1 • Montrer  que  la  vitesse  s’ecrit 

E E 

vx  = — (cos  (Oct  - 1)  vy  = 0 vz  = — sin  coct 
B B 

2 • Quelle  est  la  nature  de  la  trajectoire  obtenue  ? La  tra- 
cer approximativement  pour  un  electron  puis  pour  un 
proton. 

3 • On  definit  A comme  le  point  ou  z atteint  son  premier 
extremum.  Determiner  les  coordonnees  de  A . 

4 • Cette  fois-ci  la  vitesse  initiale  est  selon  Ox  . Trouver 
une  condition  sur  E et  B pour  que  le  mouvement  soit 
exclusivement  selon  Ox  . 


(jJ  * Electron  dans  un  piege 
de  Penning 

D’apres  ENSI M. 

Des  experiences  recentes  de  physique  atomique  ont  pu 
porter  sur  un  electron  unique.  Le  but  de  cet  exercice  est 
d’expliquer  sommairement  comment  il  est  possible  de  pie- 
ger  un  electron  dans  une  toute  petite  region  de  l’espace  par 
un  « piege  de  Penning  ». 

Grace  a un  dispositif  approprie,  on  cree  dans  une  petite 
region  de  l’espace,  au  voisinage  d’un  point  0 , un  champ 
electrostatique  defini  en  coordonnees  cartesiennes  par : 

E(M)  = —\(-x7-y'e  + 2ze*z) . 

2 R1  y 

Un  electron  (masse  m , charge  - e ) est  mobile  autour  du 
point  0 . 

1 • Montrer  que  0 est  une  position  d’equilibre  de 
l’electron  et  discuter  sa  stabilite  pour  un  mouvement  le 
long  de  l'axe  (Oz)  ou  dans  le  plan  (xOy) . 

„ 2 oUq 

On  posera  a>-  = Hr  . 

~ mR1  2 3 4 

Donnees:  e = 1,6.10-19  C\m  = 9,1.10-31  kg;  U0=  9,3  V; 
R = 4,8  mm. 

Calculer  la  frequence  V-  associee  a la  pulsation  OX  . 

2 • Pour  stabiliser  la  trajectoire  de  l’electron,  on  superpo- 
se au  champ  electrostatique  precedent  un  champ  magne- 
tique  uniforme,  independant  du  temps,  parallele  a l’axe 
(Oz)  ,B0  = B0ez. 

On  pose  (Oc  = e — . 
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EXERCICES 


Force  de  Lorentz 


a)  Montrer  que  le  mouvement  suivant  (Oi)  n’est  pas 
modifie  par  rapport  a celui  de  la  question  1). 


b)  On  etudie  maintenant  le  mouvement  projete  dans  le 
plan  ( xOy ) . Montrer  que  Felectron  n’est  piege  que  si  B0 
est  superieur  a une  certaine  valeur  Bc  a determiner  en 
fonction  des  donnees  de  l’exercice  (on  etablira  pour  cela 
1 ’equation  differentielle  verifiee  par  p = x + iy).  Effectuer 
l’application  numerique. 

Dans  la  suite  du  probleme,  on  prendra  B0  = 0,55  T. 


c)  Resoudre  alors  l’equation  en  p sans  chercher  a deter- 
miner les  constantes  d’integration.  Mettre  en  evidence 
deux  pulsations : l’une,  voisine  de  0)c , que  Ton  notera 

0)',  et  l’autre  notee  (Om  et  appelee  « pulsation  magne- 
tron». 

Calculer  la  frequence  magnetron  vm  associee  a 0)m  et  la 
frequence  v'  associee  a 0)' . Conclure. 


d)  On  peut  alors  considerer  le  mouvement  de  Felectron 
dans  le  piege  comme  la  superposition  de  trois  mouve- 
ment s : 

• oscillations  suivant  l’axe  ( Oz ); 

• entrainement  ou  derive  sur  un  cercle  de  rayon  pm  a la 
frequence  magnetron  dans  le  plan  (xOy) ; 

• rotation  cyclotronique  de  rayon  pc ; on  admet  que  pc  est 
beaucoup  plus  faible  que  pm  . 

Representer  ces  trois  mouvements  sur  un  meme  schema, 
puis  essayer  de  tracer  Failure  de  la  trajectoire  de  Felectron. 


1)  Utiliser  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
projetee  sur  les  trois  axes  et  raisonner  sur  Failure  des 
solutions  des  equations  differentielles  obtenues.  II 
est  delicat  ici  de  raisonner  sur  Fenergie  potentielle, 
car  c’est  une  fonction  de  trois  variables.  Attention  au 
signe  de  la  charge. 

2)  Utiliser  la  methode  habituelle : projeter  la  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  sur  les  axes  (Ox)  et 
(Oy)  (equations  (1)  et  (2)).  Effectuer  (1)  + i(2)  pour 
determiner  l’equation  differentielle  verifiee  par  p . 
L’electron  ne  sera  piege  que  si  le  module  de  p est 
borne. 


Spectrometre  de  masse 

D’apres  ENAC. 

Dans  la  plupart  des  spectrometres  de  masse  et  des  analy- 
seurs,  les  particules  chargees,  dont  on  veut  determiner  les 

caracteristiques  (charge  specilique  — , energie),  se 

m 

deplacent  dans  une  region  de  l’espace  ou  regnent  des 
champs  statiques  et  uniformes  croises  de  vecteurs  E et 


B . Souvent,  les  particules  sont  emises  dans  la  direction 
perpendiculaire  a E et  B . 

Le  dispositif  presente  ici  offre  la  particularite  d’une  injec- 
tion de  particules  qui  se  fait  principalement  dans  la  direc- 
tion de  B (s’il  est  couple  a une  source  d’ions  ou  regne  un 
champ  magnetique  intense,  la  dispersion  des  vitesses  lors 
de  l’injection  est  reduite).  L’espace  est  rapporte  au  refe- 
rentiel  galileen  2 li(0\x,y,z).  Les  champs  magnetique  et 
electrique  sont  B = Bez  et  E = - Eex  , E et  B etant 
deux  constantes  positives.  Des  ions  de  charge  electrique 
q positive  et  de  masse  m sont  injectes  a l’instant  t = 0 
a l’origine  du  referentiel  avec  le  vecteur  vitesse : 

Oto  , v0y , Vqz)  . 

r . qB  _ 

On  pose  co  = — (pulsation  cyclotron)  et  vd  = —e  . 

m B y 

1 • a)  Determiner  les  expressions  en  fonction  du  temps 
des  composantes  vx  , vy  et  vz  du  vecteur  vitesse  v (P)^ 
d’un  ion  P de  coordonnees  x , y et  z , les  parametres 
etant  w,vA,v0x,  v0y  et  v0z . 

b)  En  deduire  les  expressions  de  x , y et  z en  fonction  du 
temps. 

c)  Compte  tenu  du  dispositif  et  du  fait  que  l’injection  se 
fait  principalement  dans  la  direction  des  z , on  a : 

« vA  - vQy  < vQz , 

condition  que  l’on  supposera  remplie  dans  toute  la  suite. 
Donner  Failure  de  la  trajectoire  de  //  , projection  ortho- 
gonale  de  P dans  le  plan  (xOy)  . 

Determiner  en  particulier  l’ecart  maximal  de  la  courbe  par 
rapport  a l’axe  (Oy)  . On  constatera  que  la  mesure  de  cet 
ecart  permet  la  determination  de  la  charge  specifique  — 
des  ions.  m 

Que  dire  du  choix  de  E et  B pour  que  cette  mesure  ne 
depende  pas  en  pratique  des  conditions  d’injection  des 
ions  ? 

d)  Soit  2/£'  le  referentiel  (O' ;x',y',z')  deduit  de  2 ft  par 
la  translation  de  vecteur  vA  . Sachant  que  2 ft'  coincide 
avec  2ft  al’instant  t = 0 , etablir  l’equation  cartesienne  de 
la  projection  sur  (x'O'y')  de  la  trajectoire  de  P dans  2 ft' . 

2 • D’apres  la  question  precedente,  l’etude  du  mouvement 
dans  2 ft'  conduit  a des  resultats  plus  simples  que  dans  2ft  . 
On  se  propose  de  montrer  que  ces  resultats  peuvent  etre 
obtenus  de  maniere  plus  directe. 

a)  Donner  l’expression  vectorielle  de  vA  en  fonction  de 
E et  B. 

Ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  dans  91 
a l’aide  du  vecteur  v (P)^  de  P dans  2 ft'  . Quel  constat 
peut-on  dresser  ? 

b)  Dans  ces  conditions,  retrouver  rapidement  le  type  de 
trajectoire  que  decrit  P . 
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EXERCICES 


Remarquons  que  vA  est  la  vitesse  de  derive.  C’est 
la  derive  dans  laquelle  s’effectue  la  « derive  » des  par- 
ticules  quelle  que  soit  leur  charge.  Cette  vitesse  est 
EaB 


egale  a vA 


v&-- 


B2 

Eex  a Be: 

B2 


ce  qui  donne  ici : 


B 


1)  Ecrire  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique 
sous  la  forme  d’une  equation  differentielle  en  v , la 
projeter  sur  les  trois  axes. 

Introduire  la  variable  u = x + iy  . 

2)  Remplacer,  dans  la  relation  fondamentale  de  la 
dynamique,  E par  son  expression  vectorielle  en 
fonction  de  vA  et  B . En  deduire  l’equation  du  mou- 
vement  dans  le  referentiel  Sft' . 

On  remarquera  que  91/  est  un  referentiel  galileen. 


SB  Refraction  d'electrons 

D’apres  ESEM  C. 

Des  electrons,  de  masse  m , de  charge  - e , sont  emis  avec 
une  vitesse  initiale  negligeable  par  une  source  M . Les  for- 
ces de  gravitation  qui  s’exercent  sur  eux  sont  completement 
negligeables  devant  les  forces  d’origine  electrique.  Le  poten- 
tiel  de  la  source  M est  choisi  comme  origine  des  potentiels. 

1 • Des  electrodes  creent  la  repartition  de  potentiel  sui- 
vante : 

• le  potentiel  varie  continument  de  0 a entre  la  sour- 
ce M et  le  plan  d’ equation  z = zx  < 0 ; 

• pour  zx  < z < 0 , V(x  ,y,z)  = Vl  constante  positive ; 

• pour  z > a > 0 , V(x  ,y,z)  = V2  constante  > VX ; 

• dans  la  zone  intermediaire  0 =5  z a , le  potentiel  varie 
lineairement  entre  les  valeurs  1/  et  V2 , et  reste  indepen- 
dant de  x et  de  y . 

On  considere  un  electron  qui  se  deplace  dans  le  plan 
( Oyz ) . 11  arrive  en  z = 0 avec  une  vitesse  zq  faisant  Tan- 
gle if  avec  ( Oz ) , puis  passe  en  z = a avec  une  vitesse 
v2  faisant  Tangle  i2  avec  (Oz)  . 


Force  de  Lorentz 


On  rappelle  que  E = - grad  V , ce  qui  s’ecrit  ici : 


a)  Etablir  une  relation  entre  le  module  v de  la  vitesse  de 
cet  electron  et  le  potentiel  V au  point  oil  il  se  trouve. 

b)  Determiner  la  relation  entre  VA  ,V2  , i i et  i2  . 

c)  Faire  une  analogie  avec  les  lois  de  Descartes  en  optique 
geometrique.  Quelle  grandeur  joue  ici  le  role  de  Tindice 
de  refraction  n ? 


2 • Dans  cette  question,  les  surfaces  equipotentielles  sont 
maintenant  des  calottes  spheriques  de  meme  centre  C , de 
rayon  r et  d’axe  de  symetrie  (Oz) . 

On  suppose  que  V = V{  pour  r > Rx  et  V =V2  pour 
r =£  R2  , V(r)  variant  de  faijon  continue  de  Vi  a V2  pour 
Rx  > r > R2  avec  0 < V{  < V2  . 

La  trajectoire  d’un  electron  coupe  l’axe  (Oz)  en  Aj  dans 
le  milieu  de  potentiel  Vi  et  recoupe  cet  axe  en  A2  dans 
le  milieu  de  potentiel  V2  . Elle  « perce » les  calottes  de 
centre  C , de  rayons  R,  et  R2  dont  les  sommets  sur  Taxe 
sont  Si  et  S2 , respectivement  en  /,  et  I2. 


a)  On  reprend  l’etude  pour  un  electron  ayant  une  vitesse 
vx  dans  un  plan  meridien  des  calottes  spheriques  (celui  de 
la  figure  ci-dessus). 

Montrer  que  le  moment  cinetique  en  C de  cet  electron  est 
constant. 

En  deduire  une  relation  entre  R{  ,R2,V  j , V2  et  les  angles 
q et  i2  definis  sur  la  figure  ci-dessus. 

b)  On  suppose  que  SiS2«Ri  et  .SVV2«  R2 , et  on  admet 
que  .S’ | et  .S’2  se  confondent  en  un  seul  point  S , de  meme 
/]  et  /2  sont  alors  confondus  en  un  point  1.  Par  ailleurs, 
on  suppose  que  les  vitesses  sont  peu  inclinees  sur  Taxe. 
Determiner  les  relations  entre  q,  &),  et  ax  puis  entre  i2 , 
Oh  et  cq  , angles  orientes  definis  sur  la  figure. 

M JVi 

Montrer  que  - — ou  K est  une  constante 

4 SA2  SAX 

que  Ton  determinera.  Quelle  analogie  peut-on  faire  avec 
Toptique  geometrique  ? 
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EXERCICES 
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Force  de  Lorentz 


1)  a)  Utiliser  la  conservation  de  Tenergie. 

b)  Comment  est  dirigee  la  force  qui  agit  sur  la  parti- 
cule  ? Que  peut-on  en  conclure  ? 

2)  a)  Que  vaut  le  moment  de  la  force  electrique  ? 

b)  Utiliser  le  triangle  AXIXC  pour  determiner  la  rela- 
tion entre  les  angles  q , a,  et  0)l  . 

Exprimer  ensuite  la  tangente  de  1’ angle  cq  et  celle  de 
a>i  en  confondant  S et  la  projection  orthogonale  de 
I sur  (Cz)  . Proceder  de  meme  pour  les  angles  i2 , 
a2 , etc.  Les  vitesses  etant  peu  inclinees  par  rapport  a 
l’axe,  tous  ces  angles  sont  petits. 


Force  de  Laplace  entre  deux  fils 

Deux  fils  paralleles,  rectilignes,  consideres  comme  infinis, 
distants  de  d,  sont  parcourus  par  un  courant  / dans  le 
meme  sens. 


/ 

y\ 

/ 

1 m 

d 

X 

(1)  (2) 


1 • Representer  la  force  de  Laplace  que  Pun  des  fils  exer- 
ce  sur  une  unite  de  longueur  de  1’ autre  fil . 

2 • Les  deux  fils  ont-ils  tendance  a se  rapprocher  ou 
s’ eloigner  ? 


3  • Rappeler  la  definition  de  Tampere. 


Chaque  fil  est  soumis  au  champ  magnetique  cree  par 
autre  fil . 

On  peut  adopter  soit  les  coordonnees  cartesiennes, 
soit  les  coordonnees  polaires.  La  force  de  Laplace, 
est  definie  par  un  produit  vectoriel.  Rappelons  les 
« regies  » du  produit  vectoriel : soit  une  base  « direc- 
te»  e,-,  e-r  ek  alors 

e,  a?,  = - ek  a e, ■ = - ej , e;  a e,  = - ek  et  e,  a ek  = 
- ?k  a e,  = - £j  ■ 

II  faut  connaitre  par  cceur  le  champ  magnetique  cree 
par  un  fil  infini  (cela  fait  partie  des  INCONTOUR- 
NABLES),  et  savoir  dans  quel  sens  il  s’enroule 
autour  du  courant. 


Tige  conductrice  soumise 
a la  force  de  Laplace 

On  considere  le  dispositif  suivant  ou  une  tige  conductrice, 
supposee  de  resistance  nulle,  est  libre  de  pivoter  autour  d’un 
axe  Mz  orthogonal  a la  figure.  Son  autre  extremite  N bai- 
gne  dans  un  bain  de  mercure : on  suppose  que  le  mercure 
(liquide  metallique,  excellent  conducteur)  n’introduit  aucu- 
ne  resistance  mecanique  au  mouvement  de  la  barre. 


L’ ensemble  est  dans  un  champ  magnetique  B = - B ez , 
avec  B > 0 . 


1 • Exprimer  la  resultante  F des  forces  de  Laplace  sur  la 
tige  conductrice.  La  representer  sur  le  schema. 

2 • Montrer  que  le  point  d’application  A de  la  resultante 
se  trouve  au  milieu  de  la  tige  en  calculant  le  moment  resul- 
tant rM  des  forces  de  Laplace  en  M . 


3 • Exprimer  Tangle  0 a Tequilibre. 

4 • A.N.  : £ = 2V  ; R=4f2  ; B = 1T  ; m=  100  g 
1 = 1 m ; g ~ 10  m.s-2 


1)  On  pourra  travailler  en  coordonnees  cylindriques 
d’axe  Mz  . Le  courant  qui  traverse  la  tige  est  dirige 
vers  les  «r»  croissants  done  le  sens  et  la  direction 
de  la  force  de  Laplace  est  donnee  par  le  produit  vec- 
toriel erA(-ez)  = eg. 

2)  Les  actions  de  Laplace  sont  reparties  sur  toute  la 
tige  de  maniere  uniforme  puisque  le  courant  y est  rec- 
tiligne  et  constant.  Mais  le  moment  des  forces  de 
Laplace  qui  s’ applique  sur  un  element  d(  = dr  er  de 
la  tige  depend  de  la  distance  au  point  M:  il  n’a  pas 
meme  valeur  pour  chaque  element  de  la  tige.  Il  faut 
done  proceder  a une  somme  integrale.  Une  fois  le 
moment  resultant  trouve,  on  cherche  a le  mettre  sous 
la  forme  MA  a F : par  identification  on  en  deduit  la 
position  du  point  A . 

3)  A Tequilibre  la  somme  des  moments  en  M de  tou- 
tes  les  forces  appliquees  est  nulle. 
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© Mouvement  dans  un  champ 
electrique 

D’apres  ESIGETEL  MP  99. 

Deux  plans  conducteurs  parfaits  infinis  d’equations 
respectives  x = 0 et  x = a sont  portes  aux  potentiels 
respectifs  V(x  = 0)  = 0 et  V(x  = a)  = U > 0 . 

L’espace  interconducteur  est  vide. 


1 • Montrer  que  le  champ  electrique  E , dans  le  vide,  est 
uniforme. 

2 • Calculer  E et  V(x) . 

A.N. : Calculer  E avec  U = 10  kV  et  a = 1 m . 

3 • Un  electron  entre  a l’instant  initial  en  x = 0 avec  une 
vitesse  initiale  vQ  = v0uy,  avec  v0  > 0 . Montrer  que  son 
poids  est  negligeable  devant  la  force  electrique. 

4 • Exprimer  sa  vitesse  a tout  instant  et  determiner  sa  tra- 
jectoire.  A quelle  condition  sur  U son  mouvement  s’ef- 
fectue-t-il  dans  l’espace  interconducteur  ? 

5 • A quelle  date  sort-il  de  l’espace  interconducteur  ? 
Exprimer  alors  sa  vitesse  vl  et  sa  position. 

6 • On  place  en  y = y0  et  x = a une  fente  tres  fine. 
Montrer  que  ce  dispositif  permet  de  selectionner  des 
electrons  de  vitesse  v0  donnee.  Relier  v0  a y0. 

Donnees:  c = 1.6  10~19C 

et  masse  de  l’electron  m = 9.1  10~31  kg. 


1)  Dans  un  premier  temps  montrer  que  E ne  depend 
que  d’une  seule  variable  d’espace  en  etudiant  les 
invariances  du  probleme.  Appliquer  ensuite  le  theo- 
reme  de  Gauss  a une  surface  convenablement  choisie. 

2)  Les  seules  donnees  du  probleme  sont  les  potentiels 
en  x = 0 et  en  x = a . Mais  comme  on  a demontre 
que  E est  uniforme,  on  peut  calculer  sa  valeur  en 
exprimant  sa  circulation  entre  x = 0 et  x = a . II 
faut  bien  detainer  les  calculs  avec  les  grandeurs 
vectorielles  pour  ne  pas  commettre  d’erreur  de 
signe. 


Force  de  Lorentz 


c3 


EXERCICES 


3)  Appliquer  le  principe  fondamental  de  la  dyna- 
mique  a 1’ electron  en  tenant  compte  de  1’ approxima- 
tion qui  decoule  de  la  question  precedente.  Ne  pas 
oublier  les  constantes  d’integration. 

4)  L’electron  est  accelere  dans  un  sens  oppose  a celui 
du  champ  E puisqu’il  est  charge  negativement,  E 
est  toujours  dirige  vers  les  potentiels  decroissants. 


© 'Conduction  dans  le  germanium. 
Effet  Hall 


D’apres  Mines  d’Albi,  Ales,  Douai,  Nantes. 

1 • Un  electron,  de  charge  - e , de  masse  m , est  emis 
avec  une  vitesse  initiale  nulle  dans  une  region  de  l’espace 
ou  regne  un  champ  electrique  uniforme  et  constant  E0  . 
L’electron  est,  en  outre,  sounds  a Taction  d’une  force  de 
frottement  (de  type  fluide)  due  a Faction  du  milieu  dans 
lequel  il  se  deplace : 


T 

Son  mouvement  est  decrit  dans  un  referentiel  galileen  ( 0 ; 
x,y,z)  , de  base  ( ux , uy  , «_)  dans  lequel  E0  = E0ux.  On 
neglige  Faction  de  la  pesanteur. 

a)  Ecrire  F equation  differentielle  du  mouvement  de 
l’electron.  Quelle  est  l’unite  de  la  constante  r ? 

b)  Donner  l’expression  du  vecteur  vitesse  v en  fonction 
du  temps. 

Montrer  qu’il  tend  vers  une  limite  v„  que  l’on  exprimera. 
Exprimer  le  temps  au  bout  duquel  l’electron  atteint  cette 
vitesse  limite  a 1%  pres. 

2 • Le  germanium  est  un  bon  isolant  electrique.  Lorsqu’on 
introduit  des  impuretes  en  tres  faible  concentration,  par 
exemple  de  l’antimoine  (Sb),  la  conductivite  electrique  du 
germanium  augmente  fortement:  on  obtient  un  semi- 
conducteur  «dope»,  note  Ge:Sb  dont  les  proprietes  elec- 
triques  dependent  a la  fois  du  nombre  d’atomes  Sb  intro- 
duits  par  unite  de  volume,  N , et  de  la  temperature  T . 

On  propose  le  modele  suivant  de  conduction  dans  le  ger- 
manium dope : dans  Ge  pur,  tous  les  electrons  sont  enga- 
ges dans  des  liaisons  chimiques  et  ne  peuvent  participer  a 
la  conduction  electrique. 

On  suppose  que  lorsqu’on  dope  Ge  par  Sb,  a raison  de  N 
atomes  de  Sb  par  unite  de  volume,  a temperature  ambian- 
te,  chaque  atome  Sb  « libere  » un  electron  du  reseau  cris- 
tallin.  Sous  Faction  d’un  champ  electrique  uniforme  E0  , 
les  charges  fibres  sont  animees  d’un  mouvement  de  vites- 
se v . On  modelise  Faction  des  atomes  ou  des  ions  du 
reseau  sur  ces  charges  par  une  force  de  frottement  du  type 
precedent. 
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EXERCICES 


Force  de  Lorentz 


a)  Exprimer,  en  regime  permanent,  le  vecteur  densite  de 
courant  j . En  deduire  l’expression  de  la  resistivite  elec- 
trique  pt  de  Ge:Sb  en  fonction  de  m , N , e et  r . 

b)  Donnees 

On  mesure  la  resistivite  pe  = 1,22.10-2  Q.m  pour  un 
echantillon  de  « concentration  » N = 1,6.1021  m-3. 

Calculer  le  nombre  d’atomes  de  germanium  par  m3  d’e- 
chantillon. 

En  deduire  le  taux  d’atomes  d’antimoine,  c’est-a-dire  le 
nombre  d’atomes  de  Sb  par  atome  de  Ge. 

Calculer  r dans  le  cadre  du  modele  precedent.  Que  pen- 
sez-vous  du  resultat  obtenu  a la  question  1)  b)  ? 

Donnees 

• nombre  d’Avogadro:  /VA  = 6, 02. 1023 mol-1 ; 

• charge  elementaire : e = 1,6. 10“ 19  C; 

• masse  d’un  electron:  m = 9,1.10-31  kg; 

• masse  atomique  du  germanium : M = 72,6  g .mol-1 ; 

• masse  volumique  du  germanium : p = 5,32. 103  kg.m-3. 


3 • On  s’interesse  maintenant  a la  conduction  electrique 
de  l’echantillon  de  Ge:Sb,  etudie  precedemment,  dans  un 
champ  electrique  et  un  champ  magnetique  croises.  On  se 
replace  dans  le  cadre  du  modele  decrit  a la  question  2). 
On  decoupe  Ge:Sb  sous  forme  d’un  ruban  de  longueur 
L = 20  mm  parallele  a l’axe  (Ox) , de  section  rectangulai- 
re  de  largeur  £ = 1 mm  parallele  a ( Oy ) et  d’epaisseur 
d = 0,2  mm  parallele  a ( Oz ) . 

Un  generateur  de  courant  delivrant  un  courant  d'intensite 
constante  I0  dispose  en  serie  suivant  la  ligne  de  plus 
grande  longueur  cree  un  champ  electrique  uniforme  E0 
d’axe  (Ox)  . On  place  l’echantillon  dans  un  champ 
magnetique  B0  constant  d’axe  (Oz)  colineaire  a l’epais- 
seur. 


a)  Montrer  que  En=  PzLz 

U 

b)  Montrer  qualitativement  que  la  vitesse  de  derive  des 
electrons  libres  entraine  l’apparition  d’une  distribution  de 
charges  sur  les  bords  du  materiau.  Cette  distribution  cree 
alors  un  champ  electrique  E ! , considere  comme  unifor- 
me, colineaire  a l’axe  (Oy) . 

c)  En  regime  permanent,  les  conditions  aux  limites  du 
materiau  imposent  que  le  vecteur  densite  de  courant  j 
soit  colineaire  a l’axe  de  plus  grande  longueur  (Ox) . Ecri- 
re  Eequation  du  mouvement  d’un  electron  libre.  En  dedui- 
re l’expression  du  champ  E j en  fonction  des  donnees  de 
l’exercice. 

d)  A.  N. : Calculer  la  difference  de  potentiel  V',  (donnee 
par  Vi  = — E i €)  que  Eon  peut  mesurer  entre  les  deux 
bords  de  l’echanlillon,  de  part  et  d’autre  de  sa  largeur, 
pour  I0  = 10  mA  et  B0  = 0,1  T. 

Quelle  application  voyez-vous  du  phenomene  etudie  ? 


1)  Utiliser  la  relation  entre  j et  v pour  determiner 
la  relation  entre  j et  E , done  la  resistivite. 

Pour  l’application  numerique,  faire  attention  aux  uni- 
tes de  masse. 

2)  La  relation  « classique  » E - p j n’est  vraie  qu’en 
1’ absence  de  champ  magnetique. 


<5  Interaction  de  deux  bobines 

On  considere  une  bobine  plate  (1)  de  A,  spires,  de  rayon 
, de  centre  (9  , d’axe  Oz  , parcourue  par  un  courant 
d’intensite  /, . 

A une  distance  d de  O sur  l’axe  Oz  une  deuxieme  bo- 
bine plate  (2)  de  N2  spires,  de  rayon  R2 , de  centre  02  , 
de  meme  axe  Oz  , parcourue  par  un  courant  /2  de  meme 
sens. 

On  notera  z,  et  z2  les  cotes  respectives  de  O,  et  02  ■ 
On  supposera  que  Rl»R2  et  d»R2. 


Doc  1 
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EXERCICES 


A)  Champ  de  la  bobine  (1) 

1  • Rappeler  l’expression  du  champ  cree  par  une  spire  en 
un  point  de  son  axe. 


2 • En  deduire  le  champ  B{  cree  par  la  bobine  (1)  en  un 
point  de  l’axe. 

3 • On  se  place  en  coordonnees  cylindriques  d’axe  Oz;  en 
un  point  au  voisinage  de  l’axe  Oz  , le  champ  B possede 
deux  composantes  Bt.(r,  z)  et  Bz(r,  z) . En  exprimant  que 
le  flux  de  B a travers  la  surface  cylindrique  de 
hauteur  dz  et  de  rayon  r « R est  nul,  montrer  que 

Br(r,  z)  = - — z-gl 
2 dr 


Doc  2 

En  deduire  le  champ  B cree  au  voisinage  de  l’axe  Oz  par 
la  bobine  (1).  On  ne  cherchera  pas  a exprimer  Bz(r,  z) . 

B)  Champ  de  la  bobine  (2) 

Rappeler  le  champ  cree  par  un  dipole  magnetique  en  un 
point  quelconque  de  l’espace. 


Force  de  Lorentz 

C)  Force  d'interaction 
entre  les  bobines 

1 • Calculer  la  force  magnetique  exercee  par  (1)  sur  (2). 

2 • Calculer  la  force  magnetique  exercee  par  (2)  sur  (1). 

3 • a)  Calculer  l’energie  potentielle  de  la  bobine  (2)  dans 
le  champ  magnetique  de  la  bobine  (1). 

b)  en  deduire  la  force  magnetique  exercee  par  (1)  sur  (2). 

Cone  lure. 


A)  1)  Toujours  cette  situation  incontournable.... 

3)  On  exprimera  Br  en  fonction  de  B sur  l’axe. 

B)  Toujours  cette  situation  incontournable.... 

C)  1)  et  2)  On  calculera  directement  la  somme  des 
forces  de  Laplace  elementaires. 

Pour  2)  on  montrera  que  seule  la  contribution  de  Br 
existe.  Celle  de  B.  est  nulle. 

3)  Le  dipole  rigide  M2  etant  dans  un  champ 
permanent,  il  n’y  a aucun  probleme  pour  calculer 
l’energie  potentielle  Ep  de  (2)  dans  le  champ  magne- 
tique de  (1). 

La  force  cherchee  s’en  deduit  en  calculant  «moins» 
le  gradient  de  cette  expression  par  rapport  aux  coor- 
donnees de  (2). 
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Corriges 


CP  Acceleration  d'une  particule 
chargee  par  une  difference 
de  potentiel  (methode) 

1 • L’energie  potentielle  d’une  particule  de  charge  q dans  un 
potentiel  V est  %v=  qV . La  conservation  de  l’energie  entre 
les  deux  grilles  s’ecrit  done : 

0 = -mv2  + qV0  o v=  J , 

2 V m 

le  produit  qV0  doit  etre  negatif. 

Done  pour  un  electron  q = - e < 0 et  V0  > 0 . 

2 • a)  Pour  un  electron : 

v = 5,9  106  m.s-1 
b)  Pour  union  argon: 

v = 1,2  105  m.s-1 

On  remarque  que,  dans  les  deux  cas,  v«  c (c  = 3.108m.s_1), 
P approximation  de  la  mecanique  classique  est  bien  valable. 

CP  Particule  chargee  dans 

un  champ  magnetique  uniforme 

1 • La  force  qui  agit  sur  P electron  est  F = - ev  a 5 . Elle  est 
constamment  orthogonale  au  mouvement : son  travail  est  nul. 
L’energie  cinetique  de  P electron  est  done  constante,  et  v , 
module  du  vecteur  vitesse.  Pest  aussi. 

La  vitesse  initiale  etant  perpendiculaire  a B0  , le  mouvement 
a lieu  dans  le  plan  (xOy)  ; en  effet  v a B0  est  orthogonal  a 
B0  done  F est  un  vecteur  du  plan  (xOy)  et  comme  P elec- 
tron a son  vecteur  vitesse  selon  ex  , il  reste  dans  le  plan  xOy : 
la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee  sur  (Oz) 
donne: 

z = 0 =>  z = cte  = 0 =>  z = cte  = 0 
d’apres  les  conditions  initiales. 

La  force  est  a chaque  instant  perpendiculaire  a la  vitesse  en 
raison  du  produit  vectoriel.  La  trajectoire  est  done  circulaire 
uniforme  (pas  d’ acceleration  tangentielle  qui  augmenterait  la 
vitesse  de  rotation). 

2 • Dans  le  referentiel  C ,er , ee  , e.  lie  au  centre  de  la  tra- 
jectoire circulaire  v est  selon  fig  et  B0  selon  Tz  done 
F = - ev  a B0  = - ev  B0  er  = - mpc  col  er  d’apres  l’expression 
de  P acceleration  radiale,  et  v = pc  ©c  ee . 

2 2 

■j  V i,  v r*  V 

pc  CDc=  — d ou  ev  B0  = m — soit 
Pc  Pc 


Pc 


mv 

eB0 


ft)  c 


vq  _ eBo 
Pc  m 


la  frequence 


eB  o 
2nm 


9* 

3 *A.N.:  v0  = — — = 41,9  km.s_1 , d’oii  pc  = 0,43  pin  et 

V m 

vc  = 15,4  GHz  . 


€>  Deviation  drun  electron 


1 • Appliquons  le  theoreme  de  Penergie  cinetique  entre  les 
instants  ou  l’electron  quitte  (1)  pour  arriver  en  (2): 


— mvl  - — mv\  = - e(Vi  - V2)  ■ 
2 2 


vi  = v\  + 2meU 


soit  v2  = v v\  + 2 meU  lorsque  l’electron  arrive  en  (2). 


2 • Nous  savons  que  v \ = v?x+  v\y  et  v2  = v^+  v2y  ce  qui 
donne : 

v2x+  v2y=  v\x  + 2 meU  . 

Le  principe  fondamental  de  la  dynamique  applique  a l’elec- 
tron  donne : 

ma  = - eE  = - eE  eY . 

Done  P acceleration  de  l’electron  est  nulle  suivant  ex  , ce  qui 
conduit  a vXx=  v ^ et  done : 

v2y  = vly  + 2m  eU  . 

L’electron  atteindra  la  plaque  (2)  si  v2y  > 0 ; il  faut  done  que 


vXy  3*  - 2meU 
v2  cos2  zj  > - 2m  eU 

V2  COS2  )j 

2 me 
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Cas  ou  V < 0 


3 • Nous  avons  vu  que  l’electron  n’est  pas  accelere  suivant 
ex  puisque  le  champ  E est  selon  ey  (champ  d’un  conden- 
sateur  plan),  done  v2  = iq  . 

v\ . v2 

sin  il  = — - ; sin  i2  = — - 
v\  v2 


d’oii  v\  sin  q = v2  sin  i2  , loi  qui  ressemble  a une  loi  de  refrac- 
tion en  optique... 


sin  i2  = sin  q 


El 

Vl 


= sin  q 


V\ 

^ v\  + 2m  eU 


si  U > 0 i2<  q 

si  U < 0 i2>  q quand  la  particule  arrive  sur  (2). 


C)  Particule  chargee 

dans  un  condensateur 


1  • La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit 
ma  = qE  . En  projection  sur  les  axes  (Ox)  et  (Oy)  , on 
obtient,  en  tenant  compte  des  conditions  initiales : 


m x = 0 

..  qV  d’oit 

my  = , 

h 


x = v0s'ma 
qV 

y = t + v0cosa 

mh 


Ax. 


Ar, 


En  assimilant  a (car  A a et  sont  petits), 


da 


A a 


on  obtient : 


Axa  = 2vgCos(2a)— Aa. 

qV 

On  veut  Axa  = 0 (mais  xA  ^ 0)  pour  a = a q alors  que 

K 

A a ^ 0 , ce  qui  est  verifie  pour  cos(20o)  = 0 , soit  a0  = — . 

^ . , ■ 2 r>ih 

On  en  deduit  x0  = vq  — . 

qV 


Remarque : Cette  question  est  a rapprocher  du  calcul  classique 
de  la  portee  maximale  d’un  tir  balistique. 


Ix  = vQ  sinaf 
qV  2 

y = — - — t +y0cos  at. 

2 mh 

La  particule  recoupe  l’axe  (Ox)  au  point  A a L instant  tx  tel 
que  y(t|)  = 0 (mais  tx  * 0). 

2vnh 

On  obtient  q = i;0cosa^ — , d’ou,  en  reportant  dans  l’ex- 
qV 

pression  de  x(t) : xA  = Vq  sin(2a)-^- . 

qV 

tx  etant  necessairement  positif,  q et  V sont  de  meme  signe. 

Ax.  . 2 mh 

2  • On  en  deduit  — - — -2vgCos(2a) — . 

da  qV 


3  ® En  appliquant  la  relation  ci-dessus  aux  particules  de 
masse  m1  et  a celles  de  masse  m2  , on  obtient : 


A x0  = v0—(m 2-ml),  soit  v0  = 
qV 


qVAx0 


I h(m2  - n\) 

Avec  Ax0=  1 cm  et  m2-  m1  = (40-38)10“WA,  on  calcule : 
v0  = 69,4  km.s-1. 
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CORRIGES 


Force  de  Lorentz 


Mouvement  d'une  particule  dans 
le  champ  d'un  fil  infini  charge 

1 • Soit  un  fil  infini  portant  une  densite  uniforme  de 
charges  X . Les  symetries  et  invariances  conduisent  a la 
recherche  d’un  champ  radial  de  la  forme  E (M)  = E(r)er  en 
coordonnees  cylindriques. 


Le  theoreme  de  Gauss  applique  a la  surface  ci-dessus  donne 
E(r)2n  rh  = 

soit  : E ( M ) = 


2 • 


271  £q 


2 n£o  r 

est  homogene  a E.r  done  a des  volts. 


q/ 1 
2n£o 

qX 


2k  Eq  m 


est  done  homogene  a qV  , done  a une  energie. 
est  done  homogene  a une  vitesse  au  carre 


c 1 - 

car  Et  = —mtr  . 


3 • P est  soumise  a la  force  electrique  qE  , ou  E est  le 
champ  cree  par  le  fil  infini.  E est  radial  done  a chaque  instant 
la  force  est  radiale,  done  le  support  passe  par  le  point  0 : le 
mouvement  est  done  un  mouvement  a force  centrale.  La  tra- 
jectoire  reste  dans  le  plan  perpendiculaire  a l’axe  Oz  du  fil 
car  la  vitesse  initiale  est  orthogonale  a cet  axe.  Ce  mouve- 
ment peut  etre  repere  soit  en  coordonnees  polaires  ( er , ee)  , 
soit  en  coordonnees  cartesiennes  (ex,  ey ) . Cette  trajectoire 
obeit  a la  loi  des  aires. 

Remarque : On  a neglige  le  poids  devant  la  force 

mg 

electrique.  Cela  suppose  que  qE  » mg  soit  E » — — 


avec  m = 9A0  31  kg,  g = 10  m.s  2 et  e=  1,6.10  19  C , on 

obtient:  E » — 10  X ^ ~ 10_1°  V.m-1  , ce  qui  est 

1,6. 10-19 

souvent  largement  verifie. 


a = — E (avec  q > 0)  done  a est  centripete,  la  vitesse 
n’est  plus  a priori  orthoradiale. 

5 • Appliquons  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  entre  les 
instants  oil  P est  en  r = r0  et  un  instant  quelconque : 

1 1 fr  ->  — fr 

— mv1  - — mv20  = W = - qE .di  = - q E dr  . 

2 2 Jr0  Jiq 

L’ expression  de  E est  — — — 7r 
2k  £q  r 

d’oit  — mv1  - — mvl  = — — In  — 

2 2 2k  e0  r0 


soit  v2  = v\-  2 a2  Ln  — = v\  1 - 2ff  In  — 
0 r0  H r0 


6 • v2  =r2  + r282  avec  6 tel  que  r26  = cste  = r0v0  puisque 
le  mouvement  obeit  a la  loi  des  aires. 


Done  r2  + 


' n Vn 


V2  l-2^2ln- 


soit  r2  + v 


^-l-2/?2lnf 


= 0; 


on  identifie  U(r)  = — — 1 — 2y02  ln  — . 

r2  ro 


7 • Tra§ons  sommairement  JJ(r). 

Posons  x = — - , soit  JJ{x)  = — — 1 - 2 j52  ln  x . 

>'o  x2 

On  verifie  bien  que  U(x)  = 0 pour  x = 1 . 

Quand  jc  — > 0 , U(x)  — > °°  ; quand  x — > °°  , U(x)  — ^ oo 
comme  2f52  ln  x . 


500 
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Etudions 

dv 

, d U 
en  x = 1 : 


■ + 


2P2 


(^} 


= 0 pour  x = |et  t/^  j = P2  - 1 - 2/1 2 In  pj 

Les  documents  suiv ants  montrent  U(x)<0  pour: 
si  P < 1 x0  = l < x < xl  avec  jtj  > 1 

P>  \ x2<  x < x0=  1 avec  x2  < 1 

Sachant  que  r2  + v\  U(r)  = 0 , les  mouvements  possibles  sont 
obtenus  pour  U(r)  < 0 , et  done  suivant  les  valeurs  de  /?: 

P < 1 : r0  < r < rx  = x,  r0 
P > 1 : r2  = x2  r0  < r < r0 


Le  mouvement  est  done  en  permanence  limite  dans  l’espace 
et  aura  1’ allure  suivante : 


0 Cyclotron 

1 • Les  protons  decrivent,  a l’interieur  des  dees,  des  demi- 

eBn 

cercles  a la  frequence  Vc  = . Pour  que  les  protons 

2nmp 

soient  effectivement  acceleres  a chaque  passage  dans  l’espa- 
ce  entre  les  dees,  il  faut  que  la  frequence  du  champ  electrique 
soit  accordee  sur  celle  du  champ  magnetique.  On  obtient: 

Vc  =23,9  MHz. 

m v 

1 • Le  rayon  de  la  trajectoire  du  proton  est  r = — — . 

eB0 

Quand  le  proton  decrit  le  «lSme  demi-cercle,  il  a ete  accelere  n 
fois,  or  a chaque  demi-tour  son  energie  cinetique  augmente 
de  eUc , au  bout  de  n demi-cercles,  elle  est  done  egale  a 
neUc . La  vitesse  du  proton  sur  ce  demi-cercle  est  alors : 

1 2enUc 

vn  = } ■ 

1 mP 


On  en  deduit : 


2»wpf/c 

eBl 


Pour  n = 400  , on  obtient  ;'400  = 42,2  cm. 


3 • Le  travail  de  la  force  electrique  a la  traversee  de 

2 

l’espace  accelerateur  est  W = eEdx  avec : 


E = — sin(fflf  + 0o)  et  dx  = v dr  = cordt . 
8 


© Hachette  Livre,  H-Prepa  Exercices  et  problemes,  Physique,  MPSI-PCSI-PTSI 
La  photocopie  non  autorisee  est  un  delit. 


CORRIGES 


Force  de  Lorentz 


On  en  deduit : 


W, 


eUr 


-cor 


g 

2 cor 

r 

sin(©r  + c/>)dt 


8 


_ g 
2 cor 


w= 


sin 


W =■■  eU, 


21- 


sin  0O  . 


b)  Pour  que  le  gain  en  energie  soit  maximal,  il  faut  que 
i n 
*>=2' 


c)  On  calcule  tout  d’abord  la  quantite  a = 


vy(t)  = 0 =>  vy(\)  = cste  - ziv(0)  = 0:  le  vecteur  vitesse  reste 
dans  le  plan  xOz  , de  meme  que  la  trajectoire ; la  trajectoire 
est  plane. 

Pour  trouver  vx(t)  et  vz(t)  posons  u = vx  + i vz . 

Alors  ii  =vx  + in,  = - COc  vz  + + / G)c  vx  = 

in 

ico(vx  + i vz)  + i^-  car  i2  = - 1 . 
m 

• aE 

u est  solution  de  u - i 6)c  u = i— — 

m 


soit  u(t)  = Ae'cocl- 


£ 

B ’ 


comme  n(0)  = nA(0)  + i vz(0)  = 0 : A = — 

B 


B 


d’oit  u(t)  = — cos  G)c  t + i sin  ©c  t - — 


B 


et  comme  vx{t)  = die  u{t)  et  vz(t)  = Im  u(t)  on  trouve 

E E 

vx(t)  = — (cos  a>ct-  1)  et  vz(t)  = — sin  (Oct 
B B 


pour  le  rayon  minimum  (iq)  et  pour  le  rayon  maximum 
0'4oo)  : i' i = 2,1  cm  et  a = 0,991;  r40o  = 42,2  cm  et 
a = 1 - 2 .10-5 : on  pourra  prendre  a = 1 pour  le  mouvement 
du  proton  dans  le  cyclotron. 

D’  autre  part,  le  temps  mis  par  le  proton  pour  parcourir  chaque 
demi-cercle  est  constant,  le  dephasage  est  done  le  meme  a 
chaque  passage  dans  la  zone  acceleratrice.  L’energie  du 
proton  a la  sortie  du  cyclotron  est  done  egale  a : 

E = nW  = i let/ = 3,2. 10“12  J = 20  MeV. 

d)  Les  protons  sont  acceleres  uniquement  s’ils  traversent  la 
zone  acceleratrice  en  phase  avec  le  champ  electrique.  II  sort 
done  du  cyclotron  un  paquet  de  protons  a chaque  periode, 
done  toutes  les  42  ns. 


2 • On  obtient  x(t)  et  z(f)  par  integration  par  rapport  a t 


*)-f 


sin  coc  t 
cor 


+ K:(t): 


E cos  coc  t 


B 


+ K-y 


COr 


a t = 0 x(0)  = 0 Kt  = 0 

m = o k2  = ~~~ 

Bcoc 


d’oil 


sin  (Oc  t 
cor 


- 1 


et  z(r)  = — 
B 


cos  0)r  t 

cor 


On  reconnait  l’equation  horaire  d’une  cycloide,  la  « derive  » 
s’operant  dans  le  sens  des  x < 0 . 

q > 0 (ft>c  > 0) : alors  x(t)  = — \ s‘n  — r - 1 1 < 0 

B \ ©c  J 


Deviation  dans  E et  B croises 
(oral)  (ecrit  - centrale  2001) 


1 • A un  instant  quelconque,  la  particule  a ete  acceleree  par 
le  champ  E , puis  deviee  par  le  champ  B , e’est-a-dire  que 
sa  vitesse  s ’ecrit  dans  le  cas  general : 

U = v X ex  + vy  ev  + vz  ez ; et  la  force  a laquelle  elle  est  sou- 
mise: 


"o 

Vx 

0 

F = q(E  + ~va  B)  = q 

0 + 

Vy  A 

B = 

_E 

. vz 

0 

-qvzB 

0 

qE  + qvx  X B 


et  z(0=  cosovf 

B \ coc 


>0 


Le  principe  fondamental  applique  a la  particule  permet  d’eta- 
blir  les  equations  differentielles  verifiees  par  les  composantes 
de  la  vitesse : 


■ q v.B 


O 


<=> 


mil.  = qE  + qx  X B 


- - (0C  vz 

■ O 

E 

■ q — + ft),  v, 
i m c x 


q < 0 ; posons  ©'  = - ©c  > 0 

alors:  x{t)  = ^ - A < 0 
B\  coc  1 

z(0  = - — f 1 ~cos  Kt  1<0 
B \ co' 
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Remarquons  que  nous  avons  bien  une  derive  dans  le  sens  de 
x < 0 pour  les  deux  particules;  en  effet  dans  le  cas 

E aS 


general,  la  vitesse  de  derive  est 
signe  de  la  charge. 


B2 


quel  que  soit  le 


3 • z(t)  s’annule  la  premiere  fois  par  a>ct  = 2n  . 
Le  point  A est  done  atteint  a une  date  telle  que : 


a>ct  = n,  soit  zA  ■- 


E_  ( 1 - cos  n 
B 


co,. 


2 E 
Bco, 


et  done : |zA|  = 


2 E 

SlfflJ 


: 


7 lE 
B\(Oc\ 


4 • Nous  avons  v0  = v0  ex  . Pour  avoir  un  mouvement  suivant 
x , il  faut  que  P acceleration  suivant  z soit  nulle,  soit: 


E + VyB  = 0 , SOit  Vy  = . 

B 


Nous  retrouvons  la  vitesse  de  derive  vx  = 


EaB 

B2 


inde- 


pendante  du  signe  de  la  charge  de  la  particule. 

0 * Electron  dans  un  piege 

de  Penning 

1 • En  0 , le  champ  electrique  est  nul,  l’electron  est  done  en 
equilibre.  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  projetee 
sur  les  axes  (Ox) , ( Oy ) et  (Oz)  donne : 

_ eU0x 


my  = 


2 R2 
eU0y 

2 R2 
eUQz 


Force  de  Lorentz 


c5 


CORRIGES 


Le  mouvement  sur  les  axes  (Ox)  et  (Oy)  est  exponentiel, 
celui  sur  l’axe  (Oz)  est  sinusoidal,  de  pulsation : 


ft).  = 


eUo 

mR 2 


Le  mouvement  le  long  de  P axe  (Oz)  est  stable  (l’electron  est 
rappele  vers  sa  position  d’equilibre),  il  est  instable  dans  le 
plan  (x Oy)  (l’electron  s’eloigne  de  0). 

A.  N. : v.  = 42,4  MHz. 

2 • a)  L’ equation  du  mouvement  est : 

ma  = - e(E  + v a B)  . 

La  force  magnetique  est  dans  le  plan  (xOy)  , le  mouvement 
sur  (Oz)  est  done  le  meme  que  celui  de  la  question  1),  e’est- 
a-dire  un  mouvement  oscillatoire  de  frequence  V, . 


b)  Sur  les  axes  (Ox)  et  (Oy) , on  obtient : 

••  eU0  _ • 
mx  = — YX-eBny 
2 R1  0 


my- 


■-  — \y+eB0x . 
2 R2  0 


(1) 

(2) 


On  pose  p = x + iy  et  on  effectue  (1)  + i(2),  l’equation  diffe- 
rentielle  verifiee  par  p est  alors : 

P“'®c  P“~P  = 0 • 

Les  solutions  sont  de  la  forme  p = Aeal  + Bebt , oil  A et  B 
sont  des  constantes  complexes,  et  a et  b les  racines  de 
l’equation  caracteristique. 

L’electron  ne  sera  piege  que  si  le  module  de  p est  borne. 
Pour  cela,  il  faut  et  il  sufht  que  les  parties  reelles  de  a et  de 
b soient  negatives  ou  nulles. 

Le  discriminant  de  l’equation  caracteristique  est: 

A = - co2  + 2 co?  . 

Les  solutions  de  l’equation  caracteristique  sont: 

^ (ift)c  ± \/A ) si  A > 0 , 

(ift)c  ± rJ\A  \ ) si  A < 0 , 

— ift)c  si  A = 0 . 

2 

Si  A > 0 , une  des  deux  racines  a une  partie  reelle  positive,  le 
mouvement  ne  sera  alors  pas  borne. 

L’electron  n’est  piege  que  si  A = -coj  + 2ft)?  =S  0 , 


ce  qui  equivaut  a B0  Bc  = 


2 mUn 


eR~ 


A.N. : Bc  = 2,14.10  3 T.  Si  on  choisit  B0=  0,55  T,  la  condition 
ci-dessus  est  verifiee. 
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Force  de  Lorentz 


c)  Les  racines  de  l’equation  caracteristique  sont: 


Or  vc  = 15,4  GHz  » vz , (Ox  est  done  tres  proche  de  ft)c : e’est 
la  pulsation  appelee  ft)c'  dans  1’enonce,  Oh  est  done  la  pul- 
sation ft)m . 

On  a alors  p{t)  = Ae111^1  + 5e10O , A et  B etant  des  constan- 
tes  complexes  determinees  par  les  conditions  initiales  de 
mouvement.  L’equation  de  la  trajectoire  est  donnee  par 
x(t)  = Re(p(t))  et  y(t)  = lm(p(0)  . 

A.N. : v'=  15,4  GHz  et  vm  = 58,4  kHz. 

On  remarque  que  vm  « V, « v'. 

d)  Le  mouvement  de  l’electron  dans  le  piege  est  la  superpo- 
sition des  trois  mouvements  represents  ci-dessous : 


La  trajectoire  de  l’electron  a l’allure  suivante  dans  le  plan 
(xOy): 


La  trajectoire  a,  en  3D,  Failure  ci-dessous : 


0 Spectrometre  de  masse 

1 • a)  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique : 

ma  = q(E  + v a B)  , 
s’ecrit  en  projection  sur  les  trois  axes : 

mvx  = -qE  + qBvy 

• mvy  = - qBvx 

mvz  = 0 

(on  l’ecrit  sous  cette  forme,  car  1’enonce  demande  vx,  vy  et  v,). 
En  faisant  apparaltre  vA  et  CO  les  deux  premieres  equations 

deviennent:  [^=^y-vA) 

\vy=-COvx  . 

La  resolution  de  ces  equations  par  une  des  methodes  habi- 
tuelles  (introduction  de  la  variable  u = x + iy  ou  elimination 
de  vx  entre  les  deux  equations  en  derivant  la  seconde)  donne, 
compte  tenu  des  conditions  initiales : 

K( 0=  i'oi  cos(«f)  + (i-0j,-  yd)sin(«t) 

| vy  (0  = ( v0y  - vA ) cos(tu  0 - v0x  sin (©  t ) + vd . 

La  troisieme  equation  donne  simplement  vz  = vQz . 

b)  On  integre  ces  equations  en  tenant  compte  des  conditions 
initiales : 

x(t)  = — - sin(tu  t)  + — (1  - cos  (ft)  f )) 

ft)  ft) 

• y(t)  = — — sin(ft)r)  + ^^(cos(ft)  r)  — 1)  + vJ 

ft)  ft) 

z(t)=  v0zt . 

c)  On  neglige  les  termes  en  v0x  devant  les  autres  termes.  Les 
coordonnees  du  point  H sont  done : 

_ VA 

X{t)  = — ( 1 - COS(ft)  t )) 

ft) 

- Vd 

y(t)  = — stn(ft)f)+  vdt . 

ft) 
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La  trajectoire  de  H est  une  cycloi'de  representee  ci-dessous : 


L’ecart  maximal  de  la  courbe  par  rapport  a l’axe  des  y est : 

■ | ~vd~v0y  ,,  „ , 

Lvlmax  = 2 ,(d  apres  1 enonce,  vA>  v0J. 

CO 

Pour  que  cette  mesure  ne  depende  pas  des  conditions  initiales, 
il  faut  que  vA  » v0y  , soit  E » Bv0y  . 

Dans  ce  cas,  l’ecart  maximal  est  egal  a: 

2va  m 2 E 

CO  q B2  ' 


sa  mesure  permet  bien  de  determiner  la  valeur  de  — . 


d)  O'H  = OH  - vA  t . Les  coordonnees  de  H dans  91 ' sont 

x'(t ) = (1  - cos  (co  t )) 

(0 

y'(t)  = — -sin(ft>r) . 


done 


co 


Sa  trajectoire  est  le  cercle  d’equation : 


/ \2 

x.  vQy~vi 

CO 


+y’2  = 


v0y  ~ VA 
CO 


2 • a) 


EaB 

B2 


ou  encore  E =B  ava. 


(Bien  remarquer  l’homogeneite  de  cette  formule.) 

La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  dans  91'  s’ecrit: 
ma  = q(E  + v a B)  = q(v  - v d)  a B , ou  encore : 
ma  ( P = qv  (P)m-  a B . 

Ainsi,  dans  91'  , le  mouvement  de  la  particule  est  celui  d’une 
particule  soumise  uniquement  au  champ  magnetique  B . 


b)  La  trajectoire  de  P dans  91'  est  done  une  helice.  La  tra- 
jectoire de  H est  la  combinaison  de  la  trajectoire  circulaire 
de  H'  et  du  mouvement  de  translation  selon  ( Oy ) de  91'  par 
rapport  a 91 . 


Force  de  Lorentz 


(0  Refraction  d'electrons 

1 • a)  L’energie  mecanique  est  constante : 

1 , 

+qV  = 0 , car  au  point  de  depart  M , v = 0 et 
V = 0 (on  note  que  q est  negative). 

b)  La  force  electrique  est  portee  par  e, : la  composante  de  la 
vitesse  sur  ey  est  constante,  d’ou: 

fjsinrj  = y2sim2  , soit  sin  /[  = yJVl  sin  i2 

(en  utilisant  la  relation  precedente  pour  exprimer  les  vitesses 
en  fonction  des  potentiels). 

c)  Cette  expression  est  analogue  a la  loi  de  Descartes  sur  la 
refraction:  /t,sin/j  = «2sin/2  (cf.  H-Prepa,  lre  annee  partie 
Optiquc').  Le  role  de  Pindice  n estjouepar  -Jv  . 

2 • a)  La  force  electrique  est  colineaire  a er  done  a CM  (ou 
M est  la  position  de  l’electron  a un  instant  donne),  son 
moment  en  C est  done  nul : le  moment  cinetique  en  C est 
une  constante.  On  en  deduit : 

Cl\  a v \ — Cl 2 a v 2 , soit  Rlv1sini1  = f?2y2sini2  . 

En  remplagant  les  vitesses  par  leur  expression  en  fonction  du 
potentiel,  on  obtient : 

R[-J\\smi[  = R2yj\^smi2  . 

b)  Dans  le  triangle  AXIXC : ax  + (7i  - i2)  + (Ox  = 7t , soit: 

ii  = + COi . On  obtient  de  meme  i2=  Oh  + Oh. 

Les  vitesses  etant  peu  inclinees  par  rapport  a l'axe,  tous  les 

angles  sont  petits  (en  optique  geometrique,  e’est  le  cadre  de 

L approximation  de  Gauss).  De  plus,  le  sommet  S peut  etre 

confondu  avec  la  projection  H de  I sur  l’axe  (Cz)  (l’arc  de 

cercle  SI  est  confondu  avec  le  segment  HI).  On  en  deduit : 

S~I  Tl 

tan  a,  = a,  = = et  tan  co,  =co,  = = . 

1 1 AjS  1 1 SC 


On  a des  relations  analogues  avec  l’indice  2. 

En  reportant  dans  les  expressions  de  jj  et  de  i2  , on  obtient 


/,  = SI 


1 


1 


SC 


, de  meme  pour  i2  . 


En  reportant  dans  L equation  etablie  a la  question  2)  a),  il 
vient,  apres  simplification  par  R (i?2  et  R2  sont  a peu  pres 
confondus)  et  SI  : 

vw 

„ yjvi-jvi 

ou  encore  - — - 4=-  = K = - — =1 — 

SA2  SA{  SC 


< 

n 

^ SC  »SAj  j 

^ SC  SA2  y 

Cette  relation  est  V analogue  de  la  formule  de  conjugaison 
d’un  dioptre  spherique,  qui  n’est  pas  au  programme  mais  que 
l’on  peut  etablir  par  une  demonstration  tout  a fait  identique  a 
celle-ci. 
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Force  de  Laplace  entre  deux  fils 

1 • Cherchons  Fix  la  force  que  (2)  exerce  sur  l’unite  de  lon- 
gueur de  (1). 


F21 

Le  champ  cree  par  (2)  a meme  valeur  en 
tout  point  de  (1): 


B , 


Mill 

2nd 


"21 


/ €,  S2  avec  ( = £ey 

"21  = / € B2  e*  avec  € = 1 

— 1 p aver  — 1 


2 • La  meme  analyse  conduit  a F12  = - F21  puisque  Bl 
champ  cree  par  (1)  en  tout  point  de  (2)  = - B2  ■ 

Les  deux  fils  se  rapprochent  done,  soumis  a la  force 

F = Foil  „ar  unjt^ 

2nd 


Travaillons  en  coordonnees  cylindriques  d’axe  M.  . Soit  un 
element  de  courant  / d€  = I dr  er  en  P ; il  est  soumis  a la  force 
dF  = I dr  er  a B = IdrB  7r  a (-  e.) 
soit  dF  = IBdr7e . 

En  integrant  sur  la  barre  de  longueur  i , cela  donne : 

F = lBleg. 

2 • Calculons  le  moment  FM  en  M de  toutes  les  forces  de 


Laplace  elementaires : 

_ r N , _ r( 

rM  = MP  A dF  = 

JM  JO 


r er  a IBdr  eH 


e2 

= IB-—  ez. 

2 

Si  on  note  A le  point  d’ application  de  la  force  F , cela 
donne : 

— . 

IB — e,  = MA  a IB(  eg , 

2 

— * € _ 

soit  done : MA  = — e, . 

2 

Le  point  d’application  de  la  force  F est  en  A , milieu  de  MN. 

3 • Le  moment  en  M de  toutes  les  forces  (forces  de  Laplace, 

force  de  pesanteur,  force  de  liaison  en  M)  est : 

_ (2  _ — . 

Fm  = IB  — ez  + MA  a mg 


IB- 


■ mg  sin  9 je 


t u ' „ IBC  E 

La  barre  est  en  equtltbre  pour  sin  0= , avec  I = — . 

mg  R 

A.N. : sin  ft  = = — - - - = 0,5  , soit  done  ft  = 30°  . 

mgR  0,1.10.4 


3 • Si  I = 1 A et  d=  1 m,  comrne  ji0  = An  10  7 S.I 
F = 2.10_7N  . 

La  definition  de  l’ampere  est : deux  fils  infinis  rectilignes  par- 
courus  par  des  courants  de  1 A distants  de  1 m,  sont  soumis 
a une  force  de  2. 10-7  N par  unite  de  longueur. 


Tige  conductrice  soumise 
a la  force  de  Laplace 


<E>  Mouvement  dans  un  champ 
electrique 


L’espace  O < x < a 
etant  compris  entre 
deux  conducteurs  infi- 
nis il  y a invariance 
par  translation  selon  y 
ou  z:  F ne  depend, 
comme  V , que  de  x . 


E = - gradL  est  done  necessairement  selon  ex  . 

Appliquons  le  theoreme  de  Gauss  a une  surface  fermee  ele- 
mentaire  par  deux  surfaces  planes  en  x et  x + dv  . 

Le  flux  sortant  des  parois  laterales  a travers  X est  done  nul 


et  <:>  E.dS  = [E(x  + dv) 


F(x)]S  = 


dint 

£0 


Or  l’espace 


interconducteur  est  vide  done  = 0 done  E(x  + dv)  = E(x) : 
le  champ  est  uniforme. 
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Force  de  Lorentz 


c5 


CORRIGES 


2 • La  circulation  du  champ  E de  x = 0 a x = a est  egale  a 
la  difference  de  tension  L(0)  - V{ci ) : 

J~a  # ra  ¥ t rV(a) 

E.d£  = E.a  = -gradP.dC  = - dV  = 

0 Jo  Jvi 


m o) 

V(0)  - V(a)  = -U  done  E = ~ — 


U ■ 


d’ou  E = — —ex  . E est  bien  dirige  dans  le  sens  des 


potentiels  decroissants. 


Ux 


On  en  deduit  par  integration  V = + cste;  avec  les 


d’ou  V = 


conditions  aux  limites  V(0)  = 0 et  V(a)  = U cste  = 0 
Ux 
a 

A.N. : E = - 104  V.m-1  . 

\\mg\\  9.10-30 


3 • - 


-15 


10 


-16 


||-  eis||  10“ 
on  a bien  le  poids  tout  a fait  negligeable  devant  la  force  elec- 
trique. 

4 • L’electron  est  accelere  par  E dans  la  direction  des  x > 0 : 
il  acquiert  une  vitesse  selon  ex  qui  obeit  a l’equation 

(\y 

differentielle  m — = - eE  puisqu’on  neglige  le  poids 
d t 

_ dvx 

en  projetant  sur  ex  : = - , ce  qui  donne 

dr 

vx(t)  = - t puisque  px(0)  = 0 
_ dvy 

en  projetant  sur  ey : = 0 , ce  qui  donne  vy(t)  = v0. 

dt 

Pour  determiner  sa  trajectoire,  calculons  d’abord  x(t)  et  y(t) : 

cLr  eEt  . eEt 2 „ 

vx  = — = , soit  x = car  ,v(0)  = 0 

dr  m 2m 


vy=  v0=  — , soit  y=  v0t  car  y(0)  = 0. 


dr 


Eliminons  r:  t = — d’ou  jc  = - 


eE 


y2  (arc  de 


vo  2m  v02 

parabole). 

Sachant  que  U > 0 , alors  E < 0 et  - eE  > 0:  l’electron 
penetre  bien  dans  l’espace  interconducteur  avec  ces  hypo- 
theses. 

5 • Quand  x = a l’electron  atteint  les  limites  de  l’espace 

y2  ma 


interconducteur.  Cela  se  produit  a la  date  t 


\j2ma  2 
eU 


-eE 


- 3.10“ 


v\  = vx,  ex  + Uy j ey  avec  vx  = X 


eE  t/2 ma  _ y2eU 


- eE 


et  vyx  = v0 

M.h)  = a et  y(t{)  = v0 


y2 ma 1 
eU 


6 • Les  electrons  dont  le  point  d’ impact  sur  le  conducteur  a 
pour  coordonnee  y = y0  passseront  a travers  le  conducteur, 
les  autres  non. 

Si  y(a)  = yQ  alors  v0  est  telle  que 


eE 

2m  v0 2 


yo: 


eU  y0 

2 ma  v02 


ve(/yo 


e’est-a-dire  vn  = — . Nous  sommes  done  en  presence 

2 ma2 

d’un  filtre  de  vitesse. 


Conduction  dans  le  germanium. 
Effet  Hall 

1 • a)  La  relation  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit: 


ma  = qE (t  est  homogene  a un  temps). 

T 

b)  Cette  equation  s’integre  en: 


v(t)  = 


TqE0 


t\ 


1-e 


en  tenant  compte  des  conditions  initiales. 

-*  -*  TqEn 

Quand  t -»  °<= , v — » v„  ux  . 

m 

L’electron  atteint  cette  vitesse  limite  a 1%  pres  a l’instant 
tj  = rlnlOO  = 4,6  r . 


2 • a)  j = -Ne  v„  = 
resistivite.  D’ou  pe 


Ne2T 


1 


E0  = — E0  par  definition  de  la 

m pe 


Ne2T 


b)  Le  nombre  d’atomes  de  germanium  par  unite  de  volume 
est  NGe  =-^iV A = 4,4. 1028  atomes  par  m3  (attention:  les 

masses  doivent  etre  exprimees  dans  la  meme  unite). 

N _s 

Le  taux  d’atomes  d’antimoine  est  egal  a = 3,6.10 

NGe 

(e’est  faible : il  suffit  de  tres  peu  d’impuretes  pour  augmenter 
la  conductivite  electrique  du  germanium). 

D’autre  part  T = — ? — = l,8.10_12s;  1’electron  atteint  sa 

Ne2pe 

vitesse  limite  a 1%  pres  au  bout  de  8,3. 10"12  s : on  peut  negli- 
ger  le  regime  transitoire  et  considerer  que  le  regime  perma- 
nent (independant  du  temps)  est  atteint  immediatement. 


3 • a)  Par  definition,  I0  = jS  = jid  . 

. PJo 
U ' 


Or,  E0  = pJ  ■■ 


b)  La  derive  des  electrons  les  entraine  vers  les  y negatifs : ils 
vont  s’accumuler  sur  le  plan  d’equation  y = 0 , il  apparaitra 
done  une  densite  surfacique  de  charges  negatives  sur  ce  plan 
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Force  de  Lorentz 


et  par  consequent,  sur  le  plan  y = € , le  deficit  en  electrons  se 
traduira  par  une  densite  surfacique  de  charge  positives. 


c)  En  regime  permanent,  l’equation  du  mouvement  d’un 
electron  fibre  est : 


-*  m v 

-e(Eo+  Ei+  vaB) , 

T 


avec  v = / = - 

Ne 


We 


jux 


— ► YYl  v 

Sur  (Ox)  , on  a -eEo = 0 , ce  qui  redonne  la  vitesse 

T 

des  electrons  en  regime  permanent  (cf.  question  1)). 


Sur  ( Oy ) , on  a E\+  ~vaB  = 0 , soit : 

Ei  = -—ju  =-JW±- 
Ne  ' Netd 


V 


d’acceder  a la  valeur  de  B0 : c’est  une  methode  de  mesure  des 
champs  magnetiques  (sonde  a effet  Hall). 


<5  Interaction  de  deux  bobines 

A)  Champ  de  la  bobine  (1) 


Nous  savons  que : B(M)  = WL  sjn3  a 

2 R 


avec  sin  a - 


v7?2  + (z-  zi)2 


En  premiere 
approximation 
le  flux  de  B 
s’ecrit : 


- B:( 0,  z)nr 2 + B:( 0,  z + dz)jtr2  + Br(r,  z)2nr  dz  = 0 
dont  on  deduit  immediatement : 

Br(r,  z)  = - L -j-(Sz(0,  z)). 

2 dz 


Ce  qui  donne  pour  la  bobine  ( 1 ) : 


h ( 

Ri 

) 

\p 

6 ox 

(c 

(Zi)  M (z)  Z* 

5 

B(M) 


BqNi  It  R 1 

2^i  [R\  + (z-z02Y  ' 


B(P)  = B,.(r,  z)er  + B:(r,  z)ez , avec 


Br(r,  z)  =- 


r A)  IVi  1 1 / 
2 2 Rx  \ 


3\ 

2/[^I  + (z-z1)2]' 


2(z  - zi) 


3 r_  Ro  Nl  IxR\(z-z  t) 
4 \R]  + (z-"|)2p 


2 • Pour  la  bobine  (1),  cela  donne  en  M de  cote  z: 

^(M) : WWW  sin3  a $ 

2 Rx 


La  bobine  est  assimilable  a un  dipole  magnetique  de  moment 
magnetique  m2  = N2 /2  It  R\  ez  ■ 


508 
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Le  champ  magnetique  cree  en  M est  done : 


2 Un  Wt  cos  9 un  nu  sin  9 -» 
B = : e,.+  — — — : — ee 


4n 


4k  r: 


2Bq  N2 1 2 7t  R2  cos  6-2  i /u0  Ni  h 71  R2  sin  9 - 

; er  ^ 


4n  r 3 ' 47t  r3 

C)  Force  d'interaction  entre  les  bobines 

1»F1_>2  = <j>,  h dt2  A avec  df2  = R2  d(p  ev 

r2n 

= N2/2  R2d<pevA  (Br(R2  z)er 

J(p  = 0 + Bz(R2,z)7z) 

ev  At,  = -e,  et  e 9a  ez  = er 


Soit: 


r2n 

Fi->2  = N2I2R2Br(R2  » z)  (-c_-)d<p 

Jo 

rzn 

+ N2 12  R2  B-(R2  , z)  I erd(p 
Jo 


r 2k 


r2n  [2k 

7~  dp  = 2k7.  mais  7r  dffl  = 0;  en  effet  en  prenant 
Jo  ' J 0 


2 points  symetriques  sur  la  spire  (caracterises  par  <p  et 
97  + Jt)  nous  avons : 

O (9))  ~ ~ *2 r [(p+  n[  , 

done  la  contribution  globale  sera  nulle  et  ainsi : 

3^2  Nl  /]  R2iz2  — Z[) 


= -N1I->  R-,  2n\  + 


1 -»2  - ~JV2  '2  "2 


4 («f + (ZZ-Zi)2)2 

3jt  /to  /V|  /V2  /1  I2R\2  R22(z2  ~ z\  ) 


{R\  + {z2-z,fy 
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Cherchons  directement  la  composante  z de  la  force  exer- 
cee  par  (2)  sur  (1) ; pour  un  element  de  courant  Ild(l=  lx 

R\  dq>e9\ 

dF2^>iz=  (hRi  d(p79A(Br(r,  9)e,.  + B:(r,  9)ee)).ez 
(e9  a er).ez  = - sin  a 
(ev  a ee).ez  = + cos  a 
et  en  integrant  sur  p de  O iiNlx2n: 


F2^1  = -IlRl  2k  Nx  — ^ n2  1 2 k R2  sin  a SSOLJl. 


4k 


+ I1R12kN1  N2 12  k R22  cos  a 

4k  r3 


cos  0 = cos(7t  - a)  = - cos  a 
sin  9 = sin(jt  - a)  = sin  a 
ce  qui  donne : 

— 27 12  Ni  N2  hI2Ri  R2  sin  acos  a eT 


2 — > 1 ■ 


sin  a = 


4k 

Rx 


d 

cos  a = — 


et  ainsi : 


7?  37t  ,,  at  at  1 1 Ri' r22(z2-zi) 

F2^i  = — BoNiN2li  I2 ez 


3 • a)  L’energie  potentielle  de  (2)  dans  le  champ  magne- 
tique de  (1)  s’ecrit: 

E=-m2.Bi 


■■-n2kR\i2  _ 

2Rl  [R]  + {z2-Zi)2Yi 


Pour  calculer  la  force  exercee  par  ( 1 ) sur  (2)  il  faut  deriver 
cette  expression  par  rapport  a z2 , cote  des  dipoles  m2 : 
Fi^2  =-grad_-2  (Ep) 


= +N2kR2212 


EoNilJ  3 \ R]x2(z2-zi) 


2 R, 


On  retrouve  bien : 


->  3jt  Rl  R2(z2  — z.) 

F \ ->  2 = ~ ~~~  Bo  ^Vi  N2 1\  1 2 1 2\2  c 


2/  {Rj  + (z2-Zi)2Y 

-Fi^i 


r 5 


i 


Fonctions  de  transfert  elemenfaires  stables  (t>  0 et  cr>  0) 


Ordre  1 

1 • Passe-bas  d’ ordre  1 


1 + jm 

• Pulsation  de  coupure  a - 3 dB  : con  = — , 

r 

• decroissance  en  bande  attenuee  : 20  dB  par  decade, 

71 

• rotation  totale  de  phase  : A <p  = 

2 • Passe-haut  d’ordre  1 


H.(jco)  = 


jm 


1 


1+jCOT  1+J_ 
jm 

1 


• Pulsation  de  coupure  a - 3 dB  : coq  = — , 

• decroissance  en  bande  attenuee  : 20  dB  par  decade, 


• rotation  totale  de  phase  : A (p  = - 


G(dB) 


Doc.  1.  La  courbe  G de  reponse  en  gain  d’ un  passe-haut  d’ordre 
1 et  celle  Gq  du  passe-bas  de  me  me  ordre  sont  symetriques  par  rap- 
port a V axe  des  gains. 


(p(  rad) 


Doc.  2.  Construction  des  courbes  de  reponse  en  phase  (p  d’  un  passe- 
haut  d’ ordre  1 et  d’ un  basse-bas  d’ordre  1 et  de  leurs  diagrammes 
asymptotiques  (p\. 


3 • Dephaseur  d’ordre  1 

H(jco)  = 1 ~im- 
1 + j m 

= - m, 

• rotation  totale  de  phase  : Ai rp  = -n, 

• le  gain  est  constant  et  egal  a 1. 


Doc.  3.  Courbe  de  reponse  en  phase  <p  et  diagramme  asymp- 
totique  (p\  d’un  dephaseur  d’  ordre  1. 
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Ordre  2 

4®  Passe-bas  d’ordre  2 


am  = 


i 

1 + 2ojm-  x2co2 


• Pulsation  de  coupure  pour  le  diagramme  asymptotique  : 

1 

®o  = -> 

T 

• decroissance  en  bande  attenuee  : 40  dB  par  decade, 

• rotation  totale  de  phase  : Acp  = -n, 

• existence  d’une  resonance  si : 

C«,c  = ± = 0,70l(e>&  = ±). 


Doc.  5.  Courbes  de  reponses  en  phase  d’un  passe-bas  d’ordre  2 pour 
dijferentes  valeurs  dufacteur  d’ amortissement  (J(<  1 ). 


• Pulsation  de  coupure  pour  le  diagramme  asymptotique  : 

1 

« o = — ■ 

T 

• decroissance  en  bande  attenuee  : 40  dB  par  decade, 

• rotation  totale  de  phase  : A<p  = -n, 

• existence  d’une  resonance  si  : 

„<oc-±=wi(e>ec-- L). 


Doc.  6.  Courbes  de  reponses  en  phase  d’un  passe-haut  d’ordre  2 
pour  dijferentes  valeurs  dufacteur  d’  amortissement  o (<  1). 


Doc.  7.  Courbes  de  reponses  en  phase  (p  d’un  passe-haut  d’ordre  2 
pour  dijferentes  valeurs  de  o(<  l). 


5 • Passe-haut  d’ordre  2 

am 


2 2 

T-(Oa 


1 - r-ar  + 2ojcoT 

l+*°+  1 ' 


J COT  T2Q)2 


6 • Passe-bande  d’ordre  2 


am  = 


2oj  COT 


1 + 2ajm-  t2ar 
1 

1 +Q(jar+  — 

\ ](OT 
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• Pulsation  centrale  ou  de  resonance  : a>o  = 

T 


• bande  passante  a - 3 dB  = A a>  = 2<j(Oq  = , 

• decroissance  en  bande  attenuee  : 20  dB  par  decade, 

• rotation  totale  de  phase  : A <p  = ~n. 


Doc.  8.  Courbes  de  reponse  en  gain  d’un  passe-bande  d’ordre  2 pour 
differentes  valeurs  de  o(<  l). 


Doc.  9.  Courbes  de  reponse  en  phase  d’un  passe-bande  d’ordre  2 
pour  differentes  valeurs  de  cr(<  l). 


7 • Coupe-bande  d’ordre  2 


H(ja)  ■■ 


1 - T-CO 


2,„2 


2m  2 ' 


• Pulsation  rejetee  : (Oq  = — , 


1 + 2o j(OT-  v-(D 

1 


• bande  rejetee  a - 3 dB  = A©  = 2<j©o  = 


©0 

Q ' 


Doc.  10.  Courbes  de  reponse  en  gain  d’un  coupe-bande  d’ordre  2 
pour  differentes  valeurs  de  o ( < 1 ). 


Doc.  11.  Courbes  de  reponse  en  phase  d’un  coupe-bande 
d’ordre  2 et  leurs  diagrammes  asymptotiques pour  differentes  valeurs 
de  g(<\). 

8 • Dephaseur  d’ordre  2 

....  . 1 - 2ajm-  r2co2 

H(jco ) = — ? 

1 + 2 qjcoT-  t~coa 

•tan(j>j  = 222T,, 

\ 2 / 1 - (am)2 

• rotation  totale  de  phase  : A cp  = - 2n, 

• le  gain  est  constant  et  egal  a 1. 


Doc.  12.  Courbes  de  reponse  en  phase  et  diagrammes  asymptotiques 
d’un  dephaseur  d’ordre  2 o (<  1 ). 
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